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Zaklady

Komplexné ¢islo

Definicia (Komplexné ¢islo)

Pod komplexnym cislom budeme rozumiet &islo v tvare

zZ=Xx+ly.




Zaklady

Komplexné ¢islo

Definicia (Komplexné Eislo)

Pod komplexnym cislom budeme rozumiet &islo v tvare

zZ=x+Iiy.

Poznamka

i je symbol, pre ktory plati

i nazyvame imaginarne cislo. Veobecne plati

i4n =1 i4n+1 — A

i i4n+2 = 1l i4n+3 —




Zaklady

Komplexné ¢islo

Definicia (Komplexné &islo)

Pod komplexnym cislom budeme rozumiet &islo v tvare

z=x+1iy.

Poznamka

Ak z = x + iy, tak:

X nazyvame realnou castou z a oznacujeme x = Re z,

y nazyvame imaginarnou castou z a oznacujeme y = Im z,

| \




Zaklady

Priklady

© Nech Rez = x almz = y. Ukazte, ze

1 X —iy

z - X2 +y2
@ Nech zy = x1 +iy1 a 22 = xo + iys. Urte
1

z
Re —, Im—.
z z



Priklady

Urcte realnu a imaginarnu Cast Cisla z ak plati:

a) z =g




Zaklady

Modul a argument komplexného ¢isla

Nech pre komplexné Cislo plati Rez=x almz =y, t.j. z= x+iy.

Definicia (Modul (absolatna hodnota))

Modul (absolatnu hodnotu) komplexného cisla definujeme vztahom

|z| = V/x2 + y2.




Zaklady

Modul a argument komplexného ¢isla

Nech pre komplexné Cislo plati Rez=x almz =y, t.j. z= x+iy.

Definicia (Modul (absolatna hodnota))

Modul (absolatnu hodnotu) komplexného cisla definujeme vztahom

|z| = V/x2 + y2.

Definicia (Argument)
Argumentom komplexného Cisla z # 0 rozumieme kazdé Cislo ¢,
ktoré splha rovnosti:

X ~ Rez
VX2 +y2 2|

Oznacujeme ho arg z

y _Imz

Sy

Cos p = sinp =




Zaklady

Gaussova rovina
Geometricky vyznam modulu a argumentu

Kazdému Cislu z = x + iy

Im z priradime jednoznacne bod roviny
_ E>.
e :z:x+|y Os x je realna os a os y je os
\’l/\ i imaginarna. . . ’
‘ |z| predstavuje vzdialenost bodu
¥ i x + iy od pociatku.

0 ¥ Re 7 POZOR: ArgL‘Jment ma
nekonecne vela hodnét
o+ 2k, k € Z.



Zaklady

Gaussova rovina
Geometricky vyznam modulu a argumentu

Hlavny argument

1 Pre kazdé z € C — {0}

i existuje jediné ¢ € arg z, také,

! Ze —m < p < m. Tato

1 hodnotu ¢ nazyvame hlavnou
0 X Re 7 hodnotou argumentu ¢&isla z
a oznacCujeme Arg z.




Zaklady

Gaussova rovina
Geometricky vyznam modulu a argumentu

Imz Geometricky pre z € C — {0}

znamena hlavny argument Arg z uhol
¢ € (—m,m), ktory zviera kladna
realna polos s priamkou spajajicou
zaciatok saradnicového systému

s bodom z.

arg z potom znaci mnozinu vietkych
takychto uhlov.




Zaklady

Kanonicky tvar komplexného ¢isla

Goniometricky tvar komplexného cisla

Im =z Ak je z € C — {0}, tak
cos p = R|§|z asing = "‘“7‘2
Yi|--------- 0z = X + iy
| Pre z=Rez +ilm z teda mame
Ny
; z = |z|(cos ¢ +isinp).
¥ |
* Toto vyjadrenie nazyvame
0 X Re z v Y

kanonicky alebo goniometricky
tvar Cisla z.




Zaklady

Priklady

Dokazte, ze pre komplexné Cisla z; a z plati:
Q |21z = |z1] - | 2],
Q Arg(z1z2) = Argzy + Argzy  ( mod 27),
_ &
e

Z1

Ar g— = Argz; — Argz,  ( mod 27).
7 ¥}

Uréte moduly a argumenty komplexnyxh Cisel
Qz= —% + ié,
Q@ z=17
Q@ z=(1+i¥1-iV3

3)°°
Q z:1+cos§+|5| %



Zaklady

RieSenie rovnice z" = z,

Ak zg = 0, je zrejme jedinym rieSenim rovnice z = 0.

Nech je teda zy # 0, potom mozeme pisat
2o = |zo|(cos o + isinpg), kde o € arg zy. Ak tiez zapiseme
z = |z|(cos ¢ +isin ), tak mame

z" = |z|"(cos np + isin ny).
Odtial dostavame
|z| = /=l

a treba urcit vsetky ¢, pre ktoré plati cos np = cos g a
sin Ny = sin .



Zaklady

RieSenie rovnice z" = z,

Jednou hodnotou je zrejme ¢ = £2 a mnozina vietkych hodnét ¢
ma tvar {%nzk”, k € Z}.

Rovnica z" = zy ma teda pre zg # 0 celkom n réznych rieSeni

2k 2k
Q/@.(cos(p0+ 7T—i—isinispOjL W),
n n

kde po € argzpa k=0,1,...,n— 1.



Zaklady

Komplexne zdruzené Cisla

Imz
Yi--------- pZ =X+ 1y
0 1 Rez
—Yr--------- $Z=x—-1ly

Definicia
Komplexne zdruzené cislo ku
komplexnému ¢&islu z = x + iy
oznaCujeme ako Z a definujeme
vztahom

Z=x—ly.

Geometricky vyznam

Obrazy komplexne zdruzenych
Cisel v Gaussovej rovine s
symetrické podla reélnej osi.




Zaklady

Komplexne zdruzené Cisla

Imz

Yi|--------- zZ=x+Ii
Y Platia vztahy

Q z+Z=2Rez

i Q@ z—z=2ilmz,
3 © Rez=1(z+2),

Rez Q Imz=3(z-2),
9 (2)==z

B _ Qz+tn=21+2,

—Yp--------2 Z=x—1y 0%

Z0 =271 * 2o.




Zaklady

Priklady

Geometricky popiste mnoziny bodov Gaussovej roviny, ktoré
vyhovuji nerovnostiam:

©Q Rez >0,

Q Imz<1,

Q |Rez| <1,

Q |Imz| <1, 0<Rez<1,
0 |z] <1,

Q |z—-i>1,
Q@0<|z+i <2,

Q |7 —Argz| < 7.



Zaklady

Priklady

Geometricky popiste mnoziny bodov Gaussovej roviny, ktoré
vyhovuji nerovnostiam:

Q@ Im(z+1i) > Re(z - 1),

Q@ Im%>1—Re(z+1),

O [Im(z+1)| < |Re(z+ 1),
Q 7 <I|5—Argz| <7,

@ ImZ>1



Zaklady

Priklady

Nech z; a zp st pevne zvolené body Gaussovej roviny. Geometricky
popiste body, ktoré vyhovuji vztahom:

Q |z—z|=|z— 2|

Q |z— 1] =|Rez|.

Urcte krivky v Gaussovej rovine, dané rovnicami:

(1) Rel—a,aER a>0,
eREm_o

s

1< Arg(z+ i) < 3.



Zaklady

Priklady

Urcte krivky v Gaussovej rovine, dané rovnicami:

1
Q |
(2] Rei:%, aeR, a>0,

@ Im(1+i)=1a€eR, a>0,

7 <Arg(z-i) < 7,
_1

=a acR, a>0,



Zaklady

Exponencialny tvar komplexného ¢isla

Eulerove vztahy

Komplexné &islo z = |z|(cos ¢ + isin ¢) mdzeme zapisat v
exponencialnom tvare:

z=|z|-€%.

Eulerove vztahy

Plati . ) . )
e¥+e ' e'¥ —e ¥

cos p = > , Sinp = 5
i




Zaklady

Priklady

Dokazte rovnosti:

o1

sin|s(n+1)0
—[2( 9 ) ]sin ”79,
2

@ (1+cosa+isina)?™ = (2cos §)?"elon.

Q sinf +sin20+---+sinnf = -
sin



Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Mocninova funkcia s kladnym celociselnym exponentom

Definicia ( Mocninova funkcia)

Pod mocninovou funkciou s kladnym celoCiselnym exponentom
rozumieme zobrazenie z — w = z", kde n € N.

Ak piseme z = re'?, tak dostdvame w = r" e'"?. Geometricky to v
Gaussovej rovine znamena, ze modul je umocneny na n a argument
je vynasobeny n.



Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Mocninova funkcia s kladnym celociselnym exponentom




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Exponencialna funkcia

Z realneho obnoru je znamy rozvoj funkcie € do mocninového radu
n . ~s - ~ - - P

eX = > *7. Tento rozvoj vyuzijeme pri rozsireni definicie

exponencialnej funkcie do komplexného oboru.

Definicia ( Exponencialna funkcia)

Pod exponencialnou funkciou komplexnej premennej z rozumieme
zobrazenie z — w = exp(z), urcené mocninovym radom

o n

exp(z) = Z %

n=0

Namiesto exp z budeme rovnako ako v redlnom obore pisat e”.




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Exponencialna funkcia




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Exponencialna funkcia:Priklady

Vypocitajte hodnoty:
(s IS
Qe iz,
Q 7.

Urcte realnu a imaginarnu Cast:
o e2+i%,
Q@ &',
© funkcie €.

Ukazte, ze funkcia €? je periodicka s periédou 27i.



Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Vlastnosti transformacie w = &*

Surjektivita

Nech w = u+iv € C — {0}. Ak je y € argw, tak plati
w = |w|eY. Pretoze |w| € R, |w| > 0, existuje prave jedno x € R
také, ze € = |w| a plati x = In |w|. Potom pre z = x + iy plati

€ =t —eX.e¥ = |w|- Y =w.

Celkom je teda zobrazenie exp : C — C — {0} surjektivne.




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Vlastnosti transformacie w = &*

Zobrazenie priamok rovnobeznych s realnou osou

Priamka rovnobezna s realnou osou méa zrejme rovnicu y = yg. Ak
polozime w = eXto, tak plati yy € arg w. Obrazy w teda lezia na
takej polpriamke vychadzajicej z pociatku, na ktorej lezia body s
argumentom yp. Pretoze navyse | eXt¥0 | = eX, nadobida pre x € R
vsetky kladné hodnoty, tak obrazom priamky rovnobeznej s realnou
osou je cela uvedena polpriamka.




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Vlastnosti transformacie w = &*

Zobrazenie priamok rovnobeznych s imaginarnou osou

Priamka rovnobezna s imaginarnou osou ma zrejme rovnicu x = xg.
Ak polozime w = eXtY | tak plati |w| = e*. Obrazy w teda lezia
na kruznici so stredom v pociatku a s polomerom e*. Pretoze
navyse Arg |e | =y je obrazom [ubovolnej polouzavrete;
asecky dlzky 27, leZiacej na priamke x = xg cela uvedena kruznica.




Funkcie komplexnej premenne;

Exponencialna funkcia — transformacia komplexnej roviny

O
‘\u\“‘
R ]

ol



Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Funkcie sinus a kosinus

Podobne ako pri exponencialnej funkcii definujeme aj funkcie sinus
a kosinus v komplexnom obore mocninovymu radmi.

Definicia ( Funkcia sinus)
Pod funkciou sinus komplexnej premennej z rozumieme zobrazenie
z — w = sin z, uréené mocninovym radom

o 2n+1

sinz = Z(—l)"m.

n=0




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Funkcie sinus a kosinus

Podobne ako pri exponencialnej funkcii definujeme aj funkcie sinus
a kosinus v komplexnom obore mocninovymu radmi.

Definicia ( Funkcia kosinus)

Pod funkciou kosinus komplexnej premennej z rozumieme zobrazenie
Zz — w = cos z, uréené mocninovym radom




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Funkcie sinus a kosinus:Priklady

Urcte realnu a imaginarnu Cast:
@ Funkcie sin z,

@ Funkcie cos z,

Uréte z také, ze:
@ sinz =5,
Q cosz = —3i.

Urcte funkéné hodnoty:
Q sin(1+1),
Q cos(—1-i%).



Elementarne funkcie

Funkcia sinus
Transformacia priamky y = yo

Pretoze plati
Resinz = sinxcoshy a Imsinz = cosxsinh y,
priamka y = yp sa transformuje na elipsu
u = cosh yg sin x, v = sinh yy cos x,

kde u =Rew a v =Imw.

Tato elipsa ma ohniska v bodoch 1 a —1 a obrazom [ubovolnej
usecky dlzky 27 leziacej na priamke y = yp je cela takato elipsa.

V pripade yp tato elipsa degeneruje na Gsecku (—1,1).



Elementarne funkcie

Funkcia sinus

Vlastnosti transformacie w = sin z

O eldejol

M)
1
biz
4
N 1
B I S
01 | /
or %%
il B



Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Logaritmicka funkcia

Definicia ( Logaritmus komplexného Eisla)

Pod logaritmom komplexného €isla z rozumieme mnozinu
Inz={w e C,e" =z}.

Plati
Inz={w:w=In|z| +ia,«a € arg z}.




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Logaritmicka funkcia

Definicia ( Logaritmus komplexného Eisla)

Pod logaritmom komplexného &isla z rozumieme mnozinu
Inz={w e C,e" =z}.

Plati
Inz={w:w=In|z| +ia,«a € arg z}.

Hlavna cast logaritmu

Hlavna cast logaritmu komplexného éisla definujeme ako funkciu
Lnz =In|z| +ic,

kde o = Arg z.




Funkcie komplexnej premenne;

Logaritmicka funkcia — transformacia komplexnej roviny




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;
Logaritmicka funkcia:Priklady

Urcte hodnoty Inz a Ln z, ak:

Q z=j|
Q z=-2,
Q@ z=1+1,

Q z=2+3i



Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Vseobecnd mocnina

Definicia ( Mocnina so vieobecnym exponentom)

Nech a je [ubovolné komplexné é&islo, a # 0. Mocninovii funkciu
a* definujeme ako
a® = {e*, ¢ elna}.




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Vseobecnd mocnina

Definicia ( Mocnina so vieobecnym exponentom)

Nech a je [ubovolné komplexné &islo, a # 0. Mocninovii funkciu
a* definujeme ako
a® = {e*, ¢ elna}.

Ak z mnoziny In a zvolime Ln a, tak dostaneme hlavni East
vSeobecnej mocniny.

Hlavna ¢ast mocninovej funkcie

Hlavna Cast vseobecnej mocninovej funkcie komplexného éisla
definujeme ako funkciu

z| z-Lna

a|p==¢




Elementarne funkcie

Funkcie komplexnej premenne;

Vseobecna mocnina:Priklady

Urcte hodnoty a% a a%|:
o (-1)Y2
Qi
Q© z=(1+i)"



	Základy
	Elementárne funkcie

