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Ortogonalny systém

Skalarny sacin funkcii

Skalarny siacin, Ortogonalita, norma funkcie

Definicia (Skalarny sacin funkcii)

Nech f, g sa funkcie integrovatelné na intervale (a, b). Cislo

b
(f.g) = / F(x)g(x) dx

nazyvame skalarnym stcinom funkcii f, g.




Ortogonalny systém

Skalarny sacin funkcii

Skalarny siacin, Ortogonalita, norma funkcie

Definicia (Skalarny sacin funkcii)

Nech f, g sa funkcie integrovatelné na intervale (a, b). Cislo

b
(f.g) = / F(x)g(x) dx

nazyvame skalarnym stcinom funkcii f, g.
Funkcie f, g sa nazyvaja ortogonalne (na intervale (a, b)) prave vtedy
ak (f,g) =0.




Ortogonalny systém

Skalarny sacin funkcii

Skalarny siacin, Ortogonalita, norma funkcie

Definicia (Skalarny sacin funkcii)

Nech f, g sa funkcie integrovatelné na intervale (a, b). Cislo

b
(f.g) = / F(x)g(x) dx

nazyvame skalarnym sacinom funkcii f, g.
Funkcie f, g sa nazyvaja ortogonalne (na intervale (a, b)) prave vtedy
ak (f,g) =0.

Definicia (Norma a normovana funkcia)

Nech f je funkcia integrovatelna na intervale (a, b). Normou funkcie
nazyvame Cislo [|f|| = +/(f,f). Funkcia sa nazyva normovana ak
1]l = 1.




Ortogonalny systém

Ortogonalny systém funkcii

Ortogonalny a ortonormalny systém funkcii

Definicia (Ortogonalny systém funkcii)

Nech {¢n} je konecna alebo spocitatelna postupnost funkcii integro-
vatelnych na intervale (a, b). Tato postupnost sa nazyva ortogonalny
systém funkcii prave vtedy, ak kazdé dve funkcie ©m,,0n,m # n si
ortogonalne a kazda funkcia ¢, ma kladna normu.
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Ortogonalny systém funkcii

Ortogonalny a ortonormalny systém funkcii

Definicia (Ortogonalny systém funkcii)

Nech {¢n} je konecna alebo spocitatelna postupnost funkcii integro-
vatelnych na intervale (a, b). Tato postupnost sa nazyva ortogonalny
systém funkcii prave vtedy, ak kazdé dve funkcie ©m,,0n,m # n si
ortogonalne a kazda funkcia ¢, ma kladna normu.

Tato postupnost funkcii sa nazyva ortonormalna, ak je ortogonalna
a kazda funkcia je normovana.




Ortogonalny systém

Ortogonalny systém funkcii

Ortogonalny a ortonormalny systém funkcii

Definicia (Ortogonalny systém funkcii)

Nech {¢n} je konecna alebo spocitatelna postupnost funkcii integro-
vatelnych na intervale (a, b). Tato postupnost sa nazyva ortogonalny
systém funkcii prave vtedy, ak kazdé dve funkcie ©m,,0n,m # n si
ortogonalne a kazda funkcia ¢, ma kladna normu.

Tato postupnost funkcii sa nazyva ortonormalna, ak je ortogonalna
a kazda funkcia je normovana.

Postupnost {¢,} je ortogonalna, prave vtedy ak

0 pre m#n
1 pre m=n

(omon) = {



Ortogonalny systém

Trigonometricky systém

Ortogonalita trigonometrického systému a jeho ortonormalizacia

Overte, Ze tzv. trigonometricky systém funkcii
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . COS nx, sin nx, . . .

je ortogonalny na ubovolnom intervale dlzky 2.

Uloha 2

Ku trigonometrickému systému funkcii

| \

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . COS nx, sin nx, . . .

zostrojte systém, ktory bude ortonormalny.




Fourierov rad

Fourierov rad

Fourierov rad vseobecne

Nech {¢n} je ortogonalna postupnost funkcii na intervale (a, b},
{cn} postupnost realnych Cisiel. Nech rad

Z Cn@n(X)

na intervale (a, b) rovnomerne konverguje k funkcii f. Potom pre

hodnoty ¢, plati
_ (f,g@n) _ (f790n)

- (‘Pm‘Pn) B HSOnHZ'

(1)

n




Fourierov rad

Fourierov rad

Fourierov rad vseobecne

Definicia (Fourierov rad)

Nech {¢n} je ortogonalna postupnost funkcii na intervale (a, b),
f funkcia integrovatelna na intervale (a,b). Cisla ¢, dané vzta-
hom (1) nazyvame Fourierove koeficienty funkcie f vzhladom na
ortogonalny systém {¢,} a rad

e
E Cn%n,
n=1

kde ¢, st Fourierove koeficienty nazyvame Fourierov rad funkcie f
vzhladom na ortogonalny systém {¢,}.




Fourierov rad

Fourierov rad

Fourierov rad vzhladom k trigonometrickému systému

Ortonormalny trigonometricky systém

V dalsom nas budi zaujimat len Fourierove rady vzhladom na
ortonormalnu postupnot (pozname z alohy 2)

1 1

o e Cos 2X, sin 2x, .

\F smx \F \F (2)
\/»COS nx, \/—Sln nx,

COs X




Fourierov rad

Fourierov rad

Fourierov rad vzhladom k trigonometrickému systému

Fourierov rad funkcie
Fourierov rad lubovolnej funkcie integrovatelnej na intervale
(—m,m) ma vzhladom na systém (2) tvar

a0

o
> + Z(an cos nx + by, sin nx),

n=1

kde an,b, su Fourierove koeficienty, pre ktoré plati

X

3|3 =

I
[

f(x)cosnxdx, neNU{0}
f(x)sinnxdx, neN

—Tr

Poznamka

Vysledok zrejme plati pre [ubovolny interval (c, c + 2n) dizky 2.




Fourierov rad
Priklady

Rozvinte do Fourierovho radu funkcie:
f(x) = x na intervale (—m, ),
x) = x? na intervale (—m,7),

) =

f(x) =

f(x) = e* na intervale (0, 27),
F(x) = { 1 xe(0,7)

2

-1 xe (—m,

Qf(x){ 1 xe (-5
(



Fourierov rad

Fourierov rad

Fourierov rad parnej a neparnej funkcie

Nech f je funkcia integrovatelna na intervale (—m, 7). Ak je tato
funkcia parna, tak jej Fourierov rad ma tvar

o

ao

5 = E an COos nx,
n=1

kde a, = 2 [ f(x) cos nx dx.

G

Ak je tato funkcia neparna, tak jej Fourierov rad ma tvar

Z by, sin nx,
n=1
kde b, = %f

o f(x)sinnxdx.




Fourierov rad
Priklady

Na intervale (—m, ) rozvinte do Fourierovho radu funkcie:
@ f(x) = |X|
Qf



Fourierov rad

Parne a neparne rozsirenie
Sinusovy a kosinusovy rad

Definicia (Parne a neparne rozsirenie funkcie)

Nech f je funkcia integrovatelna na (0,7) [(0,7)]. Ak pre x €
(—m,0) kladieme f(x) = f(—x)[f(x) = —f(—x),f(0) = 0], tak
povieme, ze sme zostrojili parne (neparne) rozsirenie funkcie f na
interval (—m, ).




Fourierov rad

Parne a neparne rozsirenie
Sinusovy a kosinusovy rad

Definicia (Parne a neparne rozsirenie funkcie)

Nech f je funkcia integrovatelna na (0,7) [(0,7)]. Ak pre x €
(—m,0) kladieme f(x) = f(—x)[f(x) = —f(—x),f(0) = 0], tak
povieme, ze sme zostrojili parne (neparne) rozsirenie funkcie f na
interval (—m, ).

Definicia (Kosinusovy a sinusovy rad funkcie)

Fourierov rad parneho (neparneho) rozsirenia funkcie f nazyvame
kosinusovym (sinusovym) radom funkcie f na intervale (0, 7).




Fourierov rad
Priklady

Nasledujtce funkcie rozviite na intervale (0, 7) do sinusového a
kosinusového radu

Q f(x) = x,
Qo f(X):X2,
Q f(x)=sin3,
Q f(x) =cos3
-1 xe3)
0 f(x) = 1 xe <§,%’)7r)



Fourierov rad

Fourierov rad
Rozvoj funkcie s periédou p # 27

Transformacia periodickej funkcie na funkciu s periédou 27

Nech f je periodicka funkcia s periédou p = 2h, integrovatelna na
intervale (—h, h). Potom funkcia g(t) = f(2x) je periodicka s
periédou 27.

Funkciu g je mozné znamym spésobom rozvinat do Fourierovho
radu na intervale (—m, 7). Spatnou transformaciou x = 7t ziskame
Fourierov rad funkcie f na intervale (—h, h).



Fourierov rad

Fourierov rad

Rozvoj funkcie s periédou p # 27

Fourierov rad funkcie s periédou p # 27

Fourierov rad funkcie f na intervale (—h, h) ma tvar

o0
-+ Z(an cos n%x + by sin n%x),

f(x)cos i xdx, neNU{0}
f(x)sin fxdx, neN

Poznamka

Vysledok zrejme plati pre lubovolny interval {c, c + 2h) dlzky 2h.




Fourierov rad
Priklady

Urcte Fourierov rozvoj funkcie
@ f(x) = x na intervale (—1,1),
@ f(x) = x na intervale (0, 2),

- 1 x€/(0,2)
9“”{—1xeeLm

Rozvinte nasledujtce funkcie do sinusového a kosinusového radu:
@ f(x) = x na intervale (0, 2),
@ f(x) = x na intervale (0, 1),

_ 1 xe(0,1)
e“”_{—lxe@m
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