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Postupnosti funkeii

Postupnost funkcii

Bodova konvergencia a obor konvergencie

Definicia (Bodova konvergencia)

Nech f,(x) je postupnost funkcii. Hovorime, ze postupnost f,(x)
bodovo konverguje na mnozine M C () D(f,) k funkcii f(x) ak:




Postupnosti funkeii

Postupnost funkcii

Bodova konvergencia a obor konvergencie

Definicia (Bodova konvergencia)

Nech f,(x) je postupnost funkcii. Hovorime, ze postupnost f,(x)
bodovo konverguje na mnozine M C () D(f,) k funkcii f(x) ak:

Vx € M a Ve > 0, existuje ng € N také, ze Vn > ng plati
[fa(x) — F(X)| < e.




Postupnosti funkeii

Postupnost funkcii

Bodova konvergencia a obor konvergencie

Definicia (Bodova konvergencia)

Nech f,(x) je postupnost funkcii. Hovorime, ze postupnost f,(x)
bodovo konverguje na mnozine M C () D(f,) k funkcii f(x) ak:

Vx € M a Ve > 0, existuje ng € N také, ze Vn > ng plati
[fa(x) — F(X)| < e.

Piseme lim f,(x) = f(x) pre x € M alebo f, — f na M.




Postupnosti funkeii

Postupnost funkcii

Bodova konvergencia a obor konvergencie

Definicia (Bodova konvergencia)

Nech f,(x) je postupnost funkcii. Hovorime, ze postupnost f,(x)
bodovo konverguje na mnozine M C () D(f,) k funkcii f(x) ak:

Vx € M a Ve > 0, existuje ng € N také, ze Vn > ng plati
[fa(x) — F(X)| < e.

Piseme lim f,(x) = f(x) pre x € M alebo f, — f na M.

Definicia (Obor konvergencie)

Ak M je mnozina vietkych hodnét z () D(f,), pre ktoré postupnost
fa(x) konverguje, tak ju nazyvame obor konvergencie.




Postupnosti funkeii

Priklady

@ Urcte obor konvergencie postupnosti {x"}. Zobrazte niekolko
¢lenov a odhadnite limitna funkciu.

@ Nech f,(x) = (1 — x?)". Uréte obor konvergencie, zobrazte
niekolko ¢lenov a odhadnite limitnd funkciu.

@ Nech f,(x) = =1 5. Urcte obor konvergencie, zobrazte

niekol'ko ¢lenov a odhadnite limitna funkciu.

@ Nech f,(x) = 2 arctg(nx). Uréte obor konvergencie, zobrazte
niekolko ¢lenov a odhadnite limitna funkciu.

© Nech fo(x) = (1+ %)n Urcte obor konvergencie, zobrazte
niekolko ¢lenov a odhadnite limitnd funkciu.



Postupnosti funkeii

Postupnost funkcii

Rovnomerna konvergencia postupnosti funkcii

Definicia (Rovnomerna konvergencia)

Nech f,(x) je postupnost funkcii. Hovorime, ze postupnost f,(x)
konverguje na mnozine M C (1 D(f,) rovnomerne k funkcii f(x) ak:




Postupnosti funkeii

Postupnost funkcii

Rovnomerna konvergencia postupnosti funkcii

Definicia (Rovnomerna konvergencia)

Nech f,(x) je postupnost funkcii. Hovorime, ze postupnost f,(x)
konverguje na mnozine M C (1 D(f,) rovnomerne k funkcii f(x) ak:
Ve > 0, existuje ng € N také, ze Vn > ng a Vx € M plati

|fa(x) — f(x)| < e.




Postupnosti funkeii

Postupnost funkcii

Rovnomerna konvergencia postupnosti funkcii

Definicia (Rovnomerna konvergencia)

Nech f,(x) je postupnost funkcii. Hovorime, ze postupnost f,(x)
konverguje na mnozine M C (1 D(f,) rovnomerne k funkcii f(x) ak:
Ve > 0, existuje ng € N také, ze Vn > ng a Vx € M plati

|fa(x) — f(x)| < e.

Piseme f, = f na M.




Postupnosti funkeii

Postupnost funkcii

Rovnomerna konvergencia postupnosti funkcii

Definicia (Rovnomerna konvergencia)

Nech f,(x) je postupnost funkcii. Hovorime, ze postupnost f,(x)
konverguje na mnozine M C () D(f,) rovnomerne k funkcii f(x) ak:
Ve > 0, existuje ng € N také, ze Vn > ng a Vx € M plati

|fa(x) — f(x)| < e.

Piseme f, = f na M.

V ¢om je rozdiel bodova < rovnomerna konvergencia

Bodova: Vx € M a Ve > 0, existuje ng € N = n = n(x,¢), teda pre
kazdé x iné ng.

Rovnomerna:Ve > 0, existuje ng € N = n = n(e) a plati Vx € M.
Teda jednotné ng spoloéné pre vietky x.



Postupnosti funkeii

Priklady

@ Ukazte, ze postupnost {x"} konverguje bodovo, ale nie
rovnomerne.

@ Nech (x) = 1+1nx,x > 0. Potom lim f,(x) = 0 Ukazte, ze

tato konvergencia je rovnomerna na (a, co) pre kazdé a > 0,
ale nie na (0, 00).

© Nech f,(x) = x + Lsinx,x € (—o0, 0). Ukézte, ze f, = x.

Q@ Nech f,(x) = 1fr’7’§X2. Rozhodnite o konvergencii na

intervaloch (0,1) a (1,2).




Rady funkecii

Stéet nekonec¢ného funk&ného radu

Definicia (Bodova konvergencia funkéného radu)

Nech f,(x) je postupnost funkcii, M C (D(f,). Pre n € N
polozme s,(x) = -7, fi(x). Hovorime, ze rad »"7° ; f,(x) bodovo
konverguje na mnozine M a ma sicet s(x) ak na mnozine M plati
sn(x) = s(x).




Rady funkecii

Stéet nekonec¢ného funk&ného radu

Definicia (Bodova konvergencia funkéného radu)

Nech f,(x) je postupnost funkcii, M C (D(f,). Pre n € N
polozme s,(x) = -7, fi(x). Hovorime, ze rad »"7° ; f,(x) bodovo
konverguje na mnozine M a ma sicet s(x) ak na mnozine M plati
sn(x) = s(x).

Oborom konvergencie nazyvame mnozinu M C D = (| D(f,),
M= {xe D,> f,(x) konverguje}.




Rady funkecii

Sacet nekoneéného funkéného radu

Definicia (Bodova konvergencia funkéného radu)

Nech f,(x) je postupnost funkcii, M C (D(f,). Pre n € N
polozme sp(x) = Y I, fi(x). Hovorime, ze rad Y72 ; fn(x) bodovo
konverguje na mnozine M a méa stcet s(x) ak na mnozine M plati
sn(x) = s(x).

Oborom konvergencie nazyvame mnozinu M C D = (| D(f,),
M= {xe D,> f,(x) konverguje}.

Definicia (Rovnomerna konvergencia funkéného radu)

Hovorime, Ze rad ) f,(x) konverguje rovnomerne ku svojmu stctu,
ak pre postupnost Ciastocnych stctov plati s,(x) = s(x).




Rady funkecii

Priklady

o
@ Najdite obor konvergencie funkéného radu Z In" x.

n=1

o
@ Vysetrite obor konvergencie funkéného radu Zx".
n=1
X

o0
© Vysetrite obor konvergencie funkéného radu Zx" tg >

n=1
oo Xn
@ Urcte obor konvergencie funkéného radu Z —.
n
n=1

oo
© Urcte obor konvergencie funkéného radu Z

n=1

(x+1)"
n-2n



Rady funkecii
Priklady

Urcte obor konvergencie funkéného radu:

X
o
nz_; n(n+1)
) Ze—nzx.
n=1
. n 1
° §n+1(3x2+4x+2)
o 32n
o Z o x"(1—x)"

2 (-1D)" [1-x\"
eZQn—l(l—Fx)'



Rady funkecii
Priklady

Urcte obor konvergencie funkéného radu:

o S0




Rady funkecii

Kritéria rovnomernej konvergencie

Weirstrassovo kritérium

Weirstrassovo kritérium

Nech f,(x) je postupnost funkcii, M C (| D(f,). Nech pre kazdé
n € N a kazdé x € M plati |f,(x)| < a,. Ak Ciselny rad "7 ; a,
konverguje, tak funkény rad > f,(x) konverguje absolatne a
rovnomerne na M.




Rady funkecii

Kritéria rovnomernej konvergencie

Weirstrassovo kritérium

Weirstrassovo kritérium

Nech f,(x) je postupnost funkcii, M C (| D(f,). Nech pre kazdé
n € N a kazdé x € M plati |f,(x)| < an. Ak Ciselny rad >~ 7 ; a,
konverguje, tak funkény rad ) f,(x) konverguje absolatne a
rovnomerne na M.

Poznamka

Nekoneény funkény rad Yo7, f,(x) konverguje absolatne na M, ak
na M konverguje funkény rad > 7° , |fn(x)].




Rady funkecii

Priklady

Vysetrite konvergenciu radov

o0
(1) Zq” -sin nx, kde |q] < 1.

n=1

Q E an,-sinnx a g a, - Cos nx.

(s . (Tzv. Riemannova dzéta funkcia ((x)).

LR

©
ANE
s -

3
Il
—

(x” + x~") na intervale (3,2).



Rady funkecii

Priklady

Vysetrite konvergenciu radov
o0 Xn
(1) 22,72 na intervale (—1,1).
n—=

o3 VI

, na intervale (—1,1).

2n
n=1
o0 e7X2n2
o Z 5—, pre x € R.
n=1 n
- 1
o Z , na intervale (0, c0).

(x+n)(x+n+1)

n=1

o .
sin nx
(5] E ————, pre x € R.
b 1
. vn + X



Rady funkecii

Kritéria rovnomernej konvergencie

Dirichletovo kritérium

Dirichletovo kritérium

Nech f,(x) a gn(x) st postupnosti funkcii, M C (| D(f,) N[ D(gn)-
Nech postupnost Ciastoénych sactov radu _ f,(x) je rovnomerne
ohraniend na M a postupnost g,(x) je monoténna a g, = 0 na
M. Potom rad >_ gn(x)fn(x) konverguje rovnomerne na M.

Poznamka

Postupnost funkcii f,(x) nazyvame, ze je:

rovnomerne ohranicena na M, ak 3k € Rt také, ze Vn € N a
Vx € M plati |f(x)] < k,

nerastica (neklesajica) na M, ak Ciselna postupnost {f,(x)} je
nerastica (neklesajaca) Vx € M.




Rady funkecii

Kritéria rovnomernej konvergencie

Dirichletovo kritérium

Dirichletovo kritérium

Nech f,(x) a gn(x) st postupnosti funkcii, M C (| D(f,) N[ D(gn)-
Nech postupnost Ciastoénych stctov radu > f,(x) je rovnomerne
ohrani¢ena na M a postupnost g,(x) je monoténna a g, = 0 na
M. Potom rad > g,(x)fn(x) konverguje rovhomerne na M.

Désledok

Nech f,(x) je postupnost funkcii a postupnost jej Ciastocnych
stctov je rovnomerne ohranicena na M. Nech {a,} je monoténna
Ciselna postupnost, taka, ze lim a, = 0. Potom rad ) a,fp(x)
konverguje na M rovnomerne.




Rady funkecii

Priklady

@ Ukazte, ze rad

0 ] .
Z SIin nx
n

n=1
konverguje rovnomerne na (4,27 — §), kde 0 < § < .
@ Rozhodnite o rovnomernej konvergencii radu
> sin x sin nx

ak x € (0, 00).



Rady funkecii

Vlastnosti rovnomerne konvergentnych postupnosti a radov

Zachovanie spojitosti

Nech f,(x) je postupnost funkcii a nech f,(x) = f(x)

(> fa(x) =2 s(x)) na intervale J, xp € J. Ak vsetky f,(x) st vsetky
spojité v bode xg resp. na intervale J, tak aj funkcia f(x), (s(x)) je
spojita v bode xq resp. na intervale J.

Priklady:
Postupnosti

Q f(x) =x"x€(0,1).
Q fi(x)= %arctg(nx), x e R.

Funkcie f,(x) st spojité, ale ich limita spojita nie je.



Rady funkecii

Vlastnosti rovnomerne konvergentnych postupnosti a radov

Limitny prechod za integraénym znakom

Nech f,(x) je postupnost funkcii a nech f,(x) = f(x)

(3> fa(x) =2 s(x)) na intervale (a, b), xo € J a nech funkcie f,(x)
sG integrovatelné na (a, b). Potom je aj funkcia f(x) (s(x))
integrovatelna na intervale (a, b) a plati

/ab o)l = /ab lim £,(x) dx = lim /ab o)

resp.

/abs(x)dx = /abz fo(x)dx = Z/ab o (x) dx.




Rady funkecii

Vlastnosti rovnomerne konvergentnych postupnosti a radov

Limitny prechod za integraénym znakom

Nech f,(x) je postupnost funkcii a nech f,(x) = f(x)

(3> fa(x) =2 s(x)) na intervale (a, b), xo € J a nech funkcie f,(x)
sG integrovatelné na (a, b). Potom je aj funkcia f(x) (s(x))
integrovatelna na intervale (a, b) a plati

/ab o)l = /ab lim £,(x) dx = lim /ab o)

resp.

/abs(x)dx = /abz fo(x)dx = Z/ab o (x) dx.

Vyznam

Rovnomerne konvergentt postupnost resp. rad je mozné integrovat
¢len po Elene.




Rady funkecii
Priklady

@ Je dana postupnost funkcif f,(x) = 2nxe~™ na intervale
<O 1). Urcte limp_00 fo(X), limp—oo fol fa(x) dx a
fo (limp— 00 fa(x)) dx. Vysledky porovnajte.

@ Urcte sucet radu 3 -

n2n-

(Navod: Uvazte, ze [ x"1dx =X + C.)
© Vypoditajte urcity integral fo s(x) dx, kde funkcia

() =142 b cosx et o +
= — COS X COS z2X — COS nx HRILIN
3 32 T3



Rady funkecii

Vlastnosti rovnomerne konvergentnych postupnosti a radov

Derivovanie ¢len po €lene

Nech f,(x) je postupnost funkcii, ktoré maji na otvorenom
intervale J derivacie f/(x). Nech postupnost f,(x) (rad

> fa(x) = s(x)) konverguje na intervale J, a nech na J
rovnomerne konverguje postupnost f,(x) (rad > f/(x)). Potom
funkcia f(x) = lim f,(x) (s(x)) ma na intervale J derivaciu a plati

f'(x) = (lim fo(x))" = lim f}(x),

resp.

S0 = (X)) = D fal0):




Rady funkecii

Vlastnosti rovnomerne konvergentnych postupnosti a radov

Derivovanie ¢len po €lene

Nech f,(x) je postupnost funkcii, ktoré maji na otvorenom

intervale J derivacie f/(x). Nech postupnost f,(x) (rad

> fa(x) = s(x)) konverguje na intervale J, a nech na J

rovnomerne konverguje postupnost f,(x) (rad > f/(x)). Potom

funkcia f(x) = lim f,(x) (s(x)) ma na intervale J derivaciu a plati
f'(x) = (lim fo(x))" = lim f}(x),

n

resp.

S0 = (X)) = D fal0):

Vyznam

Rovnomerne konvergenti postupnost resp. rad je mozné derivovat
¢len po ¢lene.




Rady funkecii

Priklady

© Urcte stcet radu ) z5.
(Navod: Uvazte, ze (x") = nx"1))
@ Ukazte, ze funkcia

je diferencovatelna na (—oo, 00).

© Najdite obor konvergencie a stcet radu > n?x".



Mocninové rady

Mocninovy (poten¢ny) rad

Definicia (Mocninovy rad)

Nech {a,} je postupnost, xp € R. Mocninovym (potenénym) radom
so stredom xg a koeficientmi a, nazyvame funkény rad v tvare

oo
ao+al(x—x0)+ag(x—xo)2—|—- ctan(x—x0) "+ = Z an(x—x0)".

Poznamka

3
Il
=}

Specialne, pre xp = 0 mame rad 3" a,x". Pretoze jednoduchou
substitaciou x — xp = z je mozné mocninovy rad s [ubovolnym
stredom previest na mocninovy rad so stredom v zaciatku, budeme
sa dalej zaoberat iba radmi tvaru > a,x".




Mocninové rady

Obor konvergencie mocninového radu

Nech >~ a,x" je mocninovy rad a nech

a = limsup v/|an|.

Ak je a =0, rad konverguje pre kazdé x € R (hovorime, ze rad
vzdy konverguje).

Ak je a = oo, rad diverguje pre kazdé x € R, x # 0 (hovorime, ze
rad vzdy diverguje).

Ak je 0 < a < oo, rad absolatne konverguje pre |x| < % a diverguje
pre [x| > L.

Cislo r = 5 nazyvame polomer konvergencie a interval (—r, r)
konvergencny interval.




Mocninové rady
Priklady

Urcte polomer konvergencie radu

0 X (1+1)7x
92(,,_;(7;5",
o Y(- )[%;'1))} X" kde p € R,




Mocninové rady

Priklady

Urcte polomer konvergencie a obor konvergencie radu
o Zﬁl n
e Z 3n h3n—11
1 n
@ X (-1)",
"nl
0 X g
4n 3
o Z 4n 3!
e Z 2\/57
Q anx".




Mocninové rady

Vlastnosti mocninovych radov

Nech mocninovy rad ) a,x” ma polomer konvergencie r > 0.
Potom tento rad konverguje rovhomerne na kazdom uzavretom
podintervale (—p, p) intervalu (—r, r).

Dosledky

Pre mocninovy rad s polomerom konvergencie r > 0 plati:
@ [P ax"dx =3 [P a.x"dx,kde (a,b) C (~r,r).
9 (O anx") = (anx") = napx"L.




Mocninové rady

Priklady

© Vyjadrite funkciu In(1 + x) ako mocninovy rad a s jeho
pomocou vyjadrite siget Leibnitzovho radu > (—1)""11

- . Lo 4n—3
@ Urcte polomer konvergencie a sacet radu )2, 53—

© Urcte polomer konvergencie a sacet radu > 2, n(n + 2)x".



Mocninové rady

Priklady

Urcte polomer konvergencie a sucet radu

o0
(1) Z n(n+1)x"
w1

n+1
0 S

ezn2n1’



Postupnosti funkcii Rady funkcii Mocninové rady

Taylorov rad

Definicia (Taylorov rad)

Nech f(x) je funkcia, ktora ma v bode xo € R derivacie vsetkych
radov. Pod Taylorovym radom tejto funkcie v bode xg rozumieme
mocninovy rad

f'(x0)
1!

f(”)(XO)
n!

f"(Xo)

> (x—x0)"+ - ,

(x—x0)*+ -+

f(xo0)+ (x—x0)+

tj. rad




Mocninové rady

Taylorov rad

Konvergencia Taylorovho radu

Definicia (Taylorov zvysok)

Taylorovym zvyskom nazyvame funkciu R,(x), pre ktort plati

(x — x0)"*!

Rox) = =i

FT(E) kde €€ J,€ # x, %0,

Veta

Nech funkcia f ma v bode xp € R derivacie vsetkych radov.

Taylorov rad funkcie f v bode xp konverguje na nejakom intervale J

obsahujiicom bod xg k funkcii f:

a) Prave vtedy ak pre postupnost Taylorovych zvyskov plati
limR,=0na J.

b) Postupnost derivacii (") je rovnomerne ohranicena na J.




Mocninové rady
Priklady

Najdite Maclaurinov rad elementarnych funkcii:

n

Qe =375 xek

@ sinx = Y72 (~1)" ;jjll x €R.

Q cosx =) °4(— ) n, x € R.

0'”(1+X) Z ((FD)MEE x e (-11),

Q (1+x) o (X", xe ( ,1) kde a € R a ¢islo

je binomicky koeficient.

(a) _ a(a=1)(a=2)...(a=n+1)

n!



Mocninové rady
Priklady

Rozvinte do Maclaurinovho radu a urcte obor konvergencie:

f(x) =

f(x) = arctgx
(X) <1+x>
f(x) =

Rozvinte doTaonrovho radu funkcie:
Q f(x)= % v bode xg = —2.
© f(x) =sin*T v bode xp = 2.

—x2



Mocninové rady

Priklady

@ Urcte hodnoty:
a) sin18° s chybou men3ou nez 10~%.
b) +/250 s chybou mensou nez 10~3.
@ Kolko €lenov rozvoja nasledujicich funkcii je treba vypocéitat,
aby sme urili In2 s chybou mensou nez 10~
a) In(x +1).
b) In (%)
© Urcte sicet mocninovych radov:

a) Z;’io (2n+1)x2”.

n!

b) ZOO (n2+1)Xn.

n=0 2nn!




Mocninové rady

Priklady

S pouzitim Tayrovho radu
© Urcte hodnoty:
a) siedmej derivécie f : y = 175 v bode 0,
b) piatej derivacie f : y = X2\4/m v bode 0,
c) desiatej derivacie f : y = x% - & v bode 0.
@ Vypoditajte limity:
a) limy oo (X —x2In (1 + %))
b) limy_0 72(%)(73: X)ixs.
© Vypoditajte integraly
a) [ Sinx dx,
b) [ et dx,
o) farctgx
d) Vit dt.
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