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Pojmy
Postupnost a nekonec¢ny rad

Definicia (Postupnost)

Pod postupnostou rozumieme realnu funkciu definovant na mnozine
prirodzenych &isel.
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Pojmy
Postupnost a nekonec¢ny rad

Definicia (Postupnost)

Pod postupnostou rozumieme realnu funkciu definovant na mnozine
prirodzenych cisel.

Definicia (Nekoneény rad)

Nech {a,} je postupnost. Pod nekoneénym (Ciselnym) radom roz-
umieme sucet

ata+--+ap+ Zan
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Pojmy
Postupnost a nekonecny rad

Definicia (Postupnost)

Pod postupnostou rozumieme realnu funkciu definovant na mnozine
prirodzenych Cisel.

Definicia (Nekoneény rad)

Nech {a,} je postupnost. Pod nekoneénym (Ciselnym) radom roz-
umieme sucet

ata+--+ap+ Zan

V ¢om je rozdiel Rad < Postupnost

Nekoneény ciselny rad predstavuje sicet prvkov postupnostil
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Pojmy

Stcet nekonec¢ného ciselného radu

Definicia (Postupnost Ciastocnych sactov)

Nech {a,} je postupnost. Pre lubovolné n € N polozme
Sp,=ay1+ax+:---+ ap.

Postupnost {s,} nazyvame postupnost ciastocnych stctov nekonec-
ného radu > 2, ap.
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Pojmy

Stcet nekonec¢ného ciselného radu

Definicia (Postupnost Ciastocnych stctov)

Nech {a,} je postupnost. Pre lubovolné n € N polozme
Sp=ay+a+:--+ap.

Postupnost {s,} nazyvame postupnost ciastocnych stctov nekonec-
ného radu > 2, ap.

Definicia (Konvergencia nekonecného radu)

Nech Y72, a, je nekoneény rad a {s,} postupnost jeho Ciastoénych
slctov.

Ak existuje vlastna limita lims, = s, tak hovorime, ze rad 7", a,
konverguje a Cislo s nazyvame jeho stctom.

Ak neexistuje vlastna limita lim s, = s, hovorime, Ze rad diverguje.
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Pojmy

Divergentné nekonec¢né rady

V pripade, ze nekone¢ny rad diverguje, mézeme rozlisit tri pripady:
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Pojmy

Divergentné nekonec¢né rady

V pripade, ze nekone¢ny rad diverguje, mézeme rozlisit tri pripady:

@ ak lims, = o0
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Pojmy

Divergentné nekonec¢né rady

V pripade, ze nekone¢ny rad diverguje, mézeme rozlisit tri pripady:

@ ak lims, = o0

@ ak lims, = -0
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Pojmy

Divergentné nekonec¢né rady

V pripade, ze nekone¢ny rad diverguje, mézeme rozlisit tri pripady:

@ ak lims, = o0

@ ak lims, = -0

@ ak lim s, neexistuje
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Pojmy

Divergentné nekonec¢né rady

V pripade, ze nekone¢ny rad diverguje, mézeme rozlisit tri pripady:

@ ak lims, = oo hovorime, ze rad urcite diverguje k +o0,

@ ak lims, = —©

@ ak lim s, neexistuje
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Pojmy

Divergentné nekonec¢né rady

V pripade, ze nekone¢ny rad diverguje, mézeme rozlisit tri pripady:

@ ak lims, = oo hovorime, ze rad urcite diverguje k +o0,

@ ak lims, = —oo hovorime, Ze rad urcite diverguje k —oo,

@ ak lim s, neexistuje
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Pojmy

Divergentné nekonec¢né rady

V pripade, ze nekone¢ny rad diverguje, mézeme rozlisit tri pripady:

@ ak lims, = oo hovorime, ze rad urcite diverguje k +o0,

@ ak lims, = —oo hovorime, Ze rad urcite diverguje k —oo,

@ ak lim s, neexistuje hovorime, ze rad osciluje.
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Pojmy
Priklady
Urcte sucet nekonecnych radov
1
Q@ > oD
1 1 1 _ 1
@ stz trnt = Xt GG
> s
Q > .(vWn+2-2y/n+1++/n)
(5 ) arctg%+arctg%+---+arctgﬁ+---
@ Vyjadrite ¢&islo 0,215 v tvare zlomku v zakladnom tvare.

@ Nech plati a # 0, g # 0. Vysetrite konvergenciu a uréte sucet
nekonecného geometrického radu

oo
a+aq+---+aq”*1+~-:Zaq”*l.
n=1
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Pojmy
Podmienky konvergencie

Nutnd podmienka konvergencie

Nech rad Y7 ; a, konverguje. Potom plati lim a, = 0.
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Pojmy
Podmienky konvergencie

Nutnd podmienka konvergencie

Nech rad Y7 ; a, konverguje. Potom plati lim a, = 0.

Cauchy—Bolzanovo kritérium

Nekonecny rad »"°°; a, konverguje prave vtedy, ak pre kazdé ¢ > 0
existuje ng € N také, ze pre kazdé n € N, n > ng a pre vietky
m € N plati

|a,,+1 +apny2 +-- -+ an+m| < E.
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Pojmy

Operacie s radmi

Sicéet a nasobok radov
Nech >~ a, a > b, st konvergentné rady so suctami  _ a, = s,
> b, =t a nech k € R. Potom konverguju aj rady > (an + bn) a
> kap a plati

Z(an+bn):s+t

Zka,,:k-s
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Pojmy
Operacie s radmi

Neplatnost beznych pravidiel

Pre nekonecné rady neplati asociativny ani komutativny zakon!
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Pojmy
Operacie s radmi

Neplatnost beznych pravidiel

Pre nekonecné rady neplati asociativny ani komutativny zakon!

Grandiho rad (Priklad neplatnosti asociativity)

Uvazujme rad 14 (—=1) + 1+ (=1)+--- = > 72 ,(—1)". Tento rad
diverguje, lebo s = s3=---=1lasy;=s4=--- =0, teda lims,
neexistuje.

Avsak rad 1+ [(—1) + 1]+ [(—1) + 1] + - - - konverguje, s, = 1 pre
kazdé ne Nas=Ilims, = 1.

Podobne rad [1 + (—1)] +[1 + (—1)] + - - - konverguje, s, = 0 pre
kazdée n€ Nas=Ilims, =0.
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Priklady

o

2]

Harmonicky rad Ukazte, ze pre rad 3.°°; 1 je splnena nutna
podmienka konvergencie avsak rad diverguje.

™~ . - s An__2n+l
Dokazte konvergenciu a urcte sacet radu y o ; %

Rieste rovnice
)IongrIongrlongrlongr =2,

tg 2x

b) 1 —tgx+tg?x —tg3x+- = Thgon-

Rozhodnite o konvergencii radov

a) > Inn,

b) Ynt1 srctgn

<) Yol T

Do stvorca so stranou dlzky 2 je vpisany stvorec, ktorého
vrcholy lezia v strede stran pévodného Stvorca. Do tohto
Stvorca je rovnakym spdsobom vpisany dalsi stvorec atd.
Vypocitajte sucet plosnych obsahov a obvodov vsetkych
Stvorcov.
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Nezaporné ¢leny
Rad s nezapornymi ¢lenmi

Definicia (Rad s nezapornymi ¢lenmi)

Nekoneény rad > a, nazyvame rad s nezapornymi (kladnymi) clenmi
ak plati a, > 0 (a, > 0) pre kazdé n € N.

Veta o konvegencii

Kazdy rad s nezapornymi élenmi bud konverguje alebo urcite
diverguje k +o0o. Konverguje vtedy a len vtedy, ak je postupnost
jeho €iastocnych suctov zhora ohranicena.
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Nezaporné ¢leny

Kritéria konvergencie

Porovnavacie kritéria

Prvé porovnavacie kritérium

Nech 3" a, a > b, st rady s nezapornymi ¢clenmi a nech pre kazdé
n € N plati a, < b,,. Potom plati:

© Ak konverguje rad > b, tak konverguje aj rad > a,.
@ Ak diverguje rad ) a,, tak diverguje aj rad ) bp,.

Priklady:

© Vysetrite konvergenciu radu 3~ -1

W.
@ V zavislosti od hodnoty k € R rozhodnite o konvergecii radu

>
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Nezaporné ¢leny

Kritéria konvergencie

Porovnavacie kritéria

Druhé porovnavacie kritérium
Nech > a, a > b, st rady s kladnymi clenmi a nech pre kazdé
n € N plati 222 < b"“ . Potom plati:

© Ak konverguje rad > by, tak konverguje aj rad > a,.

@ Ak diverguje rad ) a,, tak diverguje aj rad ) bp,.

Limitné porovnavacie kritérium

|
N
N

Nech > a, a > b, st rady s nezapornymi ¢clenmi a nech existuje
limita lim Z—Z = g € R Potom plati:
@ Ak je g < oo arad Y b, konverguje, tak konverguje aj rad
> an.
@ Ak je g > 0arad > b, diverguje, tak diverguje aj rad > a,.
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Nezaporné ¢leny

Kritéria konvergencie

Porovnavacie kritéria

Priklady:

@ Rozhodnite o konvergencii radu ) sin T
@ Nech k € N,g € R, g > 1. Dokazte, ze rad ) g—: konverguje.
© Rozhodnite o konvergencii radu > In (1 + %)
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Nezaporné ¢leny

Kritéria konvergencie
Odmocninové kritéria

Odmocninové (Cauchyho) kritérium

Nech > aj, je rad s nezapornymi clenmi.

© Ak pre kazdé n € N plati y/a, < g <1, takrad ) a,
konverguje.

@ Ak pre nekonecne mnoho indexov n € N plati y/a, > 1, tak
rad > a, diverguje.

Limitné odmocninové kritérium

Nech > a, je rad s nezapornymi clenmi a nech existuje limita
lim ¢/a, = g € R Potom plati:

Q@ Ak je g <1 tak rad >_ a, konverguje.

@ Ak je g > 1 tak rad >_ a, diverguje.
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Nezaporné ¢leny

Kritéria konvergencie
Podielové kritéria

Podielové (D'Alambertovo) kritérium
Nech > aj, je rad s kladnymi clenmi.

© Ak pre kazdé n € N plati a';—:l <g<1, takrad ) a,
konverguje.

O Ak pre kazdé n € N plati 222 > 1, tak rad 3 a, diverguje.

Limitné podielové kritérium

Nech > a, je rad s kladnymi clenmi a nech existuje limita
lim 922 = g € R Potom plati:

Q Ak je g <1 tak rad >_ a, konverguje.

@ Ak je g > 1 tak rad > a, diverguje.
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Nezaporné ¢leny
Priklady

Rozhodnite o konvergencii nekonecnych radov
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Nezaporné ¢leny

Kritéria konvergencie
Raabeho kritéria

Raabeho kritérium

Nech > aj, je rad s kladnymi clenmi.
@ Ak pre skoro vietky n € N plati n (1 — a’;—:l) > q > 1, tak rad
> an konverguje.
@ Ak pre skoro vsetky n € N plati n (1 — a’;—:l) < 1, tak rad
> an diverguje.

Limitné Raabeho kritérium

Nech > a, je rad s kladnymi ¢lenmi a nech existuje limita

lim n (1 — ag—:l) = q € R Potom plati:
@ Ak je g > 1 tak rad >_ a, konverguje.
@ Ak je g < 1 tak rad > a, diverguje.
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Nezaporné ¢leny

Kritéria konvergencie
Integralne Cauchy—Maclaurinovo kritérium

Integralne Cauchy—Maclaurinovo kritérium

Nech f je funkcia, definovana na intervale < 1,00), ktora je na
tomto intervale nezaporna a nerastiica. Nech pre n € N plati
f(n) = a,. Potom rad )_ a, konverguje prave vtedy, ak konverguje

nevlastny integral
(o.0)
/ f(x) dx.
1
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Nezaporné ¢leny
Priklady

Rozhodnite o konvergencii nekonecnych radov

o
1
o 1
Z ninn
n=2

=1
(2] E prt a>0,
n=1

=1

(s ] — k>1,
n:2n|nn
oo

n!

°) GinErd @i 27
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Absolatna konvergencia
Alternujice rady

Definicia (Alternujuci rad)

Nekonecny rad > 7 a, nazyvame alternujici prave vtedy, ak pre
kazdé n € N plati
sgnan+1 = — sgn ap.
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Absolatna konvergencia
Alternujice rady

Definicia (Alternujuci rad)

Nekonecny rad > 7 a, nazyvame alternujici prave vtedy, ak pre
kazdé n € N plati
sgnan+1 = — sgn ap.

Leibnitzovo kritérium

Nech a, je nerastiica postupnost kladnych cisel. Potom alternujici
rad > 2 ,(—1)"a, konverguje prave vtedy, ak plati

lim a, =0.
n—o00
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Absolatna konvergencia
Priklady

Rozhodnite o konvergencii nekonecnych radov

o Z(—l)"%,
n=1

n=1

> 1
Qo (=1)"In{1+ =),

NOCH
(5] Z(—l)”sm 5

n=2
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Absolatna konvergencia

Absolutna konvergencia

Definicia (Absolatna konvergencia)

hovorime, ze rad > a, konverguje absolatne prave vtedy, ak konver-
guje rad > |an|. Ak konverguje rad > a, avsak rad ) |a,| diverguje,
tak hovorime, Ze rad ) a, konverguje neabsolttne.
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Absolatna konvergencia

Absolutna konvergencia

Definicia (Absolatna konvergencia)

hovorime, ze rad > a, konverguje absolatne prave vtedy, ak konver-
guje rad > |an|. Ak konverguje rad > a, avsak rad ) |a,| diverguje,
tak hovorime, Ze rad ) a, konverguje neabsolttne.

Ak konverguje rad Y |a,|, tak konverguje aj rad >_ aj.
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Absolatna konvergencia

Absolutna konvergencia

Definicia (Absolatna konvergencia)

hovorime, ze rad > a, konverguje absolatne prave vtedy, ak konver-
guje rad > |an|. Ak konverguje rad > a, avsak rad ) |a,| diverguje,
tak hovorime, Ze rad ) a, konverguje neabsolttne.

Ak konverguje rad Y |a,|, tak konverguje aj rad >_ aj.

Opak zrejme neplati. Staci zobrat do avahy alternujici rad
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Absolatna konvergencia
Kritéria konvergencie

Porovnavacie kritérium

Nech > b, je konvergentny rad s nezapornymi clenmi a ) a, rad s
[ubovolnymi €lenmi. Ak pre kazdé n € N plati |a,| < b, tak rad
> an konverguje absolatne.
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Absolatna konvergencia
Kritéria konvergencie

Porovnavacie kritérium

Nech > b, je konvergentny rad s nezapornymi clenmi a ) a, rad s
[ubovolnymi €lenmi. Ak pre kazdé n € N plati |a,| < by, tak rad
> an konverguje absolatne.

Odmocninové kritérium

Ak pre kazdé n € N plati {‘/m < g <1, tak rad >_ a, konverguje
absolatne. Ak pre nekoneéne vela n € N plati {’/m > 1, tak tento
rad diverguje.

Ak existuje lim {’/m =g € R, tak v pripade g < 1 rad Y a,
konverguje absolatne a v pripade ¢ > 1 rad > a, diverguje.
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Absolatna konvergencia
Kritéria konvergencie

Podielové kritérium
Nech > a, je rad s nenulovymi €lenmi a nech pre kazdé n € N plati
[2nia] < g < 1. Potom rad ) a,, konverguje absoltutne. Ak pre

|an|

vsetky n € N plati nerovnost % > 1, tak rad > a, diverguje.
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Absolatna konvergencia

Kritéria konvergencie

Podielové kritérium
Nech > a, je rad s nenulovymi €lenmi a nech pre kazdé n € N plati
[2nia] < g < 1. Potom rad ) a,, konverguje absoltutne. Ak pre

|an|

vsetky n € N plati nerovnost % > 1, tak rad > a, diverguje.

Limitné podielové kritérium
Nech > a, je rad s nenulovymi €lenmi. Ak existuje limita

im |22 = g, tak:

g<1 = rad ) a, konverguje absolutne,
g>1 = rad ) a, diverguje.
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Absolatna konvergencia
Priklady

Rozhodnite o absolﬂtnej konvergencii nekone¢nych radov

n+1
° Z (2n +1)3'

> 1
_1\n+1
© nZ:;( 1) In"(n+ 1)
2 e (YT
e _ n+1 n(n 1)i
© > (1T

= _1\n—1 \/m
° L e e e v
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Absolatna konvergencia
Abelovo a Dirichletovo kritérium

Abelovo kritérium

Nech {b,} je monoténna postupnost, lim b, = 0 a nech postupnost
Ciasto¢nych suctov radu ) a, je ohranicena.
Potom rad  a,b, konverguje.
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Absolatna konvergencia

Abelovo a Dirichletovo kritérium

Abelovo kritérium

Nech {b,} je monoténna postupnost, lim b, = 0 a nech postupnost
Ciasto¢nych suctov radu ) a, je ohranicena.
Potom rad  a,b, konverguje.

Dirichletovo kritérium

Nech {b,} je monoténna a ohranicena postupnost a nech rad > a,
konverguje.
Potom rad > a,b, konverguje.
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Absolatna konvergencia

Priklady

Dokazte konvergenciu nekoneénych radov:

o0 .
sin nx , -
o E pre lubovolné x € R,
n
n=1

>, ¢/nsinn
Q> “—r
n
n=1
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Absolatna konvergencia

Preusporiadanie radov
Komutativny zakon pre nekonecné rady

Nech > a, je nekonecny rad a {k,} je nejaka permutacia mnoziny N.
Potom hovorime, Ze rad ) ax, vznikol preusporiadanim radu ) aj.

Ales Kozubik Nekonecné rady



Absolatna konvergencia

Preusporiadanie radov
Komutativny zakon pre nekonecné rady

Nech > a, je nekonecny rad a {k,} je nejaka permutacia mnoziny N.
Potom hovorime, Ze rad ) ax, vznikol preusporiadanim radu ) aj.

Nech rad ) a, konverguje absolatne. Potom konverguje absolatne
aj kazdy rad ) ay,, ktory vznikol preusporiadanim radu > a, a

plati > ax, = > an.
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Absolatna konvergencia

Preusporiadanie radov
Komutativny zakon pre nekonecné rady

Nech > a, je nekonecny rad a {k,} je nejaka permutacia mnoziny N.
Potom hovorime, Ze rad ) ax, vznikol preusporiadanim radu ) aj.

Nech rad ) a, konverguje absolatne. Potom konverguje absolatne
aj kazdy rad ) ay,, ktory vznikol preusporiadanim radu > a, a

plati > ax, = > an.

Komutativita plati len pre sucty absolatne konvergentnych radov.
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Absolatna konvergencia

Preusporiadanie radov
Komutativny zakon pre nekonecné rady

Komutativita plati len pre siéty absolatne konvergentnych radov.
Pre neabsolatnu konvergenciu dokonca plati viac.
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Absolatna konvergencia

Preusporiadanie radov
Komutativny zakon pre nekonecné rady

Komutativita plati len pre siéty absolatne konvergentnych radov.
Pre neabsolatnu konvergenciu dokonca plati viac.

Veta (Riemannova)

Nech rad >~ a, konverguje neabsolatne a nech s € R je [ubovolné.
Potom existuje také preusporiadanie ) ay, radu ) a,, ze

> ak, = s. existuje tiez také preusporiadanie ) ap, radu ) aj, ze
> ax, urcite diverguje a preusporiadanie ) aq, radu ) a,, ze

> aq, osciluje.
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