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1 Uvod

Cilem tohoto pfispévku je predstavit zdkladni mysSlenky, na nichZ je vybudovéna online
aplikace Mathematical Assistant on Web (MAW, [4]). Tato aplikace automatizuje a sama
provadi feseni té€ch tloh zakladnich kurzii matematické analyzy, které jsou do jisté miry jen
mechanickym sledem pfedem danych krokt. Vstupem jsou vZdy data pro zadani jisté tlohy
a vystupem feSeni dlohy, vCetné jednotlivych mezikrokt. Napiiklad pii dloze na vypocet
derivace je zadanim funkce jedné nebo dvou proménnych a proménnd, podle které se ma
derivovat. Vystupem je PDF soubor, ve kterém jsou naznaceny jednotlivé kroky potiebné
pro vypocet derivace zadané funkce a mezivysledky po aplikaci téchto jednotlivych kroki.

Aplikace je vybudovdna se snahou vyuZit v maximdlni moZzné mife jiZ hotové Open-
Source néstroje pro feseni jednotlivych dil¢ich dloh. Zpracovani téchto tdloh je realizovano
vZdy voldnim externiho programu, ktery dil¢i tilohu umi vyftesit. Tento pfistup je zcela v du-
chu unixové filozofie pouzivani jednoucelovych ndstroja, které sice fesi tfeba jenom jeden
problém, fesi ho vSak efektivné a dobfe.

Aplikace je volné piistupnd na adrese http://www.mendelu.cz/user/marik/maw
a jeji zdrojové kddy jsou k dispozici na http://mathassistant.sourceforge.net.
Je v provozu od listopadu 2007 a postupné vylepSovéna, dopliiovdna a opravovdna. Ve
zkouskovém obdobi registrujeme cca 3000 piistupd denné.

Problematice vypocti v prostfedi webového prohliZece jsou vénovany i internetové verze
komerénich programii Mathematica a Maple. V naprosté vétsiné vyukovych aplikaci je vSak
nasazeni téchto produkti stielba dé€lovou kouli proti mouse. Proto v zavéru uvedeme jed-
noduchy prakticky priklad, ktery umoziuje vzit z parametru PHP skriptu zadéni, zpracovat
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toto zaddni matematickym softwarem a vysledek zobrazit ve webovém prohlizeci. To vse
s minimdln{ znalosti programovéni. (Dobrd znalost systému pocitacové algebry, ktery tyto
vypocty provadi, je naopak nezbytna.)

2 Opici draha jménem MAW

Skuteénost, Ze vypocet nékterych typt dloh vysokoskolské matematiky je zcela mechanicky,
je jisté nepiehlédnutelnd. Pfi feSeni nékterych tloh pomoci systémi pocitacové algebry
a zejména pfi vhodné navrZenych zdpisnicich Casto sta¢i pouze ménit vstupni ddaje na
zacatku zapisniku a po prepocitani vSech piikazi dostdvame odpovidajici vystup. MAW je
zaloZen na podobné myslence, prichazi vsak jesté s jednou dalsi a podstatnou vlastnosti: je
mozné jej pouZivat pouze prostfednictvim webového prohliZzece, bez instalace jakéhokoliv
programu na lokalni pocita¢ a bez nutnosti ucit se program ovladat nebo v ném zapisovat
pfikazy. Tim je systém zpfistupnén mnohem vétsimu poctu zdjemcti, neZ by tomu bylo
v ptipad€ offline zdpisniku pro néktery ze systéma pocitatové algebry. Diky tomu je systém
otestovan na velice rozsdhlém vzorku matematickych problémt. Jistou nevyhodou je nutnost
udrZovani serveru ktery provadi poZadované vypocty a nutnost vénovat pozornost otdzkam
bezpecnosti a vykonu, aby jeden uZivatel neomezil (at’ jizZ védomé ¢i nechténé) v pouZivani
systému ostatni uZivatele. V nésledujicich odstavcich se zaméfim na popis procesu, kterym
vstupni data prochdzeji pfi zpracovani systémem MAW.

Cestu vstupnich tdaji MAWem je moZno prirovnat k opiéi draze, kterou musi vstupni
data prob€hnout, aby se z nich na konci drahy stal vzorové vyfeseny piiklad. Hlidac na vstupu
provadi zakladni selekci a jeho tkolem je nepustit na drahu zranéné, nemocné nebo celkové
slabé opicky, u nichz je na prvni pohled zfejmé, Ze drahu neprobéhnou bez thony. Jestlize
se opicka zda byt v poradku, je vpusténa na drdhu tvofenou fetézcem prekazek — program,
které se podileji na zpracovani dlohy, které zptsobuji nejdelsi prodlevy ve zpracovani a u
kterych je nejvétsi riziko nedspéchu. Tyto pfekdzky (OpenSource programy) byly ziskdny
zdarma a v nékterych piipadech navic vyrobcem piimo upraveny na miru pro nasi dréhlﬂ
Protoze opicka je po probéhnuti drdhy zadychand a rozcuchand, je vhodné ji pro zdvérecné
defilé dspésnych bézct ucesat a celkové poupravit (TgXem) piipadné nedostatky ve vzhledu.

2.1 Vstup jen pro zvané

Systém MAW je uréen zejména pro slabsi studenty matematiky. Je proto nutno oc¢ekdvat,
Ze uzivatelé budou zna¢né€ neohrabani pfi zdpisu matematickych vyrazi. Aby se co nejvetsi
procento chyb odhalilo jesté pfed vypusténim opicky na drahu, jsou vstupni data testovdna
pomoci regularnich vyrazd a seznamu nezvanych hosti, aby byly odchyceny napiiklad

e nebezpecné piikazy, zneuZitelné pro ttok na server;

'Napiiklad diky ochoté autord programu formconv je MAW v soudasnosti jediny program, ktery umi
nakreslit graf funkce y = v/1 — x2 na mnoZiné viech redlnych &isel.
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e zapomenuté zavorky vyznacujici rozsah pisobeni funkci (napf. sin x);
e zapomenuty znak pro ndsobeni (napf. 2x+8x"~3) nebo neparova zavorka;

e pouziti jinych nez explicitné povolenych funkci (erf, hyperbolické funkce), promén-
nych a parametru.

P1i tvorbé té€chto vstupnich filtrti bylo mnoho myslenek prevzato z projektu MaximaPHP [7].
Pokud vstupni data sitem téchto filtri neprojdou, MAW vénuje usili k zajisténi ndpravy.
Toto je realizovano jednak opét pomoci regularnich vyrazi (napiiklad konverze 2x+8x~3
na 2*x+8%x"~3), jednak pomoci programu formconv (napiiklad konverze vyrazu sin~3 8x
na (sin((8%x))~3)).

2.2 Typy prekazek

Opici drdha je sestavena z prekdzek typu Maxima ([6], systém pocitacové algebry, zajisStuje
veskeré matematické vypocty), GNUplot ([3], kresba vétSiny grafti a obrazki), formconv
([1], pfevod matematickych vyrazli mezi formaty pro program Maxima, GNUplot a TgX)
a mfpic (kresleni nékterych obrazkul). Jednd se o kvalitni a velkym poctem uzivatelii pro-
véfené programy, které patii k nejkvalitnéj$im nastrojim svého druhu i ve srovnani se svymi
komer¢nimi alternativami.

PtekaZka Maxima je jedna z nejtézsich piekdzek. ProtoZe jeji zdolani je Casové néroénfﬂ
je vétsina opicich drah postavena tak, aby se na nich téchto prekazek vyskytovalo co nejméné,
pokud mozno pouze jedna (Lagrangedv polynom, Tayloriv polynom, vypocet derivaci, . . .).
V piipadé obzvlasté obtiznych prekdzek je hlavni prekdZce prediazena jesté jedna nebo vice

N P4

leh¢ich prekazek Maxima, které provedou podrobnéjsi selekci nez byla provedena vstupnimi

[ fg((;)) ¢ (x,y)dydx je nutno zkontrolovat,

filtry. Napiiklad pii vypoctu dvojného integralu |, ab
Ze plati nerovnost a < b a na intervalu (a,b) plati f(x) < g(x). Vstupni data, kterd touto
kontrolou neprojdou, nejsou vpusténa na dalsi prekdzku, protoZe tiloha neni korektné zadana
a ptipadné dalsi vypocty by postrddaly smysluplnou interpretaci.

Dalsi zdludnost prekdzky Maxima spocivé v tom, Ze opicka v piekdzZce nékdy zabloudi
a pta se na cestu. Tato situace miZe nastat napiiklad pfi vypoctu integrdlu [ )@Lﬂ dx. Pro
dalsi pokracovéni vypoctu program Maxima potiebuje informaci, jestli je a kladné, zdporné
nebo nula. ProtoZe bez dalsi interakce s uZivatelem MAWu neni moZno tuto informaci
zjistit, opi¢ka by zlstala na prekazce viset do nekone¢na. Aby k této situaci nedochéazelo, ma
kazda prekdzka typu Maxima svého hh’daéeE], ktery hlida aby opicka pfi pokusu o zdolan{
neptekrocila jisty pfedem dany ¢asovy limit. Pokud se po uplynuti limitu opicka z prekdzky
nedostane, hlida¢ opic¢ku sesadi a oznamf{ nedspéch jejimu majiteli.

ZNaptiklad pouhé spusténi programu Maxima 5.13 (GNU Common Lisp) trvd vice neZ 0.1s. Spusténi
posledni verze programu Maxima 5.18 (CMU Common Lisp) dokonce 0.7 s.
30penSource skript timeout, http://www.shelldorado.com/scripts/cmds/timeout
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Dalsi piekdzkou je prfekazka GNUplot. ProtoZe program GNUplot md ponékud neob-
vyklou formu zdpisu matematickych V}’lrazi’ﬂ je této prekdZce vzdy predfazen program pro
konverzi matematickych vyrazi formconv. V né€kterych piipadech je tato prekdzka dokonce
trojitd a po dvojici formconv+GNUplot jesté nasleduje jednoduchy filtr v Perlu, jehoZ ikolem
je odstranit z grafli nespojitych funkci nezadouci svislé ¢ary, které se zde né€kdy objevuji.

P1i postupném zdolavani prekazek opicka sbira certifikaty o jejich zdoldni — TgXovské
vzorce u prekdZzek Maxima a obrdzky u pirekdzek GNUplot.

2.3 Priprava na zavérecné defilé

Po zdolani vSech prekdZek cekd na béZce na konci opici dréhy vizdZista ISTEX. Jeho dkolem
je upravit pocuchanou a udychanou opicku do podoby vhodné pro prezentaci na vefejnosti.
Jednd se opét o program s otevienym zdrojovym kddem, ktery je velice podrobné provéfen
obrovskou uZzivatelskou zakladnou, sahajici od jednotlivci piSicich semindrni prace aZ po
velkd nakladatelstvi zabyvajici se tiskem matematickych monografii. Pokud pfi postupném
zdoldvani prekdZzek opicka ziskala vSechny certifikdty (vSechny kroky probéhly bez prob-
1émd), je tento posledni tkol pomérné snadny a rychle vyfeSeny. Vysledek miZze vypadat
jako na obrazku 3|

2.4 ZkuSenosti provozovatele opici drahy

Ziznamy o jednotlivych béZcich, snazicich se opi¢i drdhu zdolat, jsou peclivé evidovéany
apokud to ¢as dovoli, jsou zdznamy o jednotlivych vykonech a zejména selhanich prochdzeny
a analyzovany. ProtoZe je aplikace volné dostupna na internetu, je v zdznamech vzdy dostatek
materidlu pro testovani a pro inspiraci k dal$im vylepSenim a opravdm piipadnych chyb.
Vzhledem k velkému poctu zpracovani vétSinou trividlnich a stale se opakujicich dloh vSak
vzala za své pfedstava autord, Ze provozem ziskaji mimo jiné zdroj zajimavych tloh, které
budou poté moci pouzit ve vlastni pedagogické praxi.

Zajimavou a prekvapivou zkuSenosti je, Ze néktefi uZivatelé opakované vypoustéji na
drdhu opic¢ky znacné nemocné (napiiklad odmocnina* (x+y/2)) a ignoruji jakékoliv ins-
trukce tykajici se zdpisu matematickych vyrazi. Timto divdme zcela za pravdu jiné studii
o volné€ dostupném rozhrani pro online vypocty [2]. V této studii autor mimo jiné dospél
k zavéru, Ze od vétsiny uzivatell nelze ocekavat, Ze si prostuduji jakkoliv kratké instrukce
nebo ndvod k pouZiti programu.

3 Prakticka ukazka

Jako praktickou ukdzku si uvedme program na feSeni kvadratické rovnice pomoci diskrimi-
nantu. PHP skript [5] pfevezme z URL adresy kvadraticky vyraz nebo kvadratickou rovnici

4Napiiklad lomitko pro celo&iselné d&leni.
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a zobrazi postupné pfevod rovnice na zakladni tvar ax? 4+ bx + ¢ = 0, vypocet diskriminantu
a kofentl rovnice a pfevod levé strany rovnice na ¢tverec. Vstup je zpracovan programem
formconv, coZ uzivateli umoZni napiiklad vynechavat znak * pro ndsobeni. Veskeré vy-
pocty jsou provedeny programem Maxima, jehoZ vystup je zobrazen v prohliZeci. Pro snazsi
citelnost jsou v tomto vystupu vSechny matematické vyrazy zapsdny v TgXu a pii zobrazeni
jsou automaticky nahrazeny obrazky generovanymi programem mathTgX. Skript je mozno
vyzkouSet na adrese http://wood.mendelu.cz/math/zilina/kvadr.php. Rovnici je
nutno predat jako parametr, napiiklad . . . /kvadr.php?x~2+5x=15.

Potiebné matematické vypocty jsou provadeny programem Maxima pii ddvkovém zpra-
covani souboru kvadr .mac [5]. ProtoZe je program Maxima ,,pfili§ aktivni “ pfi zpracovani
vyrazu na vstupu, je v nékterych mistech nutno nastavit proménnou simp na hodnotu false.
Toto nastaveni zajisti napiiklad, Ze vyraz 2*x4*5 nebude automaticky upraven na ¢islo 40.
Skript neni pfili§ sofistikovany, protoZe pomoci diskriminantu fesi napiiklad i rovnice jako
x% = 3 nebo x(x — 1) = 0, coZ by v praxi pouZil jenom naprosty matematicky zoufalec. Je
proto nutné ho chépat pouze jako ukdzku. Tyto specidlni pfipady kvadratické rovnice se
ostatné daji oSetfit samostatné a pripadné pokusy timto smérem jsou ponechédny Ctenéfi jako
cviceni.

4 Zavér

V pfispévku byly predstaveny myslenky, na nichZ je vybudovdna online aplikace Mathe-
matical Assistant on Web. Tato aplikace automaticky provadi vypocty derivaci, urcitych
a dvojnych integralli, Lagrangeova a Taylorova polynomu, linearntho modelu metodou nej-
mensich Ctvercl, defini¢nich obort funkci jedné a dvou proménnych, umi fesit zdkladni
diferencidlni rovnice prvniho a druhého fadu a je silnou pomtckou pfi vypoétu neurcitych
integrald a vySetfovani pribéhu funkce. VSechna feSeni jsou prezentovana vcetné mezivy-
poctl. Ve vétsiné piipadl je mozno s trochou nadsazky fict, Ze feSeni jsou prezentovana tak,
jak by je pravdépodobné napsal Sikovny student.

ProtoZe ptes svou jednoduchost md MAW piiznivy ohlas mezi vysokoskolskymi stu-
denty, je v zavéreCné Casti uveden prakticky priklad sestaveni podobné aplikace, ktera
v jednotlivych krocich zobrazuje postup feSeni kvadratické rovnice a dopliiovani vyrazu na
ctverec.

Aplikace MAW byla sestavena Castecné jako pomticka pro kombinované studium (pro
kontrolu vysledki), ¢astecné ze zvédavosti jak se soucasnd vypocetni technika vyporada
s Ulohami pocitanymi na technickych Skolédch a univerzitdch v zdkladnich kurzech matema-
tiky, ¢aste¢né jako pomiicka pro matematiky ktefi vénuji svij ¢as odpovidani matematickych
dotazii na internetovych férech, ¢asteéné jako néstroj pro pohodiné vymysleni piikladd do
zkouskovych pisemek, Castecné i jako obCasny unik od védecké prace a zpestfeni Zivota
vysokoskolského ucitele. Vzdy vSak byla sestavovdna s mySlenkou, Ze role Zivého ucitele
ve vyuce matematiky je zcela nezastupitelna.


http://wood.mendelu.cz/math/zilina/kvadr.php

66

Konferencia OSSConf 2009

Linedrni diferencidlni rovnice druhého radu
http://user.mendelu.cz/marik/maw

Regime po&atedni tlohu 3" + 2y 4 y = 0; y(0)=1, ' (0)=-1
Nejprve nalezneme obecné FeSeni rovnice a potom pouZijeme pocatecni podminky pro nalezeni
feseni partikularniho.

Regime homogenni rovnici
' +20 +y=0

Charakteristicka rovnice je A2 42\ +1 =0

~@ 2@’ —40) 21 vi_

Koreny charakteristické rovnice: A\; 5 = = -1

2
Charakteristicka rovnice ma jeden dvojndsobny koren.
Dvé linedrné nezavisla feseni jsou y; = e % a yo = xe .
Obecné fedeni je y = Cre™ + Coze™ .

Nyni Fe$ime po&ateeni tlohu v" +2y +y = 0; y(0)=1, ¥ (0)=-1

Obecné feseni je y(z) = (Cox + Cy) e
Derivace obecného Feseni je v/ (z) = Coe™ — (Cox+ C1) e

Dosazenim pocatecnich podminek dostavame soustavu linedrnich rovnic
=1
Co—Cr=-1

[Cl = ].702 = 0]

Reseni soustavy linearnich rovnic

Dosazenim vypoctenych hodnot do obecného feseni ziskdme partikuldrni feSeni
y(o) =e*

Obr. 1: Ukézka feseni pocateéni tGlohy pro linedrni homogenni LDR s konstatnnimi koeficienty
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Podékovani

Tato préce vznikla s podporou FRVS v ramci feeni projektu 99/2008.
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