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Stredna hodnota

Definicia (Stredna hodnota)

Nech nahodné premenné (Xi,...,X,) maji zdruzend hustotu
f(x1,...,xn) @ nech g(xi,...,x,) je redlna funkcia premennych
X1,...,Xn. Strednou hodnotou funkcie g(Xi,...X,) nazyvame in-
tegral

E(g(Xl,...X,,)):/}Rng(xl,...,x,,)f(xl,...,x,,)dxl...dx,,, (1)

pokial dany integral konverguje.
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Stredna hodnota

V pripade diskrétnej nahodnej premennej dany integral prepiseme
do tvaru sumy

Definicia (Stredna hodnota)

Nech diskrétne nahodné premenné (Xi, ..., X,) maji zdruzen prav-
depodobnostna funkciu p(xi, ..., x,), nech ndhodnd premenna X;
nadobida hodnoty z mnoziny H;, i = 1,...,n a nech g(x1,...,X,)
je realna funkcia premennych xi, ..., x,. Strednou hodnotou funkcie
g(Xi,...X,) nazyvame sicet

E(g(X1, ... = > Y gl X)) xa), (2)

x1€Hy XnE€Hp

pokial dany rad konverguje.
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Stredna hodnota

Poznamka

Pre stredné hodnoty jednotlivych nahodnych premennych zo
systému dostavame vyjadrenie

oo

E(X,-)_/ x,-f(xl,...,x,,)dxl...dx,,_/ xfi(x) dx,
resp.

E(X;) = Z Z Xip(X1,y ...y Xn) = Z xpi(x).

X1€H1 XneHn XGH,‘
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Stredna hodnota
Priklad

Zadanie

Nahodné premenné X a Y sii nezavislé a maji rovnomerné
rozdelenie na intervale (0; 1). Uréme stredna hodnotu ich
vzdialenosti t.j. E (|X — Y]).
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Stredna hodnota
Riesenie prikladu

Podla (1) plati

E (X —YI)

|x — y|dxdy
1
(y—x)dx—i—/(x—y)dx]dy
y
2 2
2 Y 1-y _ _
y 2>+< 5 y(1 y))}dy
—y+y2]dy
!
3 3
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S vyuzitim (1) resp. (2) je mozné definovat:

Definicia (Zaciatocny moment)

Zaciatocnym momentom vy, . k., (Ki,...,kn)-tého radu systému
nahodnych premennych (Xi, ..., X;) sa nazyva stredna hodnota fun-
kcie g(X1, .-+, Xn) = X1 -+ - xkn, ¢,

Vit = E (XXX
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Momenty

S vyuzitim (1) resp. (2) je mozné definovat:

Definicia (Centralny moment)

Centralnym momentom i, k., (ki, ..., kn)-tého radu systému na-
hodnych premennych (X, ..., X,) nazyvame stredn hodnotu fun-
e g(x1, - xn) = (x1 — E(X0)) - (xp — E (X0))*, £

Kky,ky = E ((Xl —E(X) - (Xn — E(Xn))k"> .
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Vyznamné momenty

Stredné hodnoty

Zrejme pociatocné momenty, v ktorych je jeden index rovny 1 a
ostatné st nulové zodpovedaji strednym hodnotam, jednotlivych
nahodnych premennych, teda:

v1,0,0,..,0 = E(X1)
10,1,0,..0 = E(X2)

10,0,0,...1 = E (Xp)
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Vyznamné momenty

Rozptyl
Zrejme centralne momenty, v ktorych je jeden index rovny 2 a
ostatné st nulové zodpovedaji rozptylom, jednotlivych nadhodnych

premennych, teda:

12,0,0,....0 = D (X1)
1o.2,0,....0 = D (X2)

10,0,0,..2 =D (Xp)
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Vyznamné momenty

Definicia (Kovariancia)

Pod kovarianciou dvoch ndhodnych premennych X; a X;, i # j roz-
umieme centralny moment, ktorého j-ty a j-ty index si rovné 1 a
ostatné st nulové. Kovarianciu nahodnych premennych X; a X; ozna-
cujeme symbolom cov (Xj; X;). Plati teda

$1,1,0,...,0 = cov (X1; X2)
11,0,1,0...,0 = cov (Xq; X3)

10,0,...,0,1,1 = cov (Xp_1; Xp)
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Vyznamné momenty

Definicia (Korelacny koeficient)

Korelacnym koeficientom px y dvoch nahodnych premennych X a
Y rozumieme podiel

oX.y = _cov(XiY) 3)

VD(X)D(Y)
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Vyznamné momenty
Alternativne vyjadrenie kovariancie

Veta (Alternativne vyjadrenie kovariancie)

Nech X a Y st nahodné premenné také, ze E (X), E(Y) a E (XY)
existuju. Potom plati

cov (X; Y) =E(XY)—E(X)E(Y). (4)

Dékaz

cov(X; Y)=E((X —E(X))(Y —E(Y)))
—E(XY —E(X)Y —E(Y)X +E(X)E(Y))
=E(XY)—E(X)E(Y)=E(Y)E(X)+E(X)E(Y)
=E(XY)—E(Y)E(X)
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Vyznamné momenty
Priklad

Zadanie

Nech nahodny vektor (X, Y) ma rovnomerné rozdelenie na
jednotkovom kruhu D = {(x,y) : x? + y? < 1}. Uréme kovarianciu
cov (X;Y).

RieSenie:
Uz sme zistili, ze E (X)=E (Y)=0. Preto:

cov (X;Y) / / —xydydx
V1i—x2 T
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Vyznamné momenty

Kovariancia a nezavislost

Nech nahodné premenné X a Y su nezavislé. Potom cov (X; Y)=0.

Dékaz:
Ak X a Y si nezavislé, tak E (XY) =E (X)E(Y).

Poznamka

Predchadzajici priklad ukazuje, Ze opak neplati. Teda ak
cov (X; Y)=0, tak ndhodné premenné X a Y nemusia byt
nezavislé. Ak cov (X; Y)=0, tak ndhodné premenné X a Y
nazyvame nekorelované.
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Vyznamné momenty
Aditivita rozptylu

Uréme rozptyl ndhodnej premennej Z = X + Y.

D(2)=E((X+Y)?) — [EX + V)
=K (X2 + Y2 £ 2XY) - [E(X + Y)]?
— +E(Y?) +2E(XY)
—[E(Y)]? = 2E(X)E(Y)
_ +D(Y) 4 2cov (X; Y).
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Chara K mie arakteristiky

Podmienena stredna hodnota

Definicia (Podmienena stredna hodnota)

Nech A je nahodna udalost taka, ze P(A) # 0 a X nech je nahodna
premenna. Ak je X diskrétna ndhodna premenna tak definujeme pod-
mienend strednd hodnotu X za podmienky A vztahom:

Ea(X) = Z xpx|A(x)- (5)
x:px|a(x)>0

Ak je X spojita ndhodna premenna taka, Ze existuje hustota fxa(x),
tak definujeme podmienend strednii hodnotu X za podmienky A
vztahom:

—00

BA) = [ xxa(x)dx (6)
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Chara i >odmienené charakteristiky

Podmienena stredna hodnota

Ak nahodni udalost A spojime s nahodnou premennou Y a jej
nadobudnutim hodnoty y, tak mézeme definovat:

Definicia (Podmienena stredna hodnota)

Nech X je diskrétna a Y lubovolna nahodna premenna, taka, ze
Px|y existuje. Podmienend stredni hodnotu X za podmienky Y =y
definujeme vztahom:

E,(X)= > xpxv(x)- (7)

x:px|a(x,y)>0

Ak je X spojita a Y lubovolna nahodna premenni taka, ze existuje
hustota fx|y, tak definujeme podmieneni stredni hodnotu X za
podmienky Y = y vztahom:

E,(X) = /_00 XfX|y(X,y) dx. (8)
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Podmienena stredna hodnota

Podmienent stredni hodnotu mézme vyjadrit pomocou
podmienenych rozdeleni.

Podmienena stredna hodnota

Nech X a Y maja zdruzent pravdepodobnostnt funkciu p(x, y).
Podmieneni stredni hodnotu X pri podmienke Y = y potom
mézeme definovat ako

pr X, y)
Zp(xy

E(X|Y =y)= ZXP xly) =

resp.
00 ffooo xf(x, y)dx
]E(X]Y_y)—/ooxf(x\y)dx_ a0




Podmienena stredna hodnota

Pre podmienena stredni hodnotu ostavaji v platnosti vietky
tvrdenia o strednej hodnote, najma:

Vlastnosti podmienenej strednej hodnoty

Ey(aX + b) = aEy(X) + b,
Ey(Xl aF Xz) = Ey(Xl) aF Ey(Xg),

Ey(g(X) = Y. &()pxv(x.y)

x:px|y >0
resp.
Ey(g(X)) —/_ g(x)fxy(x,y)dx.
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Podmienena stredna hodnota

Nasledujica veta je obdobou vety o Gplnej pravdepodobnosti, a
ukazuje, ako je mozné vyuzit podmienovanie

Veta (O aplnej strednej hodnote)

Nech X a Y st nahodné premenné definované na rovnakom pravde-
podobnostnom priestore. Predpokladajme, ze E(X) a E (X|Y =y)
existuja pre kazdé y. Potom

E(X)=EEX|Y =y)),

tj.
E(X)= SE(X|Y = ) pr(y), (11)

resp. .
E(X) = / E(X|Y = y) fr(y)dy. (12)

Ales Kozubik



Podmienena stredna hodnota
Priklad

Zadanie

Nech nahodny vektor (X, Y) ma rovnomerné rozdelenie na pravom
jednotkovom polkruhu D = {(x,y) : x? + y? < 1,0 < x}. Uréte
podmienend strednt hodnotu E, (X) a E (X).
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Podmienena stredna hodnota
Riesenie prikladu

Pre podmienent stredni hodnotu plati

B,00) = [ xfqv(x.y) dx

—00
[
= ——dx
0 1—y2
/1 2
=YL preye(-11)
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Podmienena stredna hodnota
Riesenie prikladu

Pre stredni hodnotu nadhodnej premennej X potom mame:

B0 =E® ()= [ 5,006
1 —_
N /_1 12 = %Mdy
_ /1 1-y2 4y — 4
o T
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y Podmienené charakteristiky

Podmieneny rozptyl

Definicia (Podmieneny rozptyl)

Nech nahodny vektor (X, Y') ma zdruzend funkciu pravdepodobnosti
p(x,y) a nech ux = E(X|Y = y). Podmienenym rozptylom X za
podmienky Y = y rozumieme hodnotu:

D(X|Y =y) =E((X - px)’|Y =y) = > _(x— ux)’p(xly).

(13)
Ak (X,Y) ma zdruzena hustotu f(x,y), tak podmieneny rozptyl
definujeme ako:

L5 (x — px)?f(x,y) dx
S0 f(x,y)dx

D(X|Y =y) = (14)
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Najlepsi prediktor

Veta (Najlepsi prediktor X pri danom Y')

Nech X a Y st ndhodné premenné a nech g(Y) je lubovolna funkcia.
Potom stredna kvadraticka odchylka E ([X — g(Y)]?) je minimalna,
ak g(y) = E(X|Y =)
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Najlepsi prediktor
Dékaz

E (X - g(Y)P?) =E (X - g()P)
=E (X -E(X]Y =y)?) +E ([E(X|Y = y) — g(y)]?
+2E([X —E(X]Y = y)|[E(X]Y =y) —g(¥)])

Podla vlastnosti strednej hodnoty mézeme posledny clen zapisat v
tvare

2E(E (X —EX|Y = IEX]Y =y) —gW]Y =)
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Najlepsi prediktor
Dékaz

Vsimnime si, ze plati

o0

E, (k(X)h(Y)) k(x)h(y) x|y (x, y) dx

= / x)fxy(x,y)d

= h(y)Ey (k(x)).

Celkom teda
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Najlepsi prediktor
Dékaz

Ak v predchadzajicom vysledku polozime k(X) = X —Ey(X) a
h(Y)=Ey(X) — g(Y), tak dostavame

Ey[(X —Ey(X))]

[Ey(X) —Ey(Ey(X))] =0,

lebo Ey(Ey(X)) = Ey(X)
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Najlepsi prediktor
Dékaz

Celkom teda mame

E ([X —g()]?) =E (X — Ey(X)]) +E ([Ey(X) — g(Y)]?) -

Obidva cleny na pravej strane st nezaporné a preto ich stcet
dosiahne minimalnu hodnotu vtedy, ak g(Y) = Ey(X).
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Zakon podmieneného rozptylu

Nasledujaca veta ukazuje prepojenie medzi podmienenym a
nepodmienenym rozptylom.

Veta (Zakon podmieneného rozptylu)

Pre ndhodné premenné X a Y plati

D (X) = E(D(X|Y)) + D([E(X|Y)).
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Zakon podmieneného rozptylu
Dékaz

Z definicie rozptylu postupne dostavame

D(X) =E ((X - E(X))?)
—E((X - + ~E(X))?)
—E (X —E(X|Y))?) +E ((E(X|Y) —E(X))?)
+2E (X —E(X|Y))(E(X|Y) — E(X)))
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Zakon podmieneného rozptylu
Dékaz

Podla vety o Gplnej strednej hodnote pre prvy Elen suctu plati

E (X~ E(X|Y))?) = E(E (X - E(X|Y))?|Y)) = E(D(X|Y)).

Druhy séitanec je zrejme rovny
E ((E(X]Y) —E(X))?) =D(E(X|Y))

pretoze E (X)=E (E (X]Y)).
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Zakon podmieneného rozptylu
Dékaz

Ostava ukazat, ze posledny ¢len je rovny nule. Oznaéme
h(Y) =2(E(X|Y) —E(X)). Potom pre treti clen dostavame:

E ((E(X|Y) — E(X))*) = E(Xh(Y)) — E(E(X|Y) h(Y))

E
E(Xh(Y)) - E(E (Xh(Y)|Y))
E
0

(Xh(Y)) — E(Xh(Y))
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