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Nahodny vyber

V realite asto potrebujeme analyzovat ndhodné premenné, priCom
ich rozdelenie nie je aplne zname.

Casto napr. predpokladame uréity typ rozdelenia, ale nepozname
hodnoty parametrov.

Jedinym spdsobom ako tieto informacie doplnit je vychadzat z
vysledkov opakovania pokusov pri rovnakych podmienkach.
Hladané parametre st potom funkciami tychto vysledkov.

Pre vysledky €asto pouzivame termin sibor hodnét. Na rozdiel od
mnoziny hodnét, v sibore sa m6zu rovnaké hodnoty opakovat.
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Nahodny vyber

Teraz sformalizujeme proces ziskania siboru hodnét, a to v podobe
nahodného vyberu.

Definicia (Nahodny vyber)

Postupnost nezavislych, rovnako rozdelenych ndhodnych premennych
X1, X2, ..., Xp sa nazyva nahodny vyber.
Cislo n nazyvame rozsah nahodného vyberu.

Niekedy sa pre pohodInejsie vyjadrovanie hovori o nahodnom vybere
z urcitého rozdelenia a ndhodné premenné X1, X5, ..., X, sa potom
nazyvajd prvkami tohto nahodného vyberu.
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Uz sme spomenuli, ze nahodny vyber vyuzivame na uréenie
neznamych parametrov rozdelenia. Tieto parametre si obvykle
nejakou funkciou tohto ndhodného vyberu. Preto zavadzame
nasledujici pojem.

Definicia (Statistika)

Funkciu jednej alebo viac ndhodnych premennych ktora nezavisi na
hodnotach neznamych parametrov sa nazyva statistika.

Ak X1, X5,..., X, st ndhodné premenné, tak ndhodna premenna
Y =371 X; je statistikou v zmysle predchadzajicej definicie.
Naproti tomu nahodna premenna Y = % je Statistikou iba v
pripade, ze hodnoty 1 a ¢ st zname.
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Usporiadany nahodny vyber

Niekedy je nutné namerané hodnoty zoradit podla velkosti.
Usporiadajme teda ndhodny vyber X1, ..., X, podla velkosti do
novej postupnosti

X = X < = Xy

Definicia (usporiadany nahodny vyber)

Postupnost X1y, X(2), - - - , X(n) Nazyvame usporiadany nahodny vy-
ber.
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Usporiadany nahodny vyber

Veta (Rozdelenie usporiadaného nahodného vyberu)

Nech r € {1,2,...,n}. Potom distribu¢na funkcia G,(x) nahodne;
premennej X(,) je dana vztahom

660 =3 (7)Featt - oo,

i=r

kde F(x) je distribucna funkcia ndhodnych premennych Xi, ..., X.

v

Ales Kozubik



Usporiadany nahodny vyber
Dékaz

Pravdepodobnost, ze medzi hodnotami X, ..., X, bude prave i
takych, ze ich hodnota je mensia nez dané x je dana Bernoulliho
vzorcom ako

(7)Fean - Foap-

nakol'ko pocet takychto hodnét sa riadi binomickym rozdelenim.
Hodnota X(,) bude mensia nez dané x vtedy, ak medzi X1, ..., X,
bude budto r alebo r + 1 atd. alebo n takych, ktoré si mensie nez
x. Tieto pripady predstavuji nezluéitelné udalosti, preto vysledna
pravdepodobnost je su¢tom ich pravdepodobnosti.
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Usporiadany nahodny vyber

Poznamka
Ako 3pecialne pripad z vety vyplyvaja vzorce pre distribu¢né funkcie
najmensieho a najvicsieho ¢lena usporiadaného nahodného vyberu.

Dostavame tak
Gi(x) =1-[1—-F(x)]",

resp.

Gn(x) = F"(x).
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V3eobecny vyberovy moment

Definicia (Vseobecny vyberovy moment)
Nech Xi,...,X, je ndhodny vyber zo zakladného siaboru X. Pod
vseobecnym vyberovym momentom k-teho radu v bode a rozumieme

hodnotu
n

My(a) = %Z(x,- _a)k,

i=1
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Zaciatocny vyberovy moment

Pre a = 0 ziskame definiciu za€iato¢nych vyberovych momentov.

Definicia (Zaciato¢ny vyberovy moment)

Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber zo zakladného stboru X. Pod
zaciatoénym vyberovym momentom k-teho radu rozumieme hodnotu

Pre hodnotu k = 1 dostavame zaciatocny moment prvého radu,
ktory nazyvame aritmeticky priemer a piseme

n
_ 1
X =— E X;.
n <
i=1
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Centralny vyberovy moment

Pre a = x ziskame definiciu centralnych vyberovych momentov.

Definicia (Centralny vyberovy moment)

Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber zo zakladného stboru X. Pod
centralnym vyberovym momentom k-teho radu rozumieme hodnotu

Pre hodnotu k = 2 dostavame centralny moment druhého radu,
ktory nazyvame vyberovy rozptyl a piseme

n

= % > (xi = %),

i=1
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Charakteristiky polohy

Medzi charakteristiky polohy zaradujeme

Aritmeticky priemer

5 =
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Charakteristiky polohy

Medzi charakteristiky polohy zaradujeme

Vyberovy median
X(1), - - -» X(n) je usporiadany nahodny vyber. Vyberovy median
definujeme ako

n neparne

n parne
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Charakteristiky polohy

Medzi charakteristiky polohy zarad'ujeme

Vyberovy médus

Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber. VVyberovy médus definujeme
ako hodnotu s najvacsou pocetnostou a oznacujeme ho X.
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Charakteristiky polohy

Medzi charakteristiky polohy zaradujeme

Geometricky priemer

Nech Xi, ..., X, je nahodny vyber. Ak s vsetky hodnoty xi, ..., x,
kladné, tak definujeme geometricky priemer ako hodnotu:

XG = /X1X2 "+ Xp.
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Charakteristiky polohy

Medzi charakteristiky polohy zaradujeme

Harmonicky priemer

Nech Xi, ..., X, je ndhodny vyber. Ak st vietky hodnoty x, ..., x,
kladné, tak definujeme harmonicky priemer ako hodnotu:

n
— — -1
ittt xa !

H =
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Charakteristiky rozptylenia

Medzi charakteristiky rozptylenia zaradujeme

Vyberova disperzia
Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber. Vyberovi disperziu (rozptyl)

definujeme ako
n

s2 = %Z(X,‘ —xX)2.

i=1

a vyberova smerodajna odchylka s = v/s2.
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Charakteristiky rozptylenia

Medzi charakteristiky rozptylenia zaradujeme

Vyberova absolatna odchylka

nech Xi,...,X, je ndhodny vyber. Viyberovii absolitnu odchylku

definujeme ako
1 n
A= — i — X|.
S 2bi
=
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Charakteristiky rozptylenia

Medzi charakteristiky rozptylenia zarad'ujeme

Vyberovy variacny koeficient

Nech Xi, ..., X, je ndhodny vyber. Viyberovy variacny koeficient

definujeme ako podiel

Hodnotu

V =

R = max X;

|| »

— min Xj,
1

nazyvame vyberové variacné rozpatie.
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Dvojrozmerny nahodny vyber

Definicia (Vyberova kovariancia)

Nech (Xi1,X21) ..., (X1n, X2n) je ndhodny vyber z dvojrozmerného
rozdelenia. V/yberovii kovarianciu definujeme ako

n

1 _ _
S12 = > (i — =) (i — X2).

i=1
a vyberovy korelacny koeficient ako

512

np = ——

515
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Empiricka distribu¢na funkcia

Definicia (Empiricka distribuéna funkcia)

Formalne je mozné empiricki distribuéni funkciu definovat ako

F(X ZX( 00;X) "

kde

1 prexeA
X) =
xalx) {0 pre x ¢ A

je charakteristicka funkcia mnoziny A.
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Vlastnosti vyberovych charakteristik

Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia, ktoré ma strednu
hodnotu 1 a koneény rozptyl o2. Potom plati

2) E(X) = .
b) D(X) = <
c) E(s?)

_ .n
— n-1

0%, pre n > 2.
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Vlastnosti vyberovych charakteristik
Dékaz

a) Postupne dostavame
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Vlastnosti vyberovych charakteristik
Dékaz

b) Postupne dostavame

1 1 1
D(x)=— > D(X) = Hno® = o>,
i=1
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Vlastnosti vyberovych charakteristik
Dékaz

c) Vyuzijeme identitu

n n

SO(X = X2 = 30X — ) — (X — )

i=1 i=1

Z nej dostavame

E (Z(x,- - X)2> —F <Z(X,- —p)? = n(X - u)2>
i=1 =

Zl —n]D) )

5, no
—no? - —(n—1
= no . (n—1)o?

¢o je ekvivalentné s tvrdenim c)
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Odhady parametrov

Clenenie

Predpokladajme, ze mame k dispozicii ndhodny vyber Xi,..., X, z
rozdelenia s hustotou f(x, 8), pricom 6 = (61,...,0r,) st nezname
parametre.

Na zaklade tohto vyberu je potrebné urit ¢o najpresnejsi odhad
parametra @, o ktorom je zname len to, ze patri do nejakého
parametrického priestoru P.

Rozoznavame bodové a intervalové odhady.
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Odhady parametrov
Bodovy odhad

Definicia (Bodovy odhad)

Nech nahodny vyber X = (Xi,...,X,) zavisi od neznameho para-
metra 6. Odhadom parametra rozumieme Statistiku g(X), ktora kaz-
dej mnozine pozorovanych hodnét ndhodného vyberu priradi hodnotu
odhadu parametra, ktori ozna&ime 6.

Terminologicka poznamka

Odhad teda predstavuje nejaka funkciu definovani na R” kde n je
rozsah nahodného vyberu, kym velicina 8 uz je konkrétnou
odhadnutou hodnotou parametra 6. V anglickej literatare sa tieto
dva pojmy rozlisujia ako estimator, ¢o je funkcia a estimate, ktory
predstavuje konkrétnu hodnotu odhadu.
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Odhady parametrov

Intervalovy odhad

Definicia (Intervalovy odhad)

Intervalovym odhadom parametra 6 rozumieme nejaka vhodnia mno-
zinu, ktora s dostatoéne velkou pravdepodobnostou pokryva hodnotu
parametra 6. Niekedy sa pouziva tiez termin interval spolahlivosti pre
parameter @ a zmienena pravdepodobnost, s ktorou hodnoty para-
metra @ patria do tejto mnoziny sa oznacuje ako spolahlivost tohto
odhadu.
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Odhady parametrov

Vlastnosti odhadov

Jednou z Castych poziadaviek, ktoré kladieme na odhady je ich
nevychylenost v zmysle nasledujicej definicie.

Definicia (Nevychylenost odhadu)

Statistiku T = g(X) nazyvame nevychylenym odhadom parametra
0, ak plati
E(T)=6 VOeP. (1)

Poznamka

Nevychylenost je sice délezitou vlastnostou odhadov, ale nie vzdy je
mozné na tejto poziadavke trvat. Méze sa dokonca stat, ze
nevychyleny odhad parametra ani nemusi existovat.
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Vlastnosti odhadov
Priklady

Uz sme si ukazali, ze pre aritmeticky priemer plati E (X) = p, teda
aritmeticky priemer je nevychylenym odhadom strednej hodnoty
zakladného saboru.

Pre vyberovy rozptyl naopak platilo E (52) = ﬁa% teda vyberovy
rozptyl nie je nevychylenym odhadom rozptylu zakladného stboru.

V dalsom sa teda pokusime skonstruovat nevychyleny odhad
rozptylu.
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Vlastnosti odhadov
Priklady

Uz sme odvodili vztah

E (Zn:(x,- — X)2> = (n—1)0?,

i=1
a teda
E(? Zn:(x po [
— P — = —0".
n = n

Aby sme na pravej strane rovnice dostali hodnotu ¢, je potrebné je
vynasobit zlomkom —2=. Pre nevychyleny odhad rozptylu tak
dostavame

1 < -
2 _ L 2
Sh1= 7 ,-E_l(XI X)“.
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Vlastnosti odhadov

Poznamka k prikladu

Ak by sme porovnali strednii kvadraticki odchylku nevychyleného
odhadu rozptylu a vyberového rozptylu od skutoénej hodnoty
parametra o, zistili by sme, Ze palti

E((s> - 0°)?) <E((sp_; — 0%)?).

To je dévodom, preCo sa mozno stretnat s tym, Ze niektori Statistici
uprednostiuji vyberovy rozptyl pred nevychylenym odhadom
rozptylu. Zaroven tento priklad ukazuje, ze nevychyleny odhad
nemusi byt najlepsi, pokial sa tyka strednej kvadratickej odchylky
od skutoénej hodnoty.
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Vlastnosti odhadov

Definicia (Konzistentny odhad)

Nech 6 je jednorozmerny parameter a Xi, ..., X, je ndhodny vyber
z rozdelenia, ktoré je zavislé od tohto parametra. Nech pre kazdé n
je definovany odhad T, = g(Xi,...,Xy). Povieme, ze odhad T, je

konzistentny ak pre n — oo plati T, Eo.
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Vlastnosti odhadov

Nech E (T,%) < oo pre kazdé prirodzené n. Ak st splnené predpo-
klady

Q E(T, —90,
Q@ D(T, —0,

tak T, je konzistentnym odhadom parametra 6.
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Pre kazdé € > 0 plati
€ €
P(To— 0l <) 2 P(ITa—E(Ta)| < 5, [E(Ta) =0 < 5 ).

Podla Cebysevovej nerovnosti je

]P’(\T,,—IE(T,,)|<%> >1-

Predpoklad 1 zarucuje, Ze existuje Cislo ng také, ze pre kazdé
n> no plati [E(T,) — 0] < 5.
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Na pravej strane mame pravdepodobnost prieniku dvoch udalosti.

Pravdepodobnost prvej z nich konverguje k jednej, druha z nich je
pre n > ng ista udalost.

Z toho vyplyva
P(|T,—60] <€) —1.
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Momentova metdda

Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia, ktoré zavisi od
parametra @ = (61, ...,0). Predpokladajme, ze pre kazdé 6 € P
existuji pociatoéné momenty v = E (X¥), pre k =1,...,m.

Vyberové pociatoéné momenty st dané vztahom v, = 1 377 | Xk
pre k=1,...,m

Momentova metéda odhadu parametra 8 spoéiva v tom, Ze za
odhad berieme rieSenie rovnic

Vi = Vi, k:].,...,m.
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Metéda maximalnej vierohodnosti

Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia, ktoré zavisi od
parametra @ = (01, ...,0,,). Ak ma vektor X spojité rozdelenie, tak
jeho hustotu oznaéme symbolom L(x, #). Ak ma X diskrétne
rozdelenie, tak L(x,0) =P (X = x).

Funkciu L(x,.) premennej @ nazyvame vierohodnostna funkcia®.

Hovorime, ze sme urili odhad parametra 8 metédou maximalnej
vierohodnosti, ak za odhad berieme taka hodnotu 6, Ze pre kazdé
0 € P plati L(x,0) > L(x,0).

!Preto oznacenie L(x, ) z anglického likelyhood
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Metéda maximalnej vierohodnosti
Poznamka k vypoctom

Vierohodnostna funkcia je, v désledku nezavislosti prvkov
nahodného vyberu, si€inom hustét prip. pravdepodobnostnych
funkcii. Urcenie jej lokalneho maxima si preto vyzaduje pomerne
narocné derivovanie rozsiahleho sucinu.

Pre ulahéenie vypoctu sa preto obvykle prechadza od hladania
extrémov samotnej vierohodnostnej funkcie ku hl'adaniu extrémov
logaritmu vierohodnostnej funkcie In L(x, 6).2

Prejdeme tak od derivovania stcinu ku derivovania stctu, o je z
vypoctového hladiska podstatne pohodinejsie.

2Rozmyslite si, preco sa logaritmovanim extrémy funkcie-nezmenia.



Intervalové odhady

Definicia (Interval spolahlivosti)

Nech X je nahodny vyber, ktorého rozdelenie zavisi od nezna-
meho parametra 6 a nech st dané dve Statistiky A = g1(X) a
B = go(X) také, ze A < B. Ak a a b st nejaké realizacie A a
B aP(a<f<b) = a. Interval (a; b) nazyvame 100a percent-
nym intervalom spolahlivosti pre 6 a hodnotu o nazyvame hladinou
spolahlivosti. Ak je A = —oo alebo B = oo, tak hovorime o jedno-
strannych intervaloch spolahlivosti.
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Priklad

Interval spolahlivosti pre stredni hodnotu normalneho rozdelenia pri zndmom rozptyle

Nech X; ~ N (11,02) je ndhodny vyber z normalneho rozdelenia so

znamym rozptylom 2. Potom X, ~ N (u, "—i) a preto

< c) =2d(c)—1, Vec>0,

¢o je ekvivalentné s

N o —_— o)
P(Xn—cﬁ<u<Xn—|—cﬁ>:2d>(c)—1.
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Priklad

Interval spolahlivosti pre stredni hodnotu normalneho rozdelenia pri zndmom rozptyle

X, je statistika uréend ndhodnym vyberom.

Ak pouzijeme konkrétne realizacie, dostaneme hodnotu
aritmetického priemeru X, a interval spolahlivosti v tvare

=_ O 4 c o
Xp— C— X — .
RV V]
Toto je interval spolahlivosti pre stredni hodnotu normalneho
rozdelenia p s hladinou spolahlivosti o = 2d(c) — 1.
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Priklad

Interval spolahlivosti pre stredni hodnotu normalneho rozdelenia pri zndmom rozptyle

Ak si uvedomime, ze plati

a+1
— ¢!
= (*57).

tak pre prislusny interval spolahlivosti na hladine 100a percent
mdbzeme pisat

(xn—(b_l (O‘;rl> \%;x?+¢‘1 (O‘erl> %)

Ak konkrétne zvolime spolahlivost 95%, tak pre o = 0,95 urcime
®~1(0,975) ~ 1,96 a interval spolahlivosti dostavame v tvare

(o))
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Konstrukcia intervalu spolahlivosti

Pre zadana hladinu spolahlivosti o« mézeme najst viacero intervalov
spolahlivosti. Nasou snahou je vybrat ten najkratsi, ktory vo
vieobecnosti vyzera takto:

P(T—t,-0(T) <O < T+ty-0(T)) =0,

kde:

© je odhadovany parameter,

T je odhad na zaklade nahodného vyberu,
t, je tzv. kritickd hodnota rozdelenia n.p. T,
o(T) je smerodajna odchylka odhadu T.
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Normalne rozdelenie
Kritické hodnoty

a=0,95 = 152 =0.025 = tg99 = ®71(0,975) = 1, 96.

a=0,99 = 152 =0.005 = t599 = P1(0,995) = 2,58.
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Interval spolahlivosti pre str. hodnotu normalneho rozdelenia
Rozptyl je znamy

Nahodna premenna ma rozdelenie N (u, 02), kde 11 je neznamy,
odhadovany parameter. Standardizovana nahodna premenna je

potom
X

.

2

Z =
aZ~N(0,1).

Pre interval spolahlivosti potom mame

e e 7))o

¢o sa zhoduje s vysledkom z rieseného prikladu.
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Interval spolahlivosti pre str. hodnotu normalneho rozdelenia
Rozptyl je neznamy

Namiesto znameho rozptylu pouzijeme jeho nevychyleny odhad

n V4
s? = w a s = +vs2. Potom nahona premenna

X —

i

ma Studentovo rozdelenie t ~ t(n — 1).

t =

S

Pre interval spolahlivosti potom mame

R

kde t, je kritickd hodnota prislusného Studentovho rozdelenia. Pri
velkych hodnotach n ju aproximujeme kritickou hodnotou
normalneho rozdelenia.
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Interval spolahlivosti pre rozptyl normalneho rozdelenia

Nahodna premenna ma rozdelenie N (u,02), a uréime nevychyleny odhad

n _%)\2
rozptylu s? = W tak nahodna premenna
2 _ (n—1)s? _ (6 —x)? _ z": xi — X\ 2
X o? 02 o

ma rozdelenie x? ~ x?(n —1).
Pre interval spolahlivosti potom mame

]P(Cl <X2 < C2):a

—1)s?
IP’<c1<(n)s<cz>_a
g

2

P (U . ((n —Czl)sz; (n —Cll)s2>) o,

kde ¢1 a ¢ sa kritické hodnoty rozdelenie x? (n — 1).
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Interval spolahlivosti pre pravdepodobnost udalosti

Nevychylenym odhadom pravdepodobnosti p vyskytu ndhodne;j
udalosti je p = 7, kde m je pocet vyskytov sledovanej udalosti v
sérii n nahodnych pokusov.

MbéZeme tiez interpretovat ako pocet m prvkov so sledovanou
vlastnostou v ndhodnom vybere o rozsahu n. Hovorime potom o
tzv. ukazovateli struktiry zakladného saboru.

Je zname, ze E(p) = p a D(p) = L4, pricom pre velké n plati

A n,
P9~ P4
n n -

Potom nahodna premenna

ma rozdelenie Z ~ N (0, 1).
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Interval spolahlivosti pre pravdepodobnost udalosti

Interval spolahlivosti pre ukazovatel struktary ma potom tvar

P(pe (ﬁ—ta-\/p;ﬁﬂa-\/pq)) =,
n n

kde t, je kriticka hodnota normalneho rozdelenia.
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Potrebny rozsah vyberu

Riesime obrateni alohu: pre dant spolahlivost o a dani maximalnu
chybu e urcit potrebny rozsah nahodného vyberu.

Maximalna chyba ¢ predstavuje polovicu dlzky intervalu
spolahlivosti, teda

o S0
eE=ty-—= = n= 5
Vvn €
pre odhad strednej hodnoty resp.
54 254
e=ty\[— = n=-""—F—,
n €

pre odhad ukazovatela struktary.
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