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Podmienené rozdelenie
Motivacia

V predchadzajicej Casti sme videli, ze pri znalosti zdkona rozdelenia
systému nahodnych premennych Xi, ... X, vieme vzdy urcit zakony
rozdelenia pre jednotlivé ndhodné premenné z tohto systému.

Budeme sa zaoberat otazkou riesitelnosti opacnej tlohy, tj. otazkou
rekonstrukcie zdruzeného rozdelenia z jednotlivych marginalnych
rozdeleni.

Ukazuje sa, ze tato aloha vo vieobecnosti riesitelna nie je. Je
potrebné poznat aj zavislosti medzi jednotlivymi nahodnymi
premennymi.

Pre jednoduchost sa budeme venovat len dvojici ndhodnych

premennych.
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Podmienené rozdelenie
Definicia

Definicia (Podmienené rozdelenie)

Nech (X, Y) je dvojica diskrétnych ndhodnych premennych so zdru-
Zenou pravdepodobnostnou funkciou p(x, y). Podmienené rozdelenie
nahodnej premennej X pri podmienke Y = y je uréené podmienenou
pravdepodobnostnou funkciou

CP(X = x|y =)= PY)
p(xly) =P (X =x|Y =y) = v () k py(y) > 0.
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Podmienené rozdelenie
Definicia

Definicia (Podmienené rozdelenie)

Nech (X, Y') je dvojica spojitych ndhodnych premennych so zdruze-
nou hustotou pravdepodobnosti f(x,y). Podmienené rozdelenie na-
hodnej premennej X pri podmienke Y = y je urcené podmienenou
hustotou pravdepodobnosti

fX,Y(va)

fX(X|Y:y): fY(y)

ak fy(y) > 0.
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Podmienena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Zadanie

Uvazujme trojnasobny hod mincou. Nech ndhodna premenna X
oznacuje pocet hlav, padnutych v prvych dvoch pokusoch

a nadhodna premenna Y pocet hlav padnutych v druhych dvoch
pokusoch. Uréime zdruzent pravdepodobnostni funkciu dvojice
nahodnych premennych (X, Y) a podmienené pravdepodobnostné
funkcie.
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Podmienena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Videli sme, ze zdruzeni pravdepodobnostnii funkciu mézeme
prehladne zapisat vo forme tabulky

ily21y3
012

xx |0 2|30
1 1 1

X2 8 | 4 | 8
X3 2 0 % %
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Podmienena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Z tejto zdruzenej pravdepodobnostnej funkcie vidime, ze:

1
1
P(x=oy=0=P00_5_1
PY(O) i 2
p(1,0) % 1
P(X =1]Y =0) = =8 _
( | ) pv(0) 3 2
p(2,0) 0
P(X =2|Y =0) = = - =0.
( | ) py(0) 3

Vysledkom je teda ,,dvojhodnotové” rozdelenie, a to aj napriek
tomu, ze ndhodna premenna X moéze nadobudat az tri hodnoty.

Ales Kozubik



Podmienena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Podobne uréime aj podmienené rozdelenie ndhodnej premennej Y
pri podmienke X = 0:

1
P(Y =0|X = 0) = ';(f(’g)) =8 %
4
1
P(Y =1|X =0) = ’;(f(’ol)) =8 %
4
P(Y =2[X=0) = ,;(5(70)) ~2-o
4

Vysledné rozdelenie nadhodnej premennej Y pri podmienke X =0 je
teda opat ,,dvojhodnotové” rozdelenie, ktoré je identické
s rozdelenim nahodnej premennej X pri podmienke Y = 0.
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Podmienena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Oproti tomu pre podmienené rozdelenie nahodnej premennej X pri
podmienke Y = 1 plati:

p(0,1) 3 1
P(X=0]Y=1)= =8 ==
( | ) py(1) L 4
p(LY) 7 1
P(X=1Y=1)= =4 =
( | ) py(1) 1 2
2,1y L 1
P(X =2y =1) = P2 ):%:f.
py(1) 5 4

Toto rozdelenie uz od predchadzajicich dvoch odlisné je.
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Podmienena hustota pravdepodobnosti
Priklad

Zadanie

Nech zdruzena hustota nahodnych premennych (X, Y) ma tvar

oAb — { k(x? + y?) !Jre 0<x<a0<y<hbh,
0 inde.
a) Uréme konstantu k.
b) Uréme marginalne hustoty pre X a Y.
c) Uréme podmienené hustoty fx(x|Y = y), fy(y|X = x)
a fy(y|X < 3).
d) Uréme distribucnd funkciu Fx y(x, y).
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Podmienena hustota pravdepodobnosti
Priklad

a) Z vlastnosti hustoty mame

1 = fo Jo k(x* + y? dxdy—kf0[33+xy2};dy
= kR (F )y =k [T
_ k(%Jr‘gﬁ)

(b N 3
3 3 ~ (ab)(a? + b2)’

Odtial
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Podmienena hustota pravdepodobnosti
Priklad

b) Pre marginalne hustoty mézeme pisat:

GG = kR 4y dy =k [p 5]
= k(bx —i—@) pre 0 < x < a,

pricom k bolo urcené v Casti a).
Podobne

3
fr(y) = k<ay2+z;> pre 0 <y < b.
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Podmienena hustota pravdepodobnosti
Priklad

c) Vypocitame:

fex]Y = y) = r(ey) k(*+y?) _ 3(+y?)
fY(y) k (3y2+§) a(a2+3y2)

pre 0 < x<aa0<y<bh Podobne

L y(xy) | 3(x2+y?)
FUIX =) = = 0 = b+ 3x)

pre0<x<agal0<y<h.
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Podmienena hustota pravdepodobnosti

Priklad

Konecne:

2 k(x2 + v2)d
Flyix < 2) = L) O

20 k(b4 ) dx

dE R

k[bg+x5]:
3 2

5ty

ba3 b3

o T %

a® +12y?

—_— 0<y<h.
ba? +4b PEU=YS
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Podmienena hustota pravdepodobnosti

Priklad

d) Podla definicie

Fxy(x,y) = fé/ fOX k(u? + v?)dudv = fé/k [“;—I—uv2 .
k [y (g +xv2) dv =k (x%y + %3) — 0 (C4y?)

ab(a2+b2)°

pre 0 < x<aga0<y<bh. Teda celkom:

/

0

ab(ai—i—bi)
xb(x“+b
Fx,y(x,y) = W
ay(a+y?)
ab(a2+b2)

1

xy(x3+y?)

ak x < 0 alebo y < 0,
ak0<x<aal0<y<h,
ak0<x<aay>b,

ak x >aa0<y<b,

ak x >aay>b.
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Systém nahodnych premennych
Nezavislost ndhodnych premennych

Definicia (Nezavislost)
O dvoch nahodnych premennych X a Y povieme, zZe si nezavislé, ak
pre kazdé dva intervaly A a B plati

P(X €A YeB)=P(XeAP(YcB). (1)

Poznamka

Porovnajte definiciu nezavislosti nahodnych premennych s definiciou
nezavislosti nahodnych udalosti.
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Systém nahodnych premennych

Nezavislost ndhodnych premennych

Definiciu nezavislosti mdzeme ekvivalentne definovat pomocou
distribu¢nej funkcie resp. funkcie hustoty.

Definicia (Nezavislost)

Spojité nahodné premenné X a Y nazyvame nezavislé, ak pre ich
zdruzen( funkciu hustoty plati

fx,v (x, ) = fx(x)fy (¥), (2)
pre kazdy bod (x,y), resp. ak pre ich zdruzena distribuénd funkciu
plati

Fx,v(x,y) = Fx(x)Fy(y), 3)
pre kazdy bod (x, y).

Ales Kozubik



Systém nahodnych premennych

Nezavislost ndhodnych premennych

Definiciu nezavislosti mdzeme v diskrétnom pripade ekvivalentne
definovat pomocou distribué¢nej funkcie resp. pravdepodobnostne;j
funkcie.

Definicia (Nezavislost)

Diskrétne nahodné premenné X a Y nazyvame nezavislé, ak pre ich
zdruzen( pravdepodobnostni funkciu plati

px.y(x,¥) = px(x)py(y), (4)

pre kazdy bod (x,y), resp. ak pre ich zdruzena distribuénd funkciu
plati
Fx,v(x,y) = Fx(x)Fy(y), (5)

pre kazdy bod (x, y).
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Nezavislost nahodnych premennych
Priklad

Zadanie

Zdruzena funkcia hustoty dvoch ndhodnych premennych X a Y je
dana predpisom

fx,y(x,y) = cxy e prex>0,y >0,

kde c je konstanta. Rozhodnime, ¢i nahodné premenné X a Y si
nezavislé.
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Nezavislost nahodnych premennych
Priklad

Podla vlastnosti zdruzenej funkcie hustoty plati

o0 oo > > oo > o0 >
/ cxye XY dxdy:c/ xe X dx/ ye Y dy
0 0 0 0

odkial dostavame, 7e ¢ = 4.
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Nezavislost nahodnych premennych
Priklad

Pre marginalne hustoty dostavame
&0 2 2 2 o0 2
fx(x) = / 4xye Y dy =2xe™ / 2ye Y dy
0 0
= 2xe [— e*yz} o 2x efxza
0
pre x > 0. Analogicky zistime
fy(z) = 2ye7y2,

pre y > 0.
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Nezavislost nahodnych premennych
Priklad

Teraz uz staci len dosadit do podmienky (2).
Tak dostavame

Ae(x) - fr(y) =2xe™ 2y e = axye ™" = fx y(x,y),

¢o potvrdzuje, ze nahodné premenné X a Y si nezavislé.
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Nezavislost nahodnych premennych
Priklad

Rovnomerné rozdelenie na jednotkovom kruhu

Zdruzena funkcia hustoty dvoch nahodnych premennych X a Y
rovnomerne rozdelenych na jednotkovom kruhu
D = {(x,y) : x* + y? < 1} je dana predpisom

L ak (x,y)eD
fX,Y(X’Y):{g inalE )

Rozhodnime, & ndhodné premenné X a Y sh nezavislé.
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Nezavislost nahodnych premennych
Priklad

Uz sme zistili, ze

2./1—x2 _1-
fx(x):{ V1 —x 'akxe( 1;1)
0 inak,
a
2\/1-y? ak ~1;1
fy(y)={“ v akye (=11
0 inak.
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Nezavislost nahodnych premennych
Priklad

V tomto pripade je zrejmé, ze

fx(x) - fr(y) # fx.v (x,5),

takze ndhodné premenné X a Y si v tomto pripade zavislé.
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Veta o Gplnej pravdepodobnosti

Veta (Veta o Gplnej pravdepodobnosti)

Nech X je ndhodna premenna a A ndhodna udalost. Ak hustoty fx|a
a fx existuju pre kazdé x, tak plati

P(A) = /OO P (A[X = x) fx(x) dx, (6)

a ak X a Y si spojité ndhodné premenné a fx|y a fy existuji pre
kazdé x a y, tak

) = [ " ey (o)) dy. (7)

v
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Bayesova veta

Veta (Bayesova veta pre podmienené hustoty)

Nech (X, Y) je ndhodny vektor so zdruzenou hustotou f(x,y). Po-
tom pre kazdé x a y také, ze fx(x) >0, fy(y) > 0 plati

flyy = X, ©)

Poznamka

S vyzitim tejto Bayesovej vety je mozné jednu podmienend hustotu
previest na druhd.
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Bayesova veta

S pouzitim zdruzenej hustoty a podmienenej hustoty mézeme
tvrdenie Bayesovej vety prepisat do tvaru:

Poznamka

Ak X a Y si spojité nahodné premenné a existuji hustoty fx|y a
fy, tak pre kazdé x, y, také ze fx(x) # 0 plati

(. x) = fey (6 )y (y)
YA e o) (v) dy
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Bayesova veta
Dékaz

Postupne dostavame

) ly) _ ey v ()
fx(x) fx(x)
_ fxy)
)

= f(ylx).
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Bayesova veta
Priklad

Zadanie — dvojstupiovy experiment

Predpokladajme, ze X je ndhodna premenna, ktora nadobida
kladné hodnoty a jej hustota nech je f(x). Pri danej hodnote
X = x sa nahodne vyberie &islo Y z intervalu (0; x).
Predpokladajme, Zze sa dozvieme len hodnotu nahodnej
premennej Y. Ako by sme mohli odhadnat x?
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Bayesova veta
Riesenie prikladu

Zo zadania mame X ~ f(x), Y|X = x ~ Ro (0, x). Chceme uréit
E(X|Y =y).

V prvom rade musime urcit podmienend hustotu f(x|y). Podla
definicie mame

fx,y) _ F)F() _ Xlenf(x)

=20~ /i) J52 LF(x) dx
preto
00 _ fyooX%f-(X)dX B 1-— F(y)
B(XIY =)= [ xf(xly)dx = = 1fa ~ T Irmdn
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