Tedria pravdepodobnosti
6. Systém nahodnych premennych

Ales Kozubik

Katedra Matematickych metéd a operacnej analyzy
Fakulta Riadenia a Informatiky
Zilinska Univerzita v Ziline

17. novembra 2015

Ales Kozubik



@ Pojem systému nahodnych premennych

e Zdruzena distribuéna funkcia a hustota

© Marginalne rozdelenia

Ales Kozubik



Systém nahodnych premennych
Motivacia

Doteraz sme vysledok pokusu charakterizovali jednou ndhodnou
premennou.

Takyto pristup je €asto nepostacujici a vysledok pokusu je potrebné
charakterizovat dvomi alebo viacerymi nahodnymi premennymi.

Napriklad hadzanie dvomi kockami. M6zeme sledovat nadhodnu
premenn( predstavujicu siucet padnutych bodov, ale tiez dvojicu
nahodnych premennych, z ktorych kazda popisuje pocet padnutych
bodov na jednej z kociek.
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Systém nahodnych premennych
Definicia

Nech je dany pravdepodobnostny priestor (2, F,P) a nech
X1,Xo,...,X, su ndhodné premenné definované na tomto prade-
podobnostnom priestore. Potom n-ticu (X1, Xa,...,X,) nazyvame
systémom n nahodnych premennych (tiez n-rozmernym nahodnym
vektorom alebo n-rozmernou nahodnou premennou).
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Systém nahodnych premennych
Distribuéna funkcia

Distribucnou funkciou F systému n nahodnych premennych X =
(X1, Xa, ..., Xp) nazyvame readlnu funkciu F : R” — R definovana
rovnostou

F(xi,x0,...,%0) =P (X1 < x1, X0 < x2,..., Xp < xn). (1)
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Systém nahodnych premennych
Distribuéna funkcia

Distribucnou funkciou F systému n nahodnych premennych X =
(X1, Xa, ..., Xp) nazyvame readlnu funkciu F : R” — R definovana
rovnostou

F(xi,x0,...,%0) =P (X1 < x1, X0 < x2,..., Xp < xn). (1)

Zapis (1) znamena, ze hodnota distribu¢nej funkcie v bode
(x1,%2,...,Xp) sa rovna pravdepodobnosti ze nahodna premenna
X1 nadobudne hodnotu mensiu ako x; a sG€asne nahodna
premenna X, nadobudne hodnotu mensiu ako x» atd. az nahodna
premenna X, nadobudne hodnotu mensiu ako x,.
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Systém nahodnych premennych
Distribuéna funkcia

Poznamka

Zdruzena distribuéna funkcia F systému nahodnych premennych X
ma analogické vlastnosti ako distribuéna funkcia jednej ndhodnej
premennej. Menovite:
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Systém nahodnych premennych
Distribuéna funkcia

Poznamka

Zdruzena distribuéna funkcia F systému nahodnych premennych X
ma analogické vlastnosti ako distribuéna funkcia jednej ndhodnej
premennej. Menovite:

© je nezapornj,
@ je neklesajaca v kazdom svojom argumente,
© je zlava spojita vzhladom na kazdy svoj argument,

%]

F(oo,00,...,00) = lim F(xg,...,x5) =1,
X1 — 00
X3 — 0O

Xp — 00
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Systém nahodnych premennych
Distribuéna funkcia

Poznamka

Zdruzena distribuéna funkcia F systému nahodnych premennych X
ma analogické vlastnosti ako distribuéna funkcia jednej ndhodnej
premennej. Menovite:

© je nezdporna,
@ je neklesajuca v kazdom svojom argumente,
© je zlava spojita vzhladom na kazdy svoj argument,
(%)
F(—o00,—00,...,—00) = lim  F(xq,...,x) =0.

X1 — —Oo0O
X2 — —00

Xp —» —O00
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Systém nahodnych premennych
Zdruzena pravdepodobnostna funkcia

Definicia (Zdruzena pravdepodobnostna funkcia)

Nech X = (Xi,Xo,...,X,) je systém n diskrétnych nahodnych
premennych. Zdruzeni pravdepodobnostni funkciu f(x1,x2, ..., Xn)
systému (X1, X, ..., X;,) definujeme vztahom

f(X17X27'--aXn) :]P)(Xl :X17X2 :X27"'7Xn :Xn)7 (2)

pre vsetky pripustné hodnoty x; kazdej z ndhodnych premennych X;
a pre vsetky (xi,x2,...,x,) € R".
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Zdruzena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Zadanie

Uvazujme trojnasobny hod mincou. Nech nahodna premenna X
oznacuje pocet hlav, padnutych v prvych dvoch pokusoch

a nadhodna premenna Y pocet hlav padnutych v druhych dvoch
pokusoch. Uréime zdruzent pravdepodobnostni funkciu dvojice
nahodnych premennych (X, Y).
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Zdruzena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Ak by sme skamali kazdi z ndhodnych premennych X a Y
osobitne, zistili by sme, ze obe maji binomické rozdelenie
Bin (2,0.5).

Individualne rozdelenia nam v3ak davaja iba iastkovii informaciu
o spravani tychto ndhodnych premennych.

Ak je totiz napr. X = 2, tak nutne musi byt hodnota Y aspon 1.

Zdruzené spravanie oboch nahodnych premennych teda nie je
mozné plne charakterizovat individualnymi rozdeleniami.
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Zdruzena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Vyberovy priestor Q2 tohto nahodného pokusu ma tvar

Q={(h,h,h),(h,h,z),(h,z, h),(z, h,h),(h z 2),(z,h,z),(z,2,h),(2,2,2)}

Vsetky udalosti z vyberového prietoru maji rovnaki
pravdepodobnost %.

Ak nastane udalost (h, h, h), tak plati X =2 a Y = 2, ak vsak
nastane udalost (h, h, z), tak je X =2 ale Y = 1.

Vsetky kombinacie hodnét nahodnych premennych X a Y s

(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)
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Zdruzena pravdepodobnostna funkcia
Priklad

Zdruzen( pravdepodobnostni funkciu mézeme prehladne zapisat vo
forme tabulky

i|y21ys
01]2

xx|0] ]3]0
1 1 1

X2 8 | 4 | 8
X3 2 0 % %
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Uvod Funkcie Marginalne

Systém nahodnych premennych

Zdruzena hustota

Definicia (Zdruzena funkcia hustoty)

Nech X = (X1, Xz, ..., X,) je systém n spojitych nahodnych premen-
nych.Ak existuje nezaporna integrovatelna funkcia f(x1,x2,...,xn)
definovana na R” taka, Ze pre kazdé X splanajiuce a; < X; < b;,
i=1,...,n plati

Pai < X1 < b1,...,an < Xy < bp) =

bn bl 3
:/ / f(Xl,Xz,...,Xn)dX]_...an, ()
an ai

tak funkciu f nazyvame zdruzena hustota pravdepodobnosti systému
(X1, X, ..., Xp).
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Systém nahodnych premennych
Zdruzena hustota

Poznamka

K tomu, aby funkcia f(xi,x2, ..., Xx,) bola zdruzenou hustotou
pravdepodobnosti systému nahodnych premennych (X1, Xz, ..., X,)
je nutné a staci, aby boli splnené podmienky:
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Systém nahodnych premennych
Zdruzena hustota

Poznamka

K tomu, aby funkcia f(xi,x2, ..., Xx,) bola zdruzenou hustotou
pravdepodobnosti systému nahodnych premennych (X1, Xz, ..., X,)
je nutné a staci, aby boli splnené podmienky:

Q f(x1,x2,...,xn) >0 pre kazdé (x1,x2,...,xp) € R",
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Systém nahodnych premennych
Zdruzena hustota

Poznamka

K tomu, aby funkcia f(xi,x2, ..., Xx,) bola zdruzenou hustotou
pravdepodobnosti systému nahodnych premennych (X1, Xz, ..., X,)
je nutné a staci, aby boli splnené podmienky:

Q f(x1,x2,...,xn) >0 pre kazdé (x1,x2,...,xp) € R",

Q [pnf(x1,x2,...,xp)dxy...dx, = 1.
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Systém nahodnych premennych
Zdruzena hustota

Poznamka

Nech X = (X1, Xo, ..., X,) je systém n spojitych nahodnych
premennych a nech funkcia f(x1, x2, . .., X,) je jeho zdruzenou
hustotou pravdepodobnosti. Pre zdruzent distribu¢nii funkciu F
systému X potom plati

F(Xl,Xz,...,Xn):/n / f(tl,...,tn)dtl...dtn (4)

resp.
_O"F(x1,...,Xn)

f(X]_,XQ,...,Xn)— 8X13X2—8X (5)
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Poznamka

Nech D C R" je n-rozmerna oblast, ktorej n-rozmerny objem
(miera mnoziny D) je rovny V. O nahodnom vektore

(X1, X2, ..., Xn) potom povieme, Ze ma rovnomerné rozdelenie na
D, ak jeho rozdelenie je popisané zdruzenou funkciou hustoty

1
f(xl,xz,...,x,,)_{ a/ i(:;l,(xz,...,x,,)eD ®)

Ukazeme si niektoré specifické pripady takéhoto rozdelenia.
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Rovnomerné rozdelenie na jednotkovom Stvorci

1 Nech D ={(x,y);0<x<1,0<y <1}
Potom nahodny vektor (X, Y) ma rovnomerné
rozdelenie na D, ak jeho zdruzena funkcia
hustoty je:

0 1 f(x,y)—{ L ONED )

0 inak.
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Funkcia hustoty pre rovnomerné rozdelenie na jednotkovom Stvorci.
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Rovnomerné rozdelenie na casti jednotkového

Stvorca
y Nech D je zjednotenim lavej dolnej a pravej
1 hornej Stvrtiny jednotkového stvorca, teda
D={(xy)0<x<30<y<3}
1 U{(x,¥)i3 <x < 1,5 <y<1}. Zrejme
2 plosny obsah D je 1, preto nahodny vektor
(X, Y) ma rovnomerné rozdelenie na D, ak
0 % 1 X  jeho zdruzena funkcia hustoty je:

n={3 &0 o
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Funkcia hustoty rovnomerného rozdelenia.
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Rovnomerné rozdelenie na jednotkovom
kruhu

Nech D je jednotkovy kruh, teda

D = {(x,y); x*> + y? < 1}. Zrejme plosny
obsah D je m, preto nahodny vektor (X, Y)

1 x ma rovnomerné rozdelenie na D, ak jeho
zdruzena funkcia hustoty je:

- X
n={5 50 @
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Funkcia hustoty rovnomerného rozdelenia na jednotkovom kruhu.
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Systém nahodnych premennych
Marginalne distribu¢né funkcie

Nech F(xi,...,xn) je zdruzena distribuéna funkcia systému
nahodnych premennych. Distribu¢na funkciu F; ndhodne;j
premennej X; z tohto systému potom urcime ako:

F,'(X,') :]P(X,' <X,'):]P)(X1 <00, ., Xi< Xi,...,Xp < OO)

Definicia (Marginalna distribucna funkcia)

Distribuéna funkciu
Fi(x;) = F(oo, ..., Xj,...,00) (6)

nazyvame marginalna distribucna funkcia ndhodnej premennej X;.
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Systém nahodnych premennych
Marginalne funkcie hustoty

Nech F(x1,...,Xn) je zdruzena distribu¢na funkcia systému
nahodnych premennych. Hustotu f; ndhodnej premennej X; z tohto
systému potom urcime ako:

Funkciu

fi(xi) = a_xF’(X’) (7)

1

nazyvame marginalna hustota nahodnej premennej X;.
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Systém nahodnych premennych
Marginalne funkcie hustoty

Ak je znama zdruzena funkcia hustoty f(x,...,x,), tak
marginalnu hustotu f; ndhodnej premennej X; mézeme urcit ako:

f,-(x,-):/ / f(X1y. ..y Xn)dxy...dxi—1 dxjp1 ... dx,.
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Systém nahodnych premennych
Marginalne funkcie hustoty

Ak je znama zdruzena funkcia hustoty f(x,...,x,), tak
marginalnu hustotu f; ndhodnej premennej X; mézeme urcit ako:

f,-(x,-):/ / f(X1y. ..y Xn)dxy...dxi—1 dxjp1 ... dx,.

Pojem marginalnej hustoty je mozné rozsirit z jednej na viac
nahodnych premennych zo systému (X1, Xa, ..., X,). Ak

1 < k < n, tak marginalnou zdruzenou hustotou systému
(X1, X2, ..., Xx) rozumieme funkciu

f1,2,...,k = / / f(Xl,...,Xn)ka+1...an.
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Rovnomerné rozdelenie na jednotkovom Stvorci

1 Nech D ={(x,y);0<x<1,0<y <1}
Potom nahodny vektor (X, Y) ma rovnomerné
rozdelenie na D, ak jeho zdruzena funkcia
hustoty je:

0 1 f(x,y)—{ L ONED )

0 inak.
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Pre marginalne hustoty potom plati
') 1
fi(x) =/ f(x7y)dy=/ dy =1,
—00 0

a podobne

ﬁ(y):/Zf(x,y)dx:/oldx:l.

Marginalne ndhodné premenné maja teda rovnomerné rozdelenie na
(0;1).
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Rovnomerné rozdelenie na casti jednotkového

Stvorca
y Nech D je zjednotenim lavej dolnej a pravej
1 hornej Stvrtiny jednotkového stvorca, teda
D={(xy)0<x<30<y<3}
1 U{(x,¥)i3 <x < 1,5 <y<1}. Zrejme
2 plosny obsah D je 1, preto nahodny vektor
(X, Y) ma rovnomerné rozdelenie na D, ak
0 % 1 X  jeho zdruzena funkcia hustoty je:

n={3 &0 o
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Pre marginalne hustoty potom plati

1
S fy)dy = [F2dy =1, x€(0;3)
f(x) = foooof(x,y)dnyg?dy:l’ x € (3:1)

ffooo fOx,y)dx = [22dx=1, y¢€ <0;%>
f2(y): foo f(X,y)dX:f%12dxz]_7 y € <%'1>

0 inak

Marginalne nahodné premenné maji teda opéat rovnomerné rozdelenie na (0; 1),
a to aj napriek tomu, ze pévodna zdruzena funkcia hustoty je vel mi odlisna

a dokonca nespojita na D.
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Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Rovnomerné rozdelenie na jednotkovom
kruhu

Nech D je jednotkovy kruh, teda

D = {(x,y); x*> + y? < 1}. Zrejme plosny
obsah D je m, preto nahodny vektor (X, Y)

1 x ma rovnomerné rozdelenie na D, ak jeho
zdruzena funkcia hustoty je:

- X
n={5 50 @

Ales Kozubik



Priklad

Rovnomerné rozdelenie v rozliénych oblastiach

Pre urcenie marginalnej hustoty si musime uvedomit, ze pre
x € (—1;1) je f(x,y) # 0 prave vtedy, ak plati

—V1—x2 <y <1— x2. Pre takéto x potom dostavame
00 V1-x2 1 2
fl(X)—/ f(x,y)dy—/ —dy =—V1-x%

T

Preto
{ 2/1-x2 xe(-1;1)
0

a zo symetrie

2/1-y? ye(-11)

hly) = { 0 inak.
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Priklad

Nerovnomerna zdruzena hustota s rovnomernymi marginalnymi hustotami

Nech nahodny vektor (X, Y) ma zdruzend funkciu hustoty
f(x,y)=c—2(c—1)(x+y—2xy), x,y € (0;1),0 < c < 2.

O tejto funkcii sa mézeme presvedcit, ze je na jednotkovom Stvorci
nezaporna (postupnym posadenim vsetkych alternativ c <1, c =1
a ¢ > 1). Tiez palti

1 r1
C—2(c—1)/ /(x+y—2xy)dxdy:1.
0 JO

Uréme marginalne hustoty.
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Priklad

Nerovnomerna zdruzena hustota s rovnomernymi marginalnymi hustotami

Funkcia hustoty pre ¢ = 0.5.



Priklad

Nerovnomerna zdruzena hustota s rovnomernymi marginalnymi hustotami

Pre marginalnu hustotu X plati
! 1

f(x) = c—2(c—1)/ (x+y—2xy)dy = c—2(c-1) {x + 5 x] =1.
0

Pre marginalnu hustotu Y plati

1
h(y) = c—2(c—1)/0 (x+y—2xy)dx = c—2(c—1) [y + % - y} =1.
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Systém nahodnych premennych

Zdruzena hustota a pravdepodobnost

Podobne ako v jednorozmernom pripade plati

Nech D je regularna oblast v n-rozmernom priestore R", X =

(X1,...,X,) nahodny vektor so zdruzenou funkciou hustoty

f(x1,...,xn). Potom pre pravdepodobnost, ze nahodny vektor X
nadobudne hodnotu z oblasti D plati

P(X € D) / / Xiy.. oy Xp)dxy ... dx,.
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Systém nahodnych premennych
Priklad

Zadanie

Nech (X, Y) je ndhodny vektor so zdruzenou funkciou hustoty
f(x,y) =60xy>, x,y >0, x+y <L

Uréme pravdepodobnost PP (X + Y < ).

Ales Kozubik



Systém nahodnych premennych
Priklad

[
N
e wwasoo oo

+

Funkcia hustoty.
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Systém nahodnych premennych
Priklad

]P’(X+ Y < 1> = / 60xy? dx dy

2
x,y 20,
x+y<3

2
1 2
1
:30/2y2(—y> dy
0 2
11
=30 560 = 32°
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