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Zakony velkych cisel

Motivacia

Opakujeme urcity pokus a z pozorovanych hodnét sa pokasame
rekonstruovat rozdelenie pripadne jeho charakteristiky.

Ocakavame, ze pri dodrzani podmienok sa s rastiicim poctom
opakovani budi empirické rozdelenie pocetnosti a empirické
charakteristiky priblizovat k teoretickému rozdeleniu.

Tato myslienku presnejsie upravuja zakony velkych cisel.

Ako prvii viak treba presne Specifikovat podstatu priblizovania.
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Zakony velkych cisel

Konvergencia podla pravdepodobnosti

Definicia (Konvergencia podla pravdepodobnosti)

Hovorime, ze postupnost ndhodnych premennych Xi, ..., X, konver-
guje podla pravdepodobnosti ku konstante ¢, €o zapisujeme X, LN c,
ak pre kazdé ¢ > 0 plati

lim P(| X, —c| <e)=1, (1)
n—o0

resp.
n||_>nc1>oIP(|X,, —cl>¢)=0. (2)
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Zakony velkych cisel

Slaby zakon velkych é&isel

Veta (Cebysev)

Nech nahodné premenné Xi,..., X, st po dvoch nezavislé, maju
stredné hodnoty E (X;) < oo a rozptyly D(X;) < ¢, i=1,...,n,
kde c je koneéné kladné cislo. Potom pre lubovolné redlne e > 0

plati
ZX/' 1
. i=1 : -
lim P | |=— — HEII:IE(X,) <e| =1 (3)
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Zakony velkych cisel

Slaby zakon velkych é&isel

Vzhladom na platnost Cebysevovej nerovnosti je mozné tato
pravdepodobnost odhadnat ako:

'21Xi Lo _ZID(X,') c
P||= -2 E(X; >1-=__ >1-— (4
n n; (Xi)|<e| = n%¢2 = ne2 (#)

Limitnym prechodom pre n — oo potom dostaneme tvrdenie vety.
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Zakony velkych cisel

Slaby zakon velkych é&isel

Alternativne mozno slaby zakon velkych &isel formulovat takto:
Veta (Slaby zakon velkych cisel)

Nech nahodné premenné Xi, ..., X, st po dvoch nezavislé, identicky
rozdelené nahodné premennég, E (X;) = u, D (X;) < co. Potom pre
lubovolné realne ¢ > 0 plati

n
> Xi
lim P 'Zln —ul>e| =0, (5)

n—oo

c P
£j, XtetotXs B
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Slaby zakon velkych ¢isel
Priklad

Zadanie

Uréme pravdepodobnost toho, ze aritmeticky priemer z 1000
nezavislych merani udava skutocna hodnotu meranej veliciny u s
presnostou 0,01, ak rozptyl jednotlivych vysledkov merani
nepresahuje 0,2.
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Slaby zakon velkych ¢isel

Riesenie

Vysledky jednotlivych merani reprezentujme nahodnymi
premennymi Xi, ..., X1000, priCom zrejme E(X;) = p a
D(Xi) <0,2prei=1,...,1000.

Podla (4) pre ¢ = 0,2 dostavame

1000

Xi

5 <001 — %2 Loos
1000 XS =" 100000127 7

Teda aritmeticky priemer 1000 merani sa od skutoénej hodnoty
neodchyli o viac ako 0,01 s pravdepodobnostou aspon 0,98.
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Zakony velkych cisel

Slaby zakon velkych é&isel

Veta (Bernoulli)

Nech nahodna premenna X, predstavuje pocet vyskytov udalosti A s
pravdepodobnostou nastatia P (A) = p v sérii n nezavislych pokusov.

Potom pre lubovolné € > 0 a nahodna premenni % plati:

Xn
IimIP’<—p <5>:1, (6)
n—o00 n

resp.

Xn
|im]P’<—p 25)20. (7)
n—o00 n
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Slaby zakon velkych ¢isel

Bernoulliho zakon velkych éisel

S vyuzitim Ceby3evove]j nerovnosti mézeme opit odhadnat
pravdepodobnost, Ze relativna pocetnost nastatia udalosti A v sérii
n pokusov sa bude od teoretickej pravdepodobnosti odlisovat o viac
ako ¢.

Plati

Xn p(1—p) 1
P(|— — >1l—-——=2>1- .
(‘ n p‘ <€) - ne? 4ne?
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Centralna limitna veta

Podstatou vsetkych formulacii centréalnej limitnej vety je tvrdenie,
Ze stcet velkého poétu nezavislych ndhodnych premennych s
konecnou strednou hodnotou a rozptylom ma asymptoticky
normalne rozdelenie.

Tento vysledok sa vyuziva v praxi. Ak skimané nahodné veli¢iny v
jednotlivych pokusoch nemaji normalne rozdelenie, tak s ich
sictom sa pri dostatocne velkom poécte pracuje ako s normalne
rozdelenou ndhodnou premennou.
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Centralna limitna veta

Veta (Lundenberg-Levy)

Nech Xi,..., X, je postupnost nezavislych ndhodnych premennych,
ktoré maja identicky zakon rozdelenia s kone¢nou strednou hodnotou
E(X;) = p a koneénym rozptylom D (X;) = o pre i = 1,...,n.
Nahodna premenna Y definujeme ako sicet Y = X3 + -+ + X,.
Potom normovana nahodna premenna

_Y-E(Y)
/DY)

)

ma asymptoticky Standardizované normalne rozdelenie pravdepodob-
nosti N (0, 1), t.j. plati vztah

lim P(U < u) =®(u), —oo<u<oo.

n—o0

v
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Centralna limitna veta
Moivre—Laplace

Specialnym pripadom je nasledujica

Veta (Moivre-Laplaceova integralna veta)

Nech Xi,..., X, je postupnost nezavislych ndhodnych premennych,
X, ~ Bin (n, p). Potom pre [ubovolné x plati

. Xy — np
lim ]P’<"<x>:¢x.
n—o0 /npq ()

ma asymptoticky standardizované normalne rozdelenie pravdepodob-
nosti N (0, 1), t.j. plati vztah

lim P(U < u) =®(u), —o0o<u<o0.

n—o0
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Centralna limitna veta
Moivre—Laplace

Moivre—Laplaceova integralna veta umoziuje pre velké hodnoty
opakovani n aproximovat binomické rozdelenie normalnym.

Na vyjadrenie pravdepodobnosti, ze ndhodna premenna s
rozdelenim Bin (n, p) nadobudne hodnoty z intervalu (a; b) tak
pouzijeme aproximaciu

P(agxgb)sz(b\/%))—dJ(i/;is).

Pre presnejSiu aproximaciu mézeme pouzit vztah

1 1
b+ -—np a—-—np
Pla<x<b)=9¢ 2 | _¢|—2_
V/npq \/npq
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Moivre—Laplaceova integralna veta
Priklad

Zadanie

Poistovia poistuje 1000 l'udi rovnakého veku. Pravdepodobnost
amrtia v priebehu roka je pre kazdého z nich 0,005. Chceme overit
ziskovost poistovne v pripade, ze poistné je stanovené na 20€ s
poistnou sumou 6 667 €.
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Moivre—Laplaceova integralna veta
RieSenie

V nasom pripade mame E (X) =1000-0,005=5 a
D(X) = 1000- 0,005 - 0,995 = 4,95 a o = 2, 23.

Poistovia nebude ziskova (vzhladom na tento druh poistenia) ak
jej zisk bude mensi, nanajvys rovny poistnej nahrade. Odtial
20000 < X - 6667, teda ak X > 3.

Po apravach podla Moivre—Laplaceovej integralnej vety dostavame

X-5 3-5
P(X >3)=1-P(X =1-P
(X=3) (X<3) <2,23 < 2,23>

=1-P(U < —0.8967) ~ 1 — &(—0.9) = 0, 816.
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Centralna limitna veta
Moivre—Laplace

Problém vypoctu P (X = k), kde X ~ Bin(n, p) pri velkych
hodnotach n riesi nasledujica veta.

Veta (Lokalna veta Moivre-Laplaceova)

Nech nahodna premenna X ~ Bin (n, p). Potom pre 0 < k < nsplha
pravdepodobnost P (X = k) limitny vztah pre n — oo:

P(X = k)

- =1

lim
n—o0

2
1 kfnp>
\2mnpge d (V"”q
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Centralna limitna veta
Moivre—Laplace

Lokalna veta Moivre—Laplaceova umoznuje urcit priblizni hodnotu
pravdepodobnostnej funkcie binomického rozdelenia v tvare

P(X =k) =~ %@(iﬁ%ﬁ,

kde ¢ je hustota standardizovaného normalneho rozdelenia.
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