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Uvod 2

Uvod

V nasledujicich kapitoldch sa budeme zaoberat niektorymi zakladnymi sto-
chastickymi metédami, s ktorymi sa v praxi stretdvame pri manazérskom roz-
hodovan{ [I3]. Najskor struéne zopakujeme niektoré pojmy a postupy z tedrie
pravdepodobnosti, ktoré st potrebné k pochopeniu problematiky. Pre hlbsie
vniknutie do tejto problematiky odporic¢ame ucebnicu [2] a [I2] a pre precvicenie
prirucku [8]. Naviazeme najpouzivanejsimi Statistickymi metédami s ukézkami
ich pouzitia. Rozsiahlejsi vyklad problematiky mozno néajst v uéebniciach [T, [3].
V texte sa obmedzime len na vyber takych metéd, ktoré maji podporu v pro-
gamovom baliku MS Excel. Ako vyznamné aplikicie stochastickych met6d sme
vybrali modeli z teérie hromadnej obsluhy a tedrie zdsob z monografif [13} [6], [9].
Vyuzitie zédkladnych poznatkov tedrie markovovych retazcov demonstrujeme na
rieSeni praktickej optimalizac¢nej tilohy tdrzby a obnovy zariadenia s podporou
solvéru Riesitel v programe MS Excel.

Pravdepodobnostné predpovede, tsudky a modely sa uz dnes stdvaju, aj
vdaka dostupnym programovym produktom (MS Excel, STATISTIC, R), bez-
nou vybavou manazérov na vsSetkych stupnoch riadenia. Uplatniuji sa napr. pri
vyhodnocovani vysledkov marketingového prieskumu, kontrole akosti vyrobkov,
tvorbe nevyhnunych zasob tovarov, volbe typov a rezimoch obsluhy zdkaznikov.
Teoretickym zakladom takéhoto rozhodovane v podmienkach neistoty je tedria
pravdepodobnosti.
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Kapitola 1

Pojmy a tvrdenia teodrie
pravdepodobnosti

Jednou z pric¢in nespravnych aplikécii vysledkov stochastickych metéd byva
nepochopenie zakladnych pojmov a tvrdeni teérie pravdepodobnosti. Budeme
im preto venovat zvysenu pozornost.

1.1 Nahodné javy a ich pravdepodobnost

Nahodnym javom rozumieme akékolvek tvrdenie a vysledku ndhodného
pokusu, o ktorom s urc¢itostou vieme rozhodnit, po danej realizacii pokusu, ¢i
je ¢i nie je pravdivé. Ak je pokusom neohldsend névsteva hotela, potom jav
LAspon jedna izba je volnd“ je ndhodny jav. Ak takyto jav nemozno vyjadrit
ako zjednotenie inych javov, hovorime o elementarnom jave. Prakticky to
znamena, ze elementarnym javom je najjednoduchsi vysledok pokusu, ktory uz
nemozno dalej rozlozif. V literature sa pouziva nasledujici Kolmogorov model [2]
nahodnych javov.

Uvazujme nejaky priestor €2, ktorého prvky budeme oznacovat w. Prvky
w budeme nazyvat elementarne javy a () priestor elementarnych javov.
Predpokladajme, ze je dany nejaky systém A podmnozin priestoru €2, ktory
vyhovuje nasledujicim podmienkam:

e Systém A je neprdzdny, t. j. A # 0.
e Ak A € A, potom tiez doplnok A € A.
e Ak Ay, Ay, --- € A, potom U;,)il A; e A

Dvojicu (£2,.4) nazyvame javové poleindexjavové pole a mnoZindm v systéme
A hovorime ndhodné javy.

Priklad 1.1. Nech je ndhodngym javom pozorovanie doby bezporuchovosti ne-
jakého stroja a nech sa pozoruje jav A Ze ,porucha nastane v priebehu prugjch
10-tich dni prevdadzky “. Jav A nie je elementdrny, lebo ho mdézeme rozloZit na 10
elementdarnych javov w;, Ze ,porucha nastane v priebehu i-teho dra prevddzky “
t.j. A=U2, wi O

Z de Morganouvgjch vztahov pre mnoziny plati ([, A; = Uj_; A; € A a tak
aj spolo¢né nastiupenie javov je javom. Pretoze systém A je neprazdny a tak
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musi obsahovat nejaky jav A a teda aj A;Dalej tiez musi systém A4 obsahovat
nemozny jav ) = AN A a isty jav Q = (.

Pokial mé priestor €2 konecnu alebo spocitatelnii mnozinu prvkov, potom sa
za, A berie systém vSetkych podmnozin priestoru. Ak je ale Q nespoditatelnd
mnozina, potom 4 obycajne zahrnuje len niektoré jeho podmnoziny.

Ak mé Q = {wy,ws,...,wn} len koneény pocet N prvkov, mozno definovat
klasicki pravdepodobnost javu A za predpokladu, Ze elementarne javy na-
stavaju s rovnakou pocetnostou. Potom pravdepodobnost javu A, ktory je

zjednotenim N4 elementdrnych javov, je rovnd P(A) = %

Priklad 1.2 (O vadnych fotoaparatoch [2]). V tovdrni na vgrobu fotografickgch
pristrojov bolo pred expediciou 20-tich fotoapardtov zistené, Ze tri z nich treba
opravit. Nepozorny zamestnanec vsak tieto tri vadné fotoapardty zamiesal medzi
ostatné tak, Ze je ich poradie medzi dobrymi tplne ndhodné. Kontrolor must
opdtovne prezriet jednotlivé pristroje, kym nendjde tie tri vadné. Kontrolor hladd
odpoved na nasledujice otdzky:

a) Akd je pravdepodobnost, Ze nebudem musiet prehliadnul viac nez 17 pri-
strojov?

b) Akd je pravdepodobnost, Ze budem musiet prehliadnut prave 17 pristrojov?

¢) Bude s najvicsou pravdepodobnostou posledny vadny pristroj az na posled-
nom mieste?

RieSenie.
a) Oznacme jav A =, Kontrolér nebude musiet prehliadnut viac nez 17 pristro-
jov¥. Jav A nastane vtedy, ked nastane jov Ay = ,Kontrolér ndjde tri vadné

pristroje na prujch 17-tich poziciach® alebo jav As =, Kontrolor ndjde na 17-
tich poziciach len dobré pristroje“ (na poslednych 3 poziciach si hladané vadné
pristroje). Vidime, e A= A1 U Ay, A1 N Az =0 a tak

17
1
P(A) = P(A1) + P(As) = % + 5 = 0,105263.

&) ()

b) Oznacme jav B =, Kontroldr bude musiet prehliadnul prave 17 pristrojov*.
Jav B nastane vtedy, ked nastane jav By =, Kontrolor ndjde poslednij vadny pri-
stroj na 17-tej poziciach“ (na prvgch 16-tich poziciach nasiel 2 vadné pristroje)
alebo jav Ay. Mdme B = By U Ay, BN Ay =0 a tak

16
1
P(B) =P(B1) + P(A2) = % + o5 = 0,106140.
(3)  (3)
¢) Oznaéme javy Cy, =, Posledny vadny kus je na k-tom mieste “, k=3,4, ..., 20.

k—1

Potom P(Cy) = % a zrejme plati P(Cs) < P(Cy) < --- < P(Cq). Tento

vysledok by sa dal nazvat ,zdkon schvdlnosti®. O
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V axiomatickej teérii pravdepodobnosti sa na mnozinich A definuje pravde-
podobnostna miera P nasledovne.

Nech je dané pravdepodobnostné pole (£2,.4). Nech P je redlna funkcia de-
finovana na systéme A, ktord vyhovuje podmienkam:

e P(A) > 0 pre lubovolnii mnozinu A € A.

o Ak si Ay, Ag, - - € A disjunktné mnoziny (nezlucitelné javy), potom plati

P ['j a) = iP(A”'

° 'P(Q) =1.

Potom ¢&islo P(A) nazyvame pravdepodobnost javu A a trojicu (Q,.A,P)
nazyvame pravdepodobnostny priestor.

7 uvedenych podmienok na pravdepodobnost plynt jednoduché désledky:
P(A)=1—-P(A) aP(lh) =0.

Poznamka. Na tomto mieste je potrebné si uvedomit, Ze zo vztahu P(A) = 0
automaticky neplynie A = ().
1.2 Zavislost, nezavislost a Bayesova formula

Nech A, B € A st dva ndhodné javy a nech P(B) > 0. Podmienend prav-
depodobnost javu A za podmienky Ze nastal jav B sa definuje vzorcom

P(ANB)
P(AB) = ————2
Ak plati P(A|B) = P(A) hovorime Ze javy A a B si nezavislé.
Majme ndhodné javy Ai, As,..., A, € A. Hovorime, Ze tieto javy st neza-
vislé ak plati pre kazdi podmnozinu {41, iz, ..., i} mnoZziny {1,2,...,n}

P(A;, NA,N---NA;) =P(A;,)P(Ai,) ... P(A;).
Poznamka. Z rovnosti
P(A1NAyN---NA,) =P(A1)P(As) ... P(A2)

sa niekedy mylne usudzuje na nezdvislost javov aj pre n > 2. To mdva za ndsle-
dok znehodnotenie stochastickijch tvrdent.

Priklad 1.3 (O logistickom retazci). Majme logisticky retazec s n sekvencne
nadvdzujucimi nezdvislymi prevadzkami na vjrobu nejakého zariadenia, kde kaz-
dd z prevadzok disponuje r;,i =1,2,...,n funkéne zamenitelnymi a nezavislymi
strojmi. Akd je pravdepodobnost vgroby takéhoto zariadenia?
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Retazec plni bezchybne svoju funkciu pokial kaZdd prevddzka disponuje aspomn
jednygm funkcéne zamenitelngm strojom. Oznacme jav A =, Retazec plni svoju
Junkciu®“ a Ay = ,j-ty stroj i-tej prevddzky je bez zdvad“. Potom

s =»(A(0)) ~Trp(Un) -
f[l(lﬁ(lp(/xij))). O

Jj=1

Majme nanajvys spocitatelni mnozinu navzdjom nezluéitelnych (disjunkt-
nych) ndhodnych javov By, Ba,..., z ktorych aspori jeden nastéva (t. j. plati
B; N Bj = () pre kazdua dvojicu i # j a |J;, B; = ). Potom By, Bs, ... nazyvame
uplny systém javov.

Teraz uz moézeme formulovat vetu, ktord méa mnozstvo aplikacii.

Veta 1.1 (O dplnej pravdepodobnosti). Nech je By, Ba, ... dplng systém javov.
Ak st véetky pravdepodobnosti P(B;) kladné, potom pravdepodobnost lubovolného
javu A mozno vypocitat podla vzorca

P(A) = ZP(A|B¢)P(B¢).

Veta 1.2 (Bayes). Nech A je ndhodny jav a nech By, Ba, ..., B, je dplng systém
javov. Ak si P(A) > 0, P(By) > 0, ..., P(B,) > 0, potom plati Bayesova
formula

P(A|By)P(Bk)

P(By|A) = ST paBpE) F L (1.1)

Bayesova formula je mimoriadne délezita. Casto sa stiva Ze pozname
tzv. apriérne pravdepodobnosti P(By), ..., P(B,). M6zu to byt napr. prav-
depodobnosti pri¢in choréb. Dalej st zo skiisenosti zndme podmienené pravde-
podobnosti nejakého javu A za podmienky, Ze nastal jav By. Jav A tu mdze byt
komplex symptémov (vysokd teplota, krv v modéi, pozitivny test). Bayeseova
formula umoziuje vypocitat z tychto udajov tzv. aposteriérne pravdepo-
dobnosti P(Bj|A).

Priklad 1.4 (Lekarska diagnostika). UvaZujme test na rakovinu, ktory ddva u
0soby s rakovinou pozitivny visledok s pravdepodobnostou 0,95. Ak osoba nemd
rakovinu, bude test negativny s pravdepodobnostou 0,9. Je tiez zndme, Ze v popu-
ldcii md rakovinu 0,5 % ludi. Akd je pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrand osoba
z populdcie s pozitivnym testom md skutocne rakovinu?

Oznacme C =, Ndhodne vybrand osoba md rakovinu“. Nech znamienko +
znamend kladny a — zdaporny vysledok testu. Podla nasich predpokladov plati

P(+]C) =0,95; P(—|C)=0,05 P(+|C)=0,9; P(—|C)=0,1.
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Vieme, ze P(C) = 0,005. Po dosadeni do Bayesovej formuly dostaneme

_ P(+|C)P(C) _
PO = 5 310P(©) 1 PGIO)PE)

- 0,95 - 0,005
~0,95-0,005+ 0,09 - 0,995

=0,045.

Je to prekvapujici vysledok, nakolko vicsina ludi by povedala, Ze ndhodne vy-
brand osoba bude mat rakovinu s pravdepodobnostou 0,95 s oddévodnenim, Ze
takd je spolahlivost testu. O

Poznamka. V publikiciach [I2, [7] ndjdete viaceré manazérske aplikicie Ba-
yesovej formuly.

1.3 Nahodné veliciny a niektoré rozdelenia

Mnohé z ndhodnych pokusov, s ktorymi sa stretdvame pri manazérskom roz-
hodovani mé vysledok vyjadreny ¢islom napr. 1 — dobry alebo 0 — vadny vyrobok
alebo diskrétnym intervalom napr. vek déchodcov v marketingovych dotazniko-
vych 60-74, 75-89, 90 a viac alebo redlnym intervalom napr. maloobchodn4
cena produktu (a,b). V takychto pokusoch moézeme kazdému vysledku nahod-
ného pokusu priradit realne ¢islo alebo interval, ktory povazujeme za hodnotu
nahodnej veli¢iny. Formalne mozno nahodn veli¢inu definovat takto:

Majme pravdepodobnostny priestor (2, .4, P). Nahodna veli¢ina X:Q — R
je taka redlna funkcia definovana na priestore elementarnych javov €2, ze pre
kazdé redlne ¢islo z € R je {w € Q: X(w) < 2} € A, t. . je ndhodnym javom.

Distribu¢nou funkciou nadhodnej veli¢iny X rozumieme redlnu funkciu
definovant pre kazdé redlne = vztahom F(z) = P({w € O : X(w) < a}), dalej
len skratene F(z) = P(X < z).

Distribu¢nd funkcia F(z) ITubovolnej ndhodnej veli¢iny ma tieto zdkladné
vlastnosti:

e 0 < F(z) <1 pre kazdé redlne z.
o F(z1) < F(x2) pre kazdé redlne z1 < xs.

e lim F(z)=0, lim F(z)=1.

r—r—00 T—> 00

e Distribu¢na funkcia je sprava spojitd a ma nanajvys spocitatelne vela bo-
dov nespojitosti.

V praxi sa najcastejsie vyskytuju dva pripady ndhodnych veli¢in.

1. Diskrétny typ.

Néahodna veli¢ina X tu nadobiida najviac spocitatelne vela hodnot. Nech X
nadobtda len hodnoty 1,29, ... tak, ze P(X = z;) = p;,i = 1,2,.... Potom
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hovorime ze X mé diskrétne rozdelenie. Jej distribu¢na funkcia

F(z) = ZP(XZJ&)

z; <z

ma skoky v bodoch z1,zs,... a skok v bode x; ma velkost p;,i =1,2,....
Zékladné charakteristiky diskrétnej nahodnej veliciny X sa definuji vyrazmi:

e Stredna hodnota: = E(X) = xip;.
e Rozptyl: 0% = D(X) = E((X — p)?) = E(X?) — p2.

° P-kvantil Cislo z,, také, ze pre dané P, 0 < P < 1, plati F(zp) < P a

2. Spojity typ.

Nédhodn4 veli¢ina X nadobuda vsSetky hodnoty z urcitého intervalu. Ak exis-
tuje takd nezdpornd redlna funkcia f, ze F(z) = ffoo f(t)dt, potom hovorime,
ze X ma spojité rozdelenie a Ze [ je jej hustota. Ak poznadme distribu¢ni
funkciu, potom dostaneme hustotu tak, ze f(x) = F'(x).

Zakladné charakteristiky spojitej ndhodnej veli¢iny X sa definujt vyrazmi:

e Strednd hodnota: p = E(X) = [~ _axf(t)dt.
e Rozptyl: 02 = D(X) = B((X — u)?) = BE(X?) — 2.
e P-kvantil: Cislo xp, také, ze pre dané P, 0 < P < 1, plati F(zp) = P.

Ako priklady ndhodnych veli¢in si najskor uvedieme niekolko najjednoduch-
sich diskrétnych rozdeleni s ktorymi sa v aplikacidch najcastejsie stretdvame.

Priklad 1.5 (Alternativne rozdelenie). Majme ndhodni veli¢inu X ktord popi-
suje vysledok ndhodného pokusu takto: Ak nastal sledovany jav A (napr. ,Pocet
zmdtkov pri ndhodnym vybere jedného vyrobku“ alebo ,, Vybavenie ¢i nevybave-
nie ndhodne vybranej domdcnosti pocitacom*, atd), bude mat ndhodnd velidina
hodnotu x = 1 s pravdepodobnostou p, (0 < p < 1) a v opacnom pripade hodnotu
x =0 s pravdepodobnostou 1 — p, éo budeme znacit X ~ A(p).
Pravdepodobnostnd funkcia ndhodnej veliciny X ~ A(p) je potom urcend
P(X=1)=p, P(X=0) =1-—p. Lahko vypocitame charakteristiky

EX)=p, DX)=p(l-p). O

Priklad 1.6 (Binomické rozdelenie). UvaZujme, Ze budeme ndhodny pokus opa-
kovat n-krdt, pricom nastipenia sledovaného javu A mezdvisi od vysledkov pre-
chddzajicich pokusov X;,i = 1,2,...n tzv. Bernoulliho postupnost pokusov.

INiektoré kvantily maji $pecidlne nazvy: 0,5 — mediadn, xg 25 — dolny kvartil, zg,75 — horny
kvartil, x3,/100 — k-ty percentil (k =1,...,99).

stefan.pesko@fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko


mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko
mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko
mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko

Kapitola 1. Pojmy a tvrdenia teérie pravdepodobnosti 9

Napr. A = _,Pocet zmdtkov pri 30-tich testovangch wviyrobkov®, ,Pocet neza-
mestnangjch z 60-tich ndhodne vybrangch absolventov FRI ZU*, atd. Dalej bu-
deme predpokladat, Ze pravdepodobnost ispechu kazdého z pokusov je konstantnd,
rovnd p. Teraz hladdme pravdepodobnost ndhodnej veliciny X = 31" | X, kde
X; ~ A(p) st nezdvislé ndhodné veliciny.

Pravdepodobnostnd funkcia ndhodnej veliciny X ~ Bi(n,p) je potom urcend

PX=k)= <Z>pz(1 —z)" % k=0,1,...,n

Odvodenie vzorcov pre vypocet charakteristik uz nie je tak jednoduché ako v
predoslom priklade,

E(X) =np, D(X)=np(l-p). O

Priklad 1.7 (Poissonovo rozdelenie). Poissonovo rozdelenie bjva oznacované
ako rozdelenie riedkych javov, lebo sa podla neho riadi pocet vyskytov javowv,
ktoré maji velmi mald pravdepodobnost. Jednd sa ndhodni velicinu X ~ Po(\)
s jedngm parametrom A, X\ > 0, ktord md pravdepodobnostni funkciu

)\k -
P(X=k) = ke' L k=0,1,2,...
a zdkladné charakteristiky E(X) = X, D(X) = A. O
Poznamka. Za zmienku stoji ocividnd skutocnost, Ze A(p) = Bi(1l,p). Me-

nej zrejmy je ale fakt, Ze Po(\) méZeme pomerne presne aprorimoval pomocou
Bi(n,p) ak n — oo, p — 0 (priblizne n > 30, p < 0,1) a A\ = np je konecné
cislo.

Ako priklady spojitych ndhodnych veli¢in uvedme niektoré najpouzivanejsie
rozdelenia pouzivané vo frontovych modeloch a v Statistickych metodach.

Priklad 1.8 (Rovnomerné rozdelenie). Nech je ¢iselnd os je rozdelend na oblast,
kde sa skimanyg jav A moze vyskytovat a zvysni oblast, kde sa jav A nevyskytuje.
Nech a oznacuje zaciatok oblasti vyskytu a b oznacuje koniec oblasti vyskytu.
Visledkom skimaného javu je redlne ¢islo x z intervalu (a,b).

Jednd sa teda o rozdelenie, ktorého hustota pravdepodobnosti je na intervale
(a,b) konstantné a inde je nulovd. Ndhodnd veli¢ina X ~ R(a,b) je definovand
hustotou pravdepodobnosti resp. distribucnou funkciou

0, akax € (—o00,a),

1
f(z) = { b6a’ a: v ; Ea’ 2;’ resp. F(x)= { ey akz € (ab),
v AR T ENA,0), 1, akx e (boo).

Jej strednda hodnota a rozptyl si urcené vztahmi

B(X) = a;b, D(X) = % O
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Priklad 1.9 (Exponencidlne rozdelenie). Majme tok udalosti s intenzitou A
udalosti za jednotku casu. Uvazujme spojitd ndhodni velicinu X wréend diz-
kou casového intervalu medzi vyskytom dvoch po sebe iducich udalosti. Napr.
X =, Doba cakania na autobus®, ,Doba medzi nehodami na krizovatke“, ,,Doba
medzi doddvkami na sklad z nezdvislijch zdrojov*, atd.

Ndhodnd velicina X ~ Exp()\) je definovand hustotou pravdepodobnosti resp.
distribucnou funkciou

Ae M gk x>0, 1—e™* akz >0,
)= { 0, ak x <0, resp. F(z) = { 0, ak x < 0.

Jej strednd hodnota a rozptyl st urcené vztahmi

1 1
T D(X) = 2 O

Ak mé doba do vyskytu udalosti exponencidlne rozdelenie, potom je inten-
zita vyskytu udalost] konStantnd a nezavisi na dizke predchadzajtcej prevadzky
systému. Hovorfme, Ze toto rozdelenie je ,rozdelenie bez paméti (zero-memory
distribution)“. Zd4 sa akoby systém zabidal na uz odpracovant dobu.

V tedrii spolahlivosti, kde k poruchdm dochidza z ndhodnych pricin a nie
opotrebovanim, sa vyuziva bezpaméatova vlastnost takto: Ak ma doba do vy-
skytu poruchy exponencidlne rozdelenie T ~ Exp(\) potom pravdepodobnost,
ze systém, ktory pracoval bez poruchy dobu ¢; a bude takto pracovat dalsiu dobu
ty je rovna pravdepodobnosti, ze systém, ktory doteraz pracoval bez poruchy
bude tak pracovat eSte najmenej dobu t5. Formalne tito vlastnost zapiseme:

B(X) =

P(T>t1+t20T>ﬁ1) _

P(T > t1+t2|T >t1) =

P(T > tl)
P(T >t +t e~ A(ti+t2) B
a (P(T >1t1) - ot © M2 = P(T > ta).

Priklad 1.10 (Normaélne rozdelenie). Toto najcastejsie pouzivané dvojparamet-
rové rozdelenie byjva vhodné k popisu ndhodnych velicin, ktoré vznikaji ako adi-
tivny dosledok malych navzdjom nezdvislych vplyvov napr. ,,chyba merania“,
yodchylka od deklarovanej vahy tovaru “, atd.

Ndhodnd wvelicina X ~ N(u,0?) je definovand hustotou pravdepodobnosti
resp. distribuc¢nou funkciou pre x € (—o0, 00)

1 (w—p)? 1 ® (t—p)?
flx) = e 3, resp. F(z) = / e 2.2 dt.
oV 2w oV2T J—o

Jej strednd hodnota a rozptyl si urcené parametrami rozdelenia yp € R, 0 > 0
E(X) =pu, D(X) =0

Normdlnemu rozdeleniu sa tiez hovori Gaussovo rozdelenie. Najcastejsie sa vy-
skytuje Standardizované (tieZ normované) normdlne rozdelenie N(0,1) s husto-
tou a distribucnou funkciou

1 22 1 z +2
T) = e 22, Pr)=— e” 2 dt.
o) = o (=) m/_oo
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Na obrdzkoch a [, mdme priklady grafov hustoty funkcie N(0,02)
a N(p,1).
Standardizované normdlne rozdelenie Z ~ N(0,1) dostaneme pomocou ne-

normovaného X ~ N (u,0?) normovanim Z = % a naopak X = p+oZ. O

N (0:1)

N(@2:1)

054 NI

4 2 0 2 4
Obr. 1.1: Graf funkcie normélneho Obr. 1.2: Graf funkcie normélneho
rozdelenia pre rézne o rozdelenia pre rozne p

Ich charakteristiky byvaja tabelované v statistickych tabulkach pripadne
existuju Statistické funkcie (tab. [1.1)).

Tabulka 1.1: Funkcie normalneho rozdelenia v programe MS Excel

NORMDIST(x, 4, 0,1) | F(z), hodnota distribuénej funkcie v éfsle = pre N(u, 0?)

NORMDIST(z, i1, 0,0) | f(z), hodnota funkcie hustoty v &isle o pre N(u,o?)

NORMINV(p, p, o) p x 100 %-ny kvantil pre N(u, o?), p-pravdepodobnost
NORMSDIST(z) ®(z), hodnota distribu¢nej funkcie v ¢isle z pre N(0,1)
NORMSINV(p) p X 100 %-ny kvantil pre N(0,1), p-pravdepodobnost

Jednym zo zékladnych principov kontroly kvality je pravidlo 30 (SPC —
Statisitics Process Control, ISO normy pre SPC). Hovori, Ze ak mdme ddaje
pochéddzajice z normélneho rozdelenia, potom temer vsetky (99,8 % z nich)
lezia v intervale (u — 30, u + 30).

Poznamka. Viznam normdlneho rozdelenia spociva aj v tom, Ze je limitou
niektorych inych rozdeleni, napr. binomického.

Pri verifikacii Statistickych hypotéz sa najcastejsie stretneme s touto dolezi-
tou trojicou rozdeleni ndhodnych veli¢in.
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Priklad 1.11 (x? rozdelenie). Majme n nezdvisljch ndhodnyjch veli¢in standar-
dizovaného normdlneho rozdelenia X; ~ N(0,1), potom ich sicet X =31  X?
md x? rozdelenie s n stupriami volnosti, co znacime X ~ x2%(n).
Ndhodnd velicina X ~ x%(n) je definovand hustotou pravdepodobnosti, resp.
distribucnou funkciou pre x € (—oo, 00)
1 n_q

f(z) = W(%)ff?f

x 1 ® n t
ef’ resp. F(LE) = 2;}1’1(7’7,)/ t 2 ez dt,
2 [e%S)

kde T(o) = [ e *x'~*da. Aj z obrdzku vidime, Ze uvedené funkcie si
pomerne komplikované a tak si tabelované (tab. . Strednd hodnota a rozptyl
st urcené [I2] parametrom n rozdelenia (n > 1, celé)

E(X)=n, DX)=2n. 0O

Obr. 1.3: Funkcia hustoty x? rozdelenia

Tabulka 1.2: Funkcie x? rozdelenia v programe MS Excel

Pre x? rozdelenie s n stupfiami volnosti, z > 0 uréi

pravdepodobnost p = CHIDIST(z,n) = P(X > z) =1 — F(z).

CHIDIST(z,n)

Urd &islo x? (kritickd hodnota x? rozdelenia s n stupiiami

CHIINV(p,n) volnosti a pravdepodobnostou p) tak, aby P(X > x?) = p.

Inverzna k funkcii p = CHIDIST(z,n).

Priklad 1.12 (Studentovo rozdelenie). Majme dve nezdvislé ndhodné veliciny
Y ~ N(0,1) a Z ~ x?(n), potom ndhodnd velicina definovand vztahom X = YZ
md Studentovo t rozdelenie s n stupriami volnosti, éo znacéime X ~ t(n). B

Néhodnd velicina X ~ t(n) je definovand hustotou pravdepodobnosti (vid

obr. , resp. distribucnou funkciou pre x € (—o00, 00)

stefan.pesko@fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko


mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko
mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko
mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko

Kapitola 1. Pojmy a tvrdenia teérie pravdepodobnosti 13

Ako vidiet, uwvedené funkcie si este komplikovanejsie a tak s opdat tabelované
(tab. , Strednd hodnota a rozptyl si uréené [I2] parametrom n rozdelenia

E(X)=0pren>1, D(X)

Lpren>2. O
n—2

Obr. 1.4: Funkcia hustoty ¢ rozdelenia, hustota je symetricka podla osi y
s vrcholom v bode x =0

Tabulka 1.3: Funkcie ¢ rozdelenia v programe MS Excel

Pre Studentovo rozdelenie s n stupnami volnosti, z > 0 urci

TDIST(z,n,.) pravdepodobnost p = TDIST(x,n,1) = P(X > z) =1 — F(x),
resp. pravdepodobnost p = TDIST(z,n,2) = P(|X| > z).
Urdi ¢islo ¢ (kritickd hodnota ¢ rozdelenia s n stupniami
TINV(p,n)

volnosti a pravdepodobnostou p) tak, aby P(|X| > t) = p.
Inverznd k funkcii p = TDIST(z,n, 2).

Priklad 1.13 (Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie). Majme dve nezdvislé nd-
hodné veliciny Y ~ x%(m) a Z ~ x?(n), potom ndhodnd velicina X definovand
Y

vetahom X = % md Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie (strucne F rozdelenie)

sman stupﬁa;ni volnosti, ¢o znacime X ~ F(m,n).
Néhodnd velicina X ~ F(m,n) je definovand nenulovou hustotou pravdepo-
dobnosti pre x > 0

1—\( n+m ) m % m m _ ”m;—n
@) = s (&) @7 (14 2a)
L3)r(3) \n n
Strednd hodnota a rozptyl si uréené [12] parametrom n rozdelenia
n 2n%(n+m—1)
E(X) = 2, DX)=———F7F —~+F 4. O
(X) —— pren>2 (X) m(n—2)(n—14) pre n >
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Obr. 1.5: Funkcia hustoty F' rozdelenia, hustota je symetrickd podla osi y
s vrcholom v bode z =0

Tabulka 1.4: Funkcie F' rozdelenia v programe MS Excel

Pre Fisherove rozdelenie s n1, ne stupnami volnosti, >0 urci

pravdepodobnost p = FDIST(z,n1,n2) = P(X>z) = 1-F(x).

FDIST(z,n1,n2)

FINV(p, n1, ms) Urdi ¢&islo F' (kritickd hodnota F rozdelenia s ni, ne stupiiami

volnosti a pravdepodobnostou p) tak, aby P(|X| > F) = p.

Inverzna k funkcii p = FDIST(x, n1,n2).

Podnetné namety na pouzitia uvedenych rozdeleni pri stochastickom mode-
lovani, prevazne z manazérskej praxe, mozeme najst v monografii [13].

1.4 Nahodny vektor

Nech st ndhodné veli¢iny Xy, Xo, ..., X,, definované na rovnakom pravde-
podobnostnom priestore (2, 4, P). Potom vektor X = (Xy,Xo,...,X,) nazy-
vame ndhodny vektor. Funkciu definovant pre kazda n-ticu redlnych cisel
(z1,22,...,2,) vatahom

F(xl,xg,...,xn) :p(Xl le,Xg ng,...,xn an)

nazyvame distribu¢na funkcia ndhodného vektora X.
Distribu¢nd funkcia F(z1, 22, ..., Z,) lubovolného ndhodného vektora X ma
tieto zakladné vlastnosti:

e 0 < F(x1,22,...,2,) <1 pre kazdé (z1,xo,...,z,) € R".

o F(x1,x9,...,x,) je neklesajica funkcia kazdej svojej premennej.
e lim F(x1,29,...,2,)) =0, lim F(xy,29,...,2,)=1prej=1,... n.
ZEJ—>—OO I7—>OO
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o F(x1,x9,...,x,) je sprava spojitd v kazdej svojej premennej a ma nanaj-
vys spocitatelne vela bodov nespojitosti.

Podobne ako v pripade ndhodnej veli¢iny aj v pripade ndhodného vektoru
rozlisujeme dva pripady:
1. Diskrétny typ.
Néhodny vektor X = (X4, ...,X,,) méd (zdruZené) rozdelenie diskrétneho
typu ak existuje takd nanajvys spocitatelnd mnozina n-tic redlnych ¢isel M, ze

o P(X; =x1,...,X, =x,) > 0 pre kazda n-ticu (x1,...,2,) € M,
L] Z(ml,-.»,fn)ej\4 P(Xl - ‘7/'17 “ee 7XTL - xn) = ]..

Funkcia P(X; = z1,...,X,, = z,) sa nazyva pravdepodobnostni funkcia
nahodného vektoru X. Distribu¢na funkcia je

F(J}l,...,.’lfn): Z Z ’P(Xlztl,,Xn:tn)

t1<z1 tn<zp

2. Spojity typ.

Nahodny vektor X = (Xy,...,X,,) mid (zdruZené) rozdelenie spojitého
typu ak existuje nezdpornd redlna funkcia f(z1,...,z,), Ze pre vsetky redlne
n-tice redlnych ¢isel (x4, ..., x,) plati

Z1 Tn
F(.’L’h,xn)://f(t1,7tn)dt1dtn
—0o0 —00

Funkcia f(z1,...,%,) sa nazyva hustota (pravdepodobnosti) ndhodného
vektora X. V bodoch, kde existuje derivicia, plati

_ OF(1,...,24,)

F@, s zn) 0x1...0xy

Uvazujme dvojrozmerni ndhodni veli¢inu X = (X;,X3). Okrem jej zdru-
zeného rozdelenia uréeného distribuénou funkciou F'(x1,x2) néds zaujimaji aj
rozdelenia jednotlivych ndhodnych velicin X; a Xy, ktoré nazyvame margi-
nalne rozdelenia. Pre ndhodné veli¢iny X, j = 1,2 st margindlne distribucne
funkcie definované vztahmi

Fi(z1) =P(Xy <) = wiigloop(x1 <2y, Xy < x9) = F(21,00),
Fg(wg) = P(Xz S 3?2) = xlh_r)nooP(Xl S l‘l,Xg S .’Ez) = F(OO,ZCQ).

V pripade ndhodného vektoru s viacerymi zlozkami sa marginalne rozdelenie
definuje analogicky.

K Casto uvddzanym charakteristikdm ndhodného vektora X = (Xy,...,X,)
patria jeho stredné hodnoty E(X;) a rozptyly D(X;), j = 1,...,n. Okrem
charakteristik jednotlivych nahodnych veli¢in nds mézu zaujimat charakteristiky
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dvojrozmernych nahodnych velicin (X,;,X;),1 < i < j < n najmé kovariancia
nahodnych veli¢in X; a X; definovana vyrazom

Po zostaveni symetrickej matice (o;; = cov(X;,X;)) stupia n z jej prvkov
hovorime o kovariac¢nej matici nahodného vektoru X. Llahko mozno overit,
7e O = D(XZ)

Pre D(X;) > 0 a D(X;) > 0 sa charakteristika

cov(X;, X;)

_CouiRin R) (1.3)
DX,)D(X;)

nazyva koeficient korelacie ndhodnych velic¢in X; a X;. Tito charakteris-
tika sa pouziva ako miera linedrnej zavislosti veli¢in X; a X;, ktord nadobuida
hodnoty z intervalu (1,1). Ak je totiz X; = aX; + b, a,b € R, a # 0, potom

COU(XZ', X]) = E([Xz — E(XZ)][GXZ + b — E((IXj + b)D = CLD(X]‘),

a tak

(X X,) = aD(X;) _{ 1, aka>0,
iy 4Ng) =

a2D(X;) 1 -1, aka<0O.

Ak je cov(X;,X;) = 0 potom hovorime, ze ndhodné veliciny X, a X; st neko-
relované.

Majme dvojrozmerni ndhodnd veli¢inu X = (X1, X5) so zdruzenou distri-
bucnou funkciou F(z1,z2 a margindlnymi distribuénymi funkciami F(z1) a
Fy(x2). Hovorime, Ze ndhodné veli¢iny X; a Xo st nezavislé prave vtedy ked
pre Iubovolné redlne x; a x5 je

F(Il,l’g) = Fl(SCl)FQ(IQ).

V pripade ndhodného vektora diskrétneho resp. spojitého typu dostavame
vztahy

P(X1=z1,Xo=122) = P(X1=21)P(Xa=22) resp. f(z1,22) = fi(z1)f2(22)-

Poznamka. Nekorelovanost nahodnijch velicin sa casto mylne zamiena za ne-
zdvislost, co je pravda len v pripade ak maji obe veliciny normdlne rozdelenie.

1.5 Markovove retazce

Prirodzenym zovSeobecnenim nahodnych vektorov siit nahodné procesy a ich
Specidlny pripad ndhodné refazce, ktorymi sa budeme zaoberaf.

Nahodnym procesom rozumieme systém nadhodnych veli¢in {X; : t € T},
kde T je mnozina nezapornych realnych cisel. Ak je T nanajvys spocitatelna
mnozina hovorime o procese v diskrétnom c¢ase, v opac¢nom pripade o procese
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v spojitom ¢ase. Nahodnym retazcom rozumieme taky ndhodny proces, kto-
rého mnozina S vSetkych hodnét jeho ndhodnych veli¢in je nanajvys spocita-
telnd (koneénd alebo spocitatelnd). Mnozinu S nazgyvame mnoZinou stavov
retazca.

Priklad 1.14. UvazZujme nejaké zariadenie, ktoré méze byt bud v prevddzke
v bezchybnom stave, alebo v oprave s velkou poruchou s pravdepodobnostou c.
alebo v prevadzke s malou poruchou s pravdepodobnostou 1 — . Na zariadent sa
nerobi udrzba a tak sa mald porucha neopravuje, ale sa cakd s pravdepodobnos-
tou B, kym nevznikne velkd porucha, ktord bude opravend s pravdepodobnostou .

Sprévanie systému mozno modelovat ndhodnym retazcom {X;: t€T} s mno-
Zinou stavov S = {0,1,2}, ktoré zodpovedajii postupne stavom systému: 0 —
v bezchybnom stave, 1 — s malou poruchou a 2 — s velkou poruchou. Prechody
medzi stavmi zariadenia mdme zobrazené prechodovym grafom na obr.[1.6, [

Obr. 1.6: Prechodovy graf stavov zariadenia

Nahodny retazec {X,, : n € T} s mnozinou stavov S nazveme markovov
retazec s diskrétnym casom ak:

e Mnozina T = {0,1,2,...}.

e Plati markovova vlastnost: Pre Tubovolné stavy ig,...,i,—-1,%,5 € S je

P(Xn+1 = .7|Xn: iy Xn—l = in—la cee >XO: ZO) =
=PXns1=j[Xn=1). (1.4)

Ak X,, =i hovorime, Ze refazec je v ¢ase n v stave i.

Poznamka. V uvedenej definicii sme sa obmedzili na ekvidistantné casové oka-
mihy nakolko nds dalej zaujimaji len pravdepodobnosti prechodov medzi stavms
a nie okamihy kedy k nim dochddza.

Markovova vlastnost vyjadruje tito skutoc¢nost: Ak n oznacCuje aktu-
alny okamih, potom markovova vlastnost hovori, Zze pravdepodobnostné chova-
nie refazca v budticom okamihu n + 1 zavisi len na aktualnom stave a nezavisi
na minulych stavoch retazca.

Ak podmienend pravdepodobnost na pravej strane nezavisi od oka-
mihu n kedy k nej dostdvame pravdepodobnosti prechodu zo stavu ¢ do stavu j
definované takto:

pij = P(X1 = j|Xo = i),
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sa zvykni usporiadat do matice pravdepodobnosti prechodu P = (p;;); jes.
V praktickych tlohach c¢asto potrebujeme vediet s akou pravdepodobnostou

sa markovov retazec v uvazovanom stave nachadza. Pravdepodobnost, zZe sa

markovov refazec {X,, : n € T'} nachddza v ¢ase n € T' v stave ¢ € S znac¢ime

piln) = P(X, =),

sa nazyva pravdepodobnost stavu i v ¢ase n. Vektor tvaru p(n) = (pi(n)):cs
sa nazyva pravdepodobnostné rozdelenie retazca v ¢ase n.

Vyznam uvedenych definicii je v tom, Ze chovanie markovoho retazca v ako-
kolvek okamihu mézeme vypocitat pomocou maticového sucinu:

p(n)=p(n—1)- B=p(n—2) B = =p0) B, (L5)
kde p(0) je poéiato¢né rozdelenie retazca.

Priklad 1.15. Vrdtme sa k predchddzajicemu prikladu a modelujme chovanie
zlyhdvagjiceho zariadenia pomocou markovovho retazca v diskrétnom case.

Predpokladajme teraz, Ze zariadenie budeme pozorovat v casovich okamihoch
T ={0,1,2,...}, budeme ho nachddzat v troch stavoch 0 — v bezchybnom stave,
1 — s malou poruchou a 2 — s velkou poruchou. Modelujici ndhodny retazec
{X, :n €T} s mnozinou stavov S = {0,1,2} md aj markovovu vlastnost. Bu-
dice stavy zariadenia si zdvislé len na aktudinom stave ako vidiet z obrdzku[I.6
Do stavu opravy 2 sa mézeme dostat z bezchybného stavu 0 bud priamo v velkou
poruchou alebo nepriamo cez stav 1 najskor s malou poruchou. Z prechodového
grafu uz lahko zostrojime prislusni maticu prechodu

0 11—« «
P=|0 1-8 B
vy 0 1=y

Riadkové sucty matice su jednotkové, co znamend Ze sa v kaZdom okamihu s
istotou dostaneme do niektorého zo stavov.

Ak je na pociatku pozorovania zariadenie v prevddzke v bezchybnom stave,
potom je pociatocné rozdelenie retazca p(0) = (1,0,0). Ked potrebujeme poznat
pravdepodobnostné rozdelenie stavov zariadenia v case m, staci podla a
vypocitat p(n) = (1,0,0) - P". O

Pri rieseni niektorych redlnych tloh sa stretdvame s poziadavkou takého
chovania retazca, ktoré sa s ¢asom nemeni. Nech je P matica pravdepodobnosti
prechodu markovovho retazca. Potom vektor p = (p;);es, pre ktory plati:

p=p-P, > pi=1 p;>0 (1.6)
j€S
nazyvame stacionarne rozdelenie retazca s diskrétnym casom.

Poznamka. Staciondrne rozdelenie nemusi pre lubovolni maticu prechodu vzdy
existovat pripadne ich moze existovat viacero. Tdto otdzka vedie ku klasifikdcii
stavov markovoviyjch retazcov s mnozstvom netrivialnych aplikdcii, ¢o vsak pre-
sahugje ucel tohoto textu.
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Na objekty, ktorych vyvoj je modelovany retazcami v diskrétnom case sa
mozeme pozerat akoby sme pozorovali sled fotografii. Ak je vSak pocet pozo-
rovani velmi velky, je vhodnejsie zamenit fotografie za film, teda pozorovanie v
spojitom case.

Nahodny retazec {X; : ¢ € T} s mnozinou stavov S nazveme markovov
retazec so spojitym ¢asom ak:

e Mnozina T = (0, 00).

e Plati markovova vlastnost: Pre Iubovolné stavy ig,...,i,—1,%,7 € S a
okamihy g < t; < --- <t, <tp41je

P(th+1 =J1Xe, =i, Xy = iO) = P(th+1 = jlxtn = Z)

Ak X; = 7 hovorime, Ze retazec je v Case t v stave 1.

Ked sa pozrieme na definiciu markovovho retazca v diskrétnom case vidime,
ze mozeme preniest do spojitého Casu niektoré definicie. Ak by sme jednotkovy
ekvidistantny krok ¢asu nahradili krokom diiky h a opéat predpokladali nezavis-
lost na case prechodu ¢t potom moézeme definovat maticu pravdepodobnosti
prechodu za cas h takto:

P(h) = (pij(h))ijes, pij(h) =P(Xn = j|Xo =1).

Pravdepodobnost, Ze sa retazec nachddza v case t v stave ¢ oznac¢ime analo-

gicky
pi(t) =P(Xy =),

sa nazyva pravdepodobnost stavu i v ¢ase ¢ a vektor tvaru p(t) = (p;(t)):ics
sa nazyva pravdepodobnostné rozdelenie retazca v case t.

Zdalo by sa, ze by bolo mozné pouzit analégiu vztahu . Problém je vsak
v tom ze vypocet P(h) je redlne velmi nepresny, ¢o by malo po ndsobeni za né-
sledok neakceptovatelné numerické chyby. Plodnym sa stal nasledujici postup.

Na popis chovania makovoho retazca v spojitom cCase sluzi intenzita pre-
chodu zo stavu ¢ do stavu j

Zvykneme ich usporiadat v tvare matice intenzit Q = (¢;;)i jcs, kde ¢;; =
Aij ak © # j a g = —Ay. Dovodom je elegantna formuldcia v tvare systému
homogénnych diferencidlnych rovnic

p(t)" =p(t) - Q,

pre ktory pozname aj explicitné, hoci pre numericki nestabilitu v praxi nepou-
7itelné, rieSenie v tvare p(t) = p(0) - Q.

Aj pri rieseni niektorych spojitych tloh (napr. v stabilizovanych systémoch
hromadnej obsluhy) sa stretdvame s poziadavkou chovania retazca, ktoré sa s
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casom nemeni. Nech je Q matice intenzit markovovho refazca. Potom vektor
p = (pj)jes, pre ktory plati:

JjES

nazyvame stacionarne rozdelenie markovovho retazca so spojitym casom.

Poznamka. Podobne ako v diskrétnom pripade pri rieSeni systému linedrnych
rovnic aj pri rieseni systému linedrnych rovnic mozno pouZit stan-
dardné algebraické postupy (napr. Gaussovu eliminacni metdédu). V pripade ak
také riesenie jediné dokonca v pomocou inverznej matice, co je obzuldst vyhodné
pri pouZiti programu MS Excel.

A A A A
YU YUY
A -\ A A
Obr. 1.7: Prechodovy graf homogénneho Poissonovho procesu

Snad k najznamejsim markovovym retazcom patri Poissonov proces. Homo-
génnym Poissonovym procesom s parametrom A, A > 0 rozumieme Mar-
kovov proces s mnozinou stavov S = {0,1,2,...} s podiatoénym rozdelenim
p(0) = (1,0,0,...) a s nasledujicim prechodovym grafom na obrazku.

S jednou jeho aplikéaciou sa zoznamime v kapitole venovanej teérii hromadnej
obsluhy.

1.6 Optimalizacia idrzby a obnovy zariadeni

Pri rozhodovani o planovani terminov udrzby ako aj termine obnovy zaria-
deni sa nevyhneme problému obmedzenych finan¢énych zdrojov [10]. V nasom
modeli sa obmedzime na zdroje, ktoré mozno cerpat jednak na udrzbu jednak
na obnovu rovnakych zariadeni. Planovand udrzba predstavuje vypadok v uzi-
vani zariadenia o to viac instaldcia nového zariadenia. Obe ¢innosti preto treba
efektivne planovat.

Budeme predpokladat, ze pocas zivotného cyklu zariadenia, ktorého dizka
je L obdobi, pozndme jeho poruchovost uréenti distribu¢nou funkciou F(t) pre
t€{0,1,2,...,L —1}. V obdobi 0 sa realizuje obnova zariadenia s finanénymi
nékladmi ¢z [€] a nepldnuje sa jeho tdrzba. Predpokladd sa, ze ak v prvom
obdobi prevadzky dbjde k poruche zariadenia, riesi sa to vymenou v zarucnej
lehote bez finan¢nych narokov. V obdobi L — 1 sa uz nevykondva ziadna pla-
novana udrzba, nakolko po jej uplynuti je zariadenie vzdy vymenené za nové.
V obdobiach 1,2,..., L — 2 sa mdzu, ale nemusia, vykondvat planované udrzby
zariadenia vo vyske priemernych nékladov ¢y [€].
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Uéelom udrzby je, aby zriadenie zlyhévalo ¢o najmenej v priebehu planova-
nej zivotnosti L-obdobi, pripadne docielit predizenie zivotnosti zariadenia. Pre
pripad poruchy zariadenia si zndme cp [€] priemerné néklady na odstrdne-
nie poruchy. Na tudrzbu a obnovu zariadenia mame vyclenené finanéné zdroje
priemerne vo vyske cp [€] na tr obdobi.

Obdobiam v nasom modeli zodpovedajt veku zriadenia. Dalej budeme pod
vekom zariadenia rozumiet jeho ,,moralny vek*, ktory tak moze byt pri efektivnej
udrzbe vacsi nez je jeho zivotnost.

Udrzby vek zariadenia predlzuji a poruchy skracuji takto:

e Ak by bolo zariadenie pocas celého zivotného cyklu pracovalo bez poruchy
a nevyzadovalo udrzbu, potom by bolo po doziti veku L nahradené novym.

e Ak sa v niektorom obdobi t € {1,2, ..., L — 2} vykon4 tdrzba, znamen4 to,
ze sa vek zariadenia predlzi o jedno obdobie (zariadenie morélne omladne
o jedno obdobie namiesto toho, aby prirodzene zostarlo).

e Ak sa v niektorom obdobi ¢t € {1,2, ..., L — 2} vyskytne porucha, znamena
to ze sa vek zariadenia skréti o jedno obdobie (zariadenie morédlne zostarne,
namiesto o jedno obdobie zostarne o dve obdobia).

Dizku prediienia ¢i skratenia veku o dany pocet obdobi by bolo mozné za-
viest ako dva parametre modelu. Model by sa vsak stal formdlne zlozitejsi a
preto sme od tohoto kroku upustili.

Ulohou je zostavit taky plan udrzieb a obnov, ktory ¢o najefektivnejsie vy-
uzije naplanované financné krytie prevadzky zariadenia.

Nakolko v nasom modeli nezdlezi na tom ako zariadenie vek nadobudlo ¢i
bezporuchovou prevadzkou alebo udrzbou alebo poruchou, dalsi vyvoj zariade-
nia zavisi len od veku v ktorom sa zariadenie nachddza a od udalosti ktora v
tomto obdobi nastane. Vek zariadenia mé teda ,bezpamétovi® vlastnost ty-
pickll pre markovove systémy.

V nasom pripade popisuje chovanie zariadenia markovov retazec {X,,: n€T'}
v diskrétnom ¢ase T' = {0, 1,2, ...,tr} s mnozinou stavov S = {0,1,2,...,L—1}
a maticou prechodov medzi stavmi P = (p;;).

Len tie prechody (4, j) zo stavu i do stavu j s mozné ktoré vyvolaji zmenu
veku zariadenia. Na vypocet pravdepodobnosti (dalej len skratkovite pp.) pre-
chodu (i, j) potrebujeme poznat:

w; — pp. prezitia veku i (je vopred urc¢end poruchovostou zariadenia),
x; — pp. Udrzby vo veku ¢ (je nezndma, budeme ju hladat).
Do tivahy tak prichddzaju nasledujice dvojice (4,j) € S x S:

(0,1) — nové zariadenie pracuje bez poruchy a udrzby 1. obdobie
s pp. po1 = 1,

(1,4 — 1) — zariadenie omladne udrzbou na vek ¢ — 1 s pp. p;i—1 = @,
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(1,1 4+ 1) — zariadenie prezije obdobie i bez udrzby a poruchy
S PP Pi,i+1 = (1 — ;) - w,
(1,1 4+ 2) — zariadenie ostarne v dosledku poruchy na vek ¢ + 2
S PP- Pijit1 = (1 — i) - (1 —wi),
(L — 2,0) — zariadenie bude obnovené pre poruchu, ktord sa uz neopravuje
S PP. PL—2,0 = TL-2,
(L —1,0) — zariadenie bude obnovené v désledku dosiahnutia zivotnosti
S pp. pr-1,0 = 1.

Pre kontrolu ale aj vac¢siu nédzornost nam dobre posluzi prechodovy graf
G = (S, H,p) markovovho retazca s mnozinou vrcholov S = {0,1,...,5} a
mnozinou orientovanych hran H = (i,j) € S x S : p;; > 0. Prechodovy graf G
pre zariadenie so 6 mesacnou zivotnostou mame na obrazku

© 0‘05250 ()

Obr. 1.8: Prechodovy graf zariadenia s polro¢nou zivotnostou

Na obrdzku sme, kvoli prehladnosti, vynechali ohodnotenie hran (i, ) € H
pravdepodobnostami p;;:

po1=1, pro=x1, pr2=(1-21) w1, p1z=(1-z1)(1-w),
P21 = T2, pa23=(l—x2)ws, p2a=(l—x2) (1—ws),
p32 =3, p3a=(l-x3)ws, p3s=(1-x3) (1-w3),
Paz =24, Pas=(1—x4)ws, pao=(1—24)-(1—ws), pso=1

Chovanie retazca popisuje pravdepodobnostné rozdelenie jeho stavov t. j.
pp. stavov i € S v casen € T

p(n) = (po(n),p1(n),...,pL-1(n)), pi(n) =P(Xy, =1),
ktoré vyhovuje rovniciam v ¢ase n € T
p(n+1) =p(0)-P", p(0) = (1,0,0,..0).

Teraz uz mozeme formulovat funkciu Z(t) priemernych kumulativnych
nakladov udrzby a obnovy v c¢ase t takto:

t
Z(t) =Y (Zo(n) + Zu(n) + Zp(n),
n=1
kde definujeme priemerné naklady v n-tom obdobi takto na naklady:
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(i) obnovy: Zo(n) = ¢z - po(n),
(ii) tdrzby: Zy(n) = cu - Y2, pi(n) - @i,
(iii) poruchy: Zp(n) =cp - Zf;lz pi(n) - (1 —x;) - (1 —w;).

Zo znalosti pravdepodobnostného rozlozenia veku zariadenia v sledovanych
obdobiach mézeme odhadnit priemerny vek zariadenia za t obdobi Cis-
lom V (t):

t

L—-1
Vi(t) = % 0N iepin). (1.8)

n=1 i=1

Druhy suidcet ZlL:_llz - pi(n) v rovnici udéva priemerny vek zariadenia v
case n.

Nasim cielom je najst taky plan adrzieb uréenych pp. z;,i € {1,2, L — 2} pri
ktorych je vyuzijeme financéné krytie prevadzky zariadenia pri maximalnej kva-
lite jeho produkcie, ktora je dand priemernym vekom zariadenia. Vychadzame
tu zo znameho pozorovania, ze ¢im je zariadenie vekovo mladsie tym je menej
opotrebované, ¢o sa potom prejavuje na kvalite vyroby. Zvolime preto straté-
giu udrzby, ktord s vicSou frekvenciu uprednostniuje mladsie zariadenia pred
starsimi.

Optimaliza¢nt lohu sformulujeme podrobnejsie, aby sme mohli pouzit opti-
malizaény softvér. Vzhladom na vektor premennych x = (x1,29,...,25_2),
pomocou ktorych sme vyssie definovali pravdepodobnosti prechodu z obdobia
do obdobia, je nasa matica prechodu funkciou x a tak ju budeme znacit do-
sledne P(x).

Teraz uz mozeme formulovat nelinedrnu tlohu matematického programova-

nia (PUO):

t

L—1
1
. Z Z i - p;(n) — minimum, (1.9)
F

p(n) ; p(_O) P(x)", n=12,..,tp (1.10)
S (Zo(n) + Zu(n) + Zp(n)) = cr. (1.11)
1;I12$22"'ZIL_220. (112)

Cielova funkcia udéva priemerny vek zariadenia za sledované obdobie,
ktory treba tidrzbami minimalizovat. Rovnica (|1.10|) popisuje chovanie tidrzby v
jednotlivych obdobiach prevadzky. Rovnost zabezpecuje finanéné krytie
obnovy tdrzby a opravy portich zriadenia. Obmedzenia definujui straté-
giu udrzby uprednostnovanim mladsich vekovych skupin pomocou nerasticej
pravdepodobnosti idrzby.

Ked tloha PUO nema pripustné riesenie, potom finan¢ny zdroj nie je schop-
ny pokryt vo vymedzenou obdobi tdrzbu a opravu porich ani len jedného zaria-
denia. Uloha PUO je nelinedrna tym, ze mame na pravej strane rovnosti
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mocniny matice prechodu P(x). Ukéazku riesenia tlohy v programe MS Excel
pomocou solvéru Riesitel, ktory pontka nelinedrny algoritmus GRP, ukédzeme
na nasledujicom priklade.

Priklad 1.16. Uvazujme zariadenie, u ktorého sa predpokladd L = 12 mesacnd
Zivotnost, ktorej prekrocenie bez udrzby by malo za ndsledok neakceptovatelné
znizenie kvality vgroby. Jeho poruchovost sa riadi exponencidlnym rozdelenim
s priemernou dobou medzi poruchami 1/8 = 6 mesiace. K dispozicii mdme
cp = 20 000 € na obdobie tp = 24 mesiacov. Nech priemerné ndklady na
udrzbu st cy = 100 € a na poruchu cp = 300 € pricom cena nového zariadenia
je cz =6 000 €. O

Pravdepodobnost bezporuchovej prevadzky zariadenia za ¢as t vyjadruje do-
plnkové funkcia distribuénej funkcii exponencialneho rozdelenia F(t) = 1—e=#*
a tak mame G(t) = 1 — F(t) = e ktorej priebeh pre 3 = 1/6 mame na ob-
razku S rastom poc¢tu obdobi ¢ klesd pp. G(¢) bezporuchovosti previadzky
zariadenia a tak pre obdobie ¢ odhadneme w; = G(7).

|0,155555557 _l

G{t) = expl-.)
1.000

1,200

0,846

0717 1,000 4
0.607 0,800
0,513

0435 0,600
0,368

031 0,400

0,264
0,223
10 0,189 0,000
11 0,160 o 5 10 15
12 0135

L T N

0,200

Obr. 1.9: Funkcia G(t) bezporuchovosti zariadenia

Pre vypocet pravdepodobnosti prechodu P(x) potrebujeme poznat pravde-
podobnosti udrzby x, ktorej hodnoty eSte nepozndme. Na obrizku ich na-
hodne vytvorime a zapiSeme v bloku C4:C13, budu slazit len pre potreby ladenia
matice P(x) a jej ndsobkov. Tvoria nerastiicu postupnost, ¢o je v zhode s pozia-
davkou stratégie uprednostiiovania (1.12)).

Vypocet prvého a posledného riadku matice P(x) je trividlny F3=1, E14=1;
(po1 =1, p11,0 = 1) a ostatné prvky s nulové.

Prvky ps; v riadkoch i = 1,2, ..,,9 mézeme definovat bud pracne prvok po
prvku alebo programéatorsky pomocou funkcie programu MS Excel v bunke

E4 := IF(E$2=$D4-1,$C4,IF(E$2=$D4+1, (1-$C4)*$B4,
IF (E$2=$D4+2, (1-$C4) *(1-$B4),0))) .

Analogicky, s malou zmenou, postupuje pre riadok pig ; v bunke

E13 := IF(E$2=$D13-1,$C13,IF(E$2=$D13+1, (1-$C13)*$B13,
IF(E$2=0, (1-$C13)*(1-$B13),0))).
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A ] C D E F G H T J K L ] N 0 P Q]
1 n
2 0 wi  xi P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 411
3 [ 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 1
4] 1 | os 0 04232 00768 0 0 0 0 0 0 0 of 1
5| 2 2 0 05 0 03583 01417 0 0 0 0 0 0 of 1
6 3 3] 0 0 045 0 0,3336 0.2164 0 0 0 0 0 0| 1
7| 4 4 0 0 0 04 0 0.3081 02919 0 0 0 0 of 1
8| 5 H 0 0 0 0 04 0 02608 03322 0 0 0 of 1
9 6 § 0 0 0 0 0 03 0 02575 04425 0 0 of 1
0 7 7 0 0 0 0 0 0 03 0 0218 0482 0 of 1
1, 8 § 0 0 0 0 0 0 0 03 0 01845 05155 of 1
2 9 9 0 0 0 0 0 0 0 0 02 00,1785 06215 1
13 10 10} 073 0 0 0 0 0 0 0 0 01 0 07l 1
14| 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 of [
15

Obr. 1.10: Matica pravdepodobnosti prechodu P(x) medzi vekovymi
skupinami zariadenia

Potom uz sta¢i bunky spravne rozkopirovat. Na kontrolu spravnosti nam
slazi blok Q3:Q14 s riadkovymi stictami rovnymi 1.

Mocniny matice P(x)™ pre n = 2,3,...,24 dostaneme pomocou funkcie
MMULT () programu MS Excel. Na obrézku[l.11] mame vypocet druhej mocniny,
ostatné uz dostaneme ich kopirovanim.

fe | {=MMULT($ES3:5P$14;E3:P14)}

D E F G H | J K L M N 0 P Q
P(x)*n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 2
0 .5} 0 04232 0.0768 0 0 0 0 0 0 0 o 1

1 0 07116 0.0345 0.1516 0.0856 0.0166 0 0 0 0 0 o 1

2l 025 0 0.3728 0.0951 0,1195 01212 0,0414 0 0 0 0 o 1

3 0 0225 0 0.2947 0.1503 0.1028 01538 0.0734 0 0 0 o 1

4 0 0 018 0 02567 0.1741 0.0803 01797 01292 0 0 o 1

5 0 0 0 016 0 0.2014 0.2186 0.0671 0.1893 0.1635 0 o 1

6 0 0 0 0 012 0 01555 0.2345 0.0561 02058 0,2281 o 1

7 0 0 0 0 0 009 0 01426 0.2291 0,0402 01934 02996 1

8] 0.3763 0 0 0 0 0 009 0 01023 0,1962 0,0329 0.2023) 1

9] 0.7518 0 0 0 0 0 0 006 0 00548 01031 0,0303) 1

10 017 073 0 0 0 0 0 0 0002 0 00179 0,0621] 1
11 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ] 1

Obr. 1.11: Matica pravdepodobnosti prechodu P(x?)

Kopirovanie ale treba zopakovat 23 krat, aby sme dostali maticu P(x)?%. Na
kontrolu ndm opét slizia ich jednotkové riadkové sucty v stipei Q.

Na, obrazku méme pripravené v poliach vSetky zvy$né ddta na optima-
lizaciu. Pri absencii drzby, pole G2:P2 je nulové, je priemerny vek zariadenia
F5:=4,76 ostdva rezerva S2:=B5-SUM(R7:T30)=3395,3 [€]. Teraz uz mozeme
spustif optimaliza¢ny algoritmus.

[E L& D E F G H [ J R s T u
2 oy B v
100 o0 [Ty T R TI—T |
6 ] T 1 2 Z0m  ZUm  ZPn)
7 p( 1 )= T0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0 0.0 461
8 Pl 2 )= 0.0000 0,0000 08465 0.1535 0,0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,0000 00000 0.0 0,0 90,1
3 Pl 3 )- 00000 0,0000 00000 05065 03331 00604 0,0000 00000 0,0000 0,0000 00000 0,0000 00 00 1305
1 p{ 5 )= 0.0000 0.0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,1889 0,3570 0.3009 0.1297 0.0235 0.0000 00000 0.0 0.0 1960
12 p( 6 )= 0.0000 0.0000 0,0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0821 02381 0.3194 0.2414 0.1007 00183 0.0 0.0 2161
13 el 7 )= 0.1000 0,0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0302 0.1260 0.2482 0.2891 0.2065 5999 00 1623
1 Bl 8 )= 04410 01000 00000 0,0000 00000 0,0000 0,0000 00000 0,0094 00540 01452 02474 26461 00 53
16 p( 10 )=  0,0853 03676 03733 0,1283 0,033 0.0060 0,0000 00000 0.0000 0.0000 0,0006 0,0055 5121 0.0 698
E e T T
18 pl 12 )= 0.0001 0.0060 0.0722 0.2361 0,2847 0.2217 0.1187 0.0451 0.0130 0.0024 0.0000 0.0000 06 0.0 1487

Obr. 1.12: Model PUO pred optimalizaciou
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Na obrazku [[.13] médme uvedené odkazy na polia buniek pre optimalizaény

nastroj Riesitel.

Parametre donlnku
Ned sa opakovat (Ctrl+

Mastavt’giel’:

Doz ) Maximum

Zmenou premenngch buniek:

(%) Migimum

O Hodnota:

[saszspiz

Podiieha cbmedzeniam:

ag2iPez <=1
$G5440%4 >=0
§552=0

pridat” J
Znenit J
Odstyni” J
Obnovit vietka J
atitat aleho Uloit 1

Wytvorte nezapornd hodnotu premennich, kkoré si bez obmedzenia.

Wybrat’ metddu ristenia;

Metdda rieenia

Neinearny algoritmus GRG i Hoznasti J

Ak cheete v doplnku Riefitel risfit’ spoj. nelinearne problémy, wyberte nastroj Nelinearmy slaoritmus

GRG. Ak cheete 1iz3K Ineame problémy, vyberts nastro Smplex LP algoritmus., Ak cheets riesit’

nespojité problémy, vyberte nastroj Evoluény algoritmus,

Pomocnik

Obr. 1.13: Odkazy na pola v optimalizacnom néstroji Riesitel

Hlavny vysledok optimalizicie pravdepodobnosti udrzieb je

obr. v poli G2:P2.

zobrazeny na

aa -

300 pp. Poruch

Obr. 1.14: Model PUO po optimalizacii

wi 0.8465 07165
100 pp Udrzby  x.]

1
0.6065 05134 0.4346 0.3679 0,314 0.2636 0.2231 0,189

0.4409 0,4409_0.4409 0,409 0.4409 0.4409_0.4409 0.4409 0.4409 0.0000]

0.0858 0,1585,

(2: 10,0000 0,0000
20 prismemy vek

0 12

0.2200 0.2721 0.3161 0.3534 0,3850 04117 04344 08111
0,0000 0,0000 0.0000 0.0000 00000 0,0000 0.4409

3 4 5 6 1 8 9 10 n

Q]

0,000 1.0000 0,000
04409 0,0000 0,473
0.0000 0.6495 0,0378
0.2864 0.0167 0,3910
0.0074 0.4588 0,0594
0.2023 0,033 0.3021
0,0203 0,3354 0,069
0.1629 0,050 0,2333
0,0446 0.2658 0,0749
0.1474 0,076 0,189
0.0691 0.2310 0,0838
0.1413 0.1060 0,1653
0.0882 0.2142 0,0953

0,0000 0,0000 0,0000 0.0000 0,000 0.0000 00000 0,0000 0,0000
0,0858 0,0000 0,000 0,0000 0,0000 00000 0,0000 0,0000 0,0000
0.1896 0.1041 0,0189 0,000 0,0000 00000 0,0000 0,0000 0,0000
0.1168 0.0786 0.0716 0.0329 0,0060 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0.1927 0.1332 0.0628 0.0414 0,0294 00127 0,0023 0,0000 0,0000
01219 0,1025 0,0989 0,064 0,0340 00208 0,0132 0,0055 0,0010
01691 0,1328 0,0846 0,069 0,037 00345 0,0161 0,0102 0,0068
0.1152 0.1057 0.1048 0.0804 0,057 0.0401 0,0258 0.0162 0.0089
01444 0,1223 0,091 0,078 00673 00495 00274 0,0197 0,0142
0.1067 0.1010 0.1016 0.0851 00668 00516 0,0332 0,0238 0,016
0.1271 0.1110 0.0900 0,0816 0,0724 0,0564 0,033 0.0254 0.0189
0.1023 0.0961 0.0958 0.0840 0.0701 0,062 0,0362 00274 0,0193
01177 0,1032 0,0871 0,0803 0,0723 0,078 00353 0,0276 0,0209

R

B

T 1]

I —

176320
7.0(n)

Udrzbou vo veku zariadenia 1 az 9 sa podarilo vyuzit rezervu a zmensit
priemerny vek zariadenia na F5:=3,28 mesiaca pricom v tychto obdobiach staci
vykonévat tdrzbu s pravdepodobnostou 0, 4409 t. j. cca v 44 % pripadoch.

Poznamka. Model v programe MS Excel wumoznuje citlivostnt analyjzu zme-
namsi jeho parametrov. Naviac moézZe byt podnetom pre tvorbu profesiondlneho

softvéru.
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