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Ovod

V tomto stibore ndjdete mnoZstvo Gloh'|z pravdepodobnosti a Statistiky. Ich hlavnym poslanim
je poskytnut materidl a ndmety pre samostatné rieSenie. Nie je vSak vylicCené, Ze s niektorymi
z nich sa stretnete na cvi¢eniach alebo pri pisomkach, ¢i uz priebeznych alebo pri skuske. Je
teda na kazdom, aku formu pripravy si zvoli. Isté vSak je, Ze bez istej davky poctarskej zru¢nosti
a skisenosti je ispeSné absolvovanie predmetu malo pravdepodobné. Na druhej strane by si
vSak kazdy mal byt vedomy, Ze zbierka je len doplnkom, nie ndhradou $tadia teodrie a len sa-
motné rieSenie tloh tiez nie je dostacujuce.

Zbierku ako celok treba povazovat' za Zivy dokument, ¢o znamend najma to, Ze sa bude po-
stupne rozrastat' o nové namety a priklady, a to nielen v ¢astiach a témach, ktoré ostavaju zatial
nepokryté, ale aj v Castiach uz existujicich. Aj tu méZu pribidat’ nové priklady, kedykol'vek na-
razim na ulohy, ktoré budu zaujimavé alebo inSpirativne. Neodportucam preto jej hortuckovité
tlaCenie.

V zbierke sa stretnete aj s niektorymi ndrocnejs$imi tilohami, ktoré su, tak ako je beznym zvy-
kom, oznacené hviezdickou. Nebolo by v§ak na mieste ku tymto tlohdm pristupovat’ s prehna-
nym reSpektom, ¢i dokonca s obavami. Naopak, prave tspeSné vyrieSenie takychto problémov
moZze byt povzbudenim do d’alSej prace. Preto nevylucujem ani to, Ze Casom mézu pribudnuat
aj dvojhviezdickové ulohy.

TaktieZ moZete narazit' na ulohy, pri ktorych je ¢iselné oznacenie v ramiku. Tieto ulohy nejakym
sposobom rozsiruju ¢i dopliaji poznatky z predndasok a je preto Ziadtce sa s nimo oboznamit’,
nakol'’ko ich vysledky alebo poznatky v nich obsiahnuté mézu byt’ v budticnosti vyuZivané.

1Zatial neriesenych a je pomerne vysoko pravdepodobné, Ze vo verzii zbierky neriesenych tloh aj ostand.
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1 Pojem Pravdepodobnosti

1.1. N&hodnd udalost’ A znamend, Ze ndhodne vybrané Cislo je deliteIné piatimi a udalost’ B znamena,
Ze toto Cislo mé na poslednom mieste nulu. Vyjadrite slovne, o znamenaji udalosti:

a) C=ANB.
b) D=AUB.
c) E=A°NB.
d F=AUDB-".

e) G = (AUB°).
[

1.2. Priemyselne vyrabany filter je vystaveny trom réznym skdSkam. Udalost’ A znamend, Ze ndhodne
vybraty filter obstoji pri prvej skuske, udalost’ B znamen4, Ze obstoji v druhej skuske a konec¢ne udalost’
C znamend, Ze obstoji v tretej sktiSke. ZapiSte v mnoZinovej symbolike nasledujiice ndahodné udalosti:

a) filter obstojilen v prvej skuske,

b) filter obstoji v prvej a druhej skiske, ale neobstoji v skiiSke tretej,
c) filter obstoji vo vSetkych troch skuiskach,

d) filter obstoji asponi v jednej skuske,

e) filter obstoji aspon v dvoch skiskach,

f) filter obstoji prave v jednej skuske,

g) filter obstoji prave v dvoch skuiskach,

h) filter obstoji nanajvys vo dvoch skaskach.

1.3. Nech Q = {w1, wy,ws}. Vypiste vSetky mozné polia udalosti definované na tomto vyberovom pries-
tore.

1.4. Hadzeme kockou tak dlho, aZ kym nepadne Sest’ka.
a) UrcCte vyberovy priestor.

b) Vypiste vSetky mozné vysledky, ktoré su priaznivé pre nastatie nadhodnej udalosti ,,pokus sa skonci pri
druhom hode*“.

c) Kol'ko moznych vysledkov je priaznivych pre nastatie udalosti ,pokus sa skon¢i pri tret om hode“?



1.5. Nahodny pokus predstavuje dva hody kockou. Udalost’ A;; znamend, Ze v prvom hode padlo na
kocke i bodov a vdruhom hode padlo j bodov, kde i.j = 1,...,6. Pomocou udalosti A;; zapiSte nasledu-
juce ndhodné udalosti:

a) Prioboch hodoch padol rovnaky pocet bodov.

b) Prioboch hodoch padlo dokopy 5 bodow.

¢) Vprvom hode padol len jeden bod.

d) Pri druhom hode padlo o $tyri body viac ako pri prvom.

e) Priprvom hode padlo dvakrét viac bodov ako pri druhom.

1.6. Vovreckumame N kl'icov a chceme nimi potme odomknit’ dvere. Postupne po jednom vyberdme
klI'ice z vrecka a skisame s nimi odomknut zdmok vo dverdch. Akéd je pravdepodobnost’ Ze pri k-tom
pokuse zvolime spravny kI'ic?

[~]

1.7.* Vosudije M ¢iernych a N —M bielych gul'6¢ok. Gul'6¢ky postupne vyberdme z osudia a po vybrati
ich nevratime spéat’ do osudia. Akd je pravdepodobnost’, Ze ¢iernu gul'6¢ku po prvy krat vytiahneme pri
k-tom t'ahu?

1.8. Mame n objektov, ktoré ndhodne rozdel'ujeme do N priecCinkov. Ak je pravdepodobnost’, Ze v ur-
Citom priecinku sa bude po rozdeleni nachddzat’ prave & objektov?
(p)ov—
Nn

1.9. Palicu ndhodne zlomime v 2 bodoch. Ak4 je pravdepodobnost’, Ze zo vzniknutych casti je mozné
poskladat’ trojuholnik?

[4]

1.10. H&dZeme dvomi hracimi kockami. Aka je pravdepodobnost’, Ze aspon na jednej z nich padne
Sest’ka?

1.11. V osudisa nachddza a bielych a b ¢iernych gul'6¢ok. Dvakrat za sebou vytiahneme po jednej gu-
I'6¢ke, pricom vytiahnuta gul'6¢ku po pozreti farby vratime naspét’ do osudia. Aké je pravdepodobnost’

Ze aspon jedna z vytiahnutych gul'6¢ok je biela? Ako sa tato pravdepodobnost’ zmeni, ak prva gul'6¢ku
po vybrati do osudia nevratime?

a?+42ab a?+2ab—a
(a+b)2 > (a+b)(a+b—1)




1.12. Do 8 predajni je potrebné rozviest' 32 vriec zemiakov, medzi ktorymi su tri vrecia namrznuté.
Do kazdej predajne sa pri tom zloZia Styri vrecia. Akd je pravdepodobnost’ Ze sa do niektorej predajne
dostant aspon dve vrecia s namrznutymi zemiakmi?
43
[~ 0.277]

1.13. H&adZeme n-krat hracou kockou. Akd je pravdepodobnost’ Ze aspon jedno zo Siestich Cisiel na
kocke nepadne v Ziadnom hode?

(DE)" -G +GE)" -G +6) G

1.14.* Problém sekretarky Sekretarka napise n listov, ktoré vlozi do n Cistych obalok a zalepi ich. po-
tom na kazdu obélku napiSe adresu. Aké je pravdepodobnost’, Ze ani jeden list nepride tomu adresatovi,
ktorému bol pévodne urceny?

1.15. Natsecke AB s dizkou m st ndhodne zvolené dva body L a M. Uréte pravdepodobnost’ toho, Ze
bod L je blizSie k bodu M ako k bodu A.

—
N [eM]
—

1.16. Né&hodne zvolime dve ¢isla z intervalu (0; 1). Aké je pravdepodobnost, Ze ich sucet je nanajvys

v v,

rovny jednej a ich su€in je vaesi ako 32

[ = 5n2]

1.17. Né&hodne zvolime dve Cisla = a y také, Ze || < 3 a |y| < 2. Urcte pravdepodobnost’, Ze
a) = bude kladné alebo y bude zdporné,
b) z bude kladné a sticasne y bude zaporné,

c) 0<y< .z

[a)%, b, 0¥
1.18. Tenisovy turnaj. na ktorom sa ztcastni 8 hracov sa hréd vyrad’ovacim K.O. systémom, pricom za-
CiatoCné nasadenie sa vyzrebuje. Predpokladajme, Ze lep$i hrac vzdy porazi slabSieho. Porazeny finalista
ziska trofej za druhé miesto. Akd je pravdepodobnost’, Ze tuto trofej skuto¢ne ziska druhy najlepsi hrac
turnaja?

[7]



1.19. H&adZzeme Siestimi hracimi kockami. Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze:

a) Nakazdej kocke padne iny pocet bodov.

b) Aspon na troch kockdch padne rovnaky pocet bodov.

c) Na vsetkych kockédch padne neparny pocet bodov.

d) Na troch dvojiciach kociek padne rovnaky, ale medzi dvojicami navzdjom rézny pocet bodov.

e) Na troch kockach padne rovnaky pocet bodov a na zvy$nych troch iny, ale tieZ rovnaky pocet bodov.

E. 6
a)g’ b)120 (1 d)654(3) 25

64 0 Y4 66 2.64

1.20. Nech A a B st ndhodné udalosti, o ktorych je zndme, Ze aaspon jedna z nich nastane s pravdepo-
dobnost'ou 2. Akd je pravdepodobnost’ toho, Ze nenastane ani udalost’ A ani udalost’ B?

3]

1.21. Nech C a D sti ndhodné udalosti, o ktorych je zndme, ze P (C) = 0,3, P(D) = 0,4aP(CND) =
0, 2. Urcte pravdepodobnost’ P (C°N D).

[P(C°ND)=0,2]
1.22. Nech 4 a B st nahodné udalosti také, ze P(A) = 1, P(B) =  aP(AU B) = 2.Urtte pravdepo-
dobnost’
a) P(ANB),
b) P (A°nN B°).

[aP (AN B) = &, bP (AN B°) = 1]

127 12

1.23. HadZeme trikrat mincou. Tieto pokusy budeme reprezentovat’ vyberovym priestorom
Q={HHH,ZHH,HZH,HHZ,ZZH,ZHZ, HZZ,ZZZ},

kde H znamen4, Ze pri jednotlivom hode padla hlava a Z znamen4, Ze pri jednotlivom hode padol znak.

a) ZapiSte mnoZzinovo nasledujice ndhodné udalosti:

A: ,znak padol prave dvakrat“,
B: ,znak padol aspon dvakrat®,
C: ,znak nepadol skor. nez padla hlava“,

D: ,pri prvom pokuse padol znak“.

b) ZapiSte mnozinovo a slovne charakterizujte ndhodné udalosti A, AU (C N D)a AN De.

1.24. Néhodny pokus mad len dva moZzné vysledky, pricom prvy vysledok ma pravdepodobnost’ p a
druhy vysledok ma pravdepodobnost’ p?. Urcte hodnotu p.




1.25. Né&hodné udalosti A, B a C' nemdzu nastat’ vSetky tri sticasne. Okrem toho je zndme, Ze P (AN B) =
P(ANC) =P(CnNB) = 3.Je mozné urit' pravdepodobnost’ nahodnej udalosti A?

1.26. Opakovane hdadZeme mincou, pricom pravdepodobnost, Ze padne hlava je p a pravdepodob-
nost’, Ze padne znak je 1 — p. Ako vysledok ndhodného pokusu sledujeme pocet hodov, ktoré musime
vykonat’ do okamihu, kedy padne hlava po druhykrat.

a) Ako zvolime vyberovy priestor?

b) Ak4 je pravdepodobnost’, Ze bude potrebné vykonat' 5 pokusov?

[0)4(1 — p)*p?]

1.27. Vjednotkovom §tvorci S = {(x,y) € R?: 0 < 2 < 1,0 < y < 1} ndhodne zvolime jeden bod (z,y).
Akad je pravdepodobnost’, Ze tento bod bude lezat’ v jednej z nasledujicich mnoZin:

) {(@y) eR: (s- 1)+ (y-1)" >4},
b) {(z,y) eR*: L <a+y<i}
c) {(:B,y)ERQ:ygl—xQ},
d) {(z,y) e R?:z=y}.

(@1 —Z, b2, 02, d)0]



2 Podmienena pravdepodobnost

2.1. HadZeme kockou. Aké je pravdepodobnost’ ndhodnej udalsoti A=,padne parne cislo“, za pod-
mienky B=,padlo cislo vdcSie ako tri“?

5]

2.2. Cinnost uréitého zariadenia je zavisld od funkénosti dvoch paralelne zapojenych blokov A a B.
Tieto bloky nie sti nezdvislé a ich sticasné zlyhanie sposobi zlyhanie celého zariadenia. Pravdepodobnost’
poruchy bloku A sa odhaduje na 0,2 a pravdepodobnost’ zlyhania bloku B je 0,8 ak zlyhal blok A a 0,4 ak
je blok A funk¢ny.

a) UrcCte pravdepodobnost’ zlyhania bloku B.
b) Urcte pravdepodobnost’ zlyhania celého zariadenia.

¢) Pre zvySenie spol'ahlivosti celého zariadenia bol pridany blok C tak, Ze bloky A,B a C st zapojené
paralelne. Pravdepodobnost’ zlyhania bloku C je 0,2 a je nezdvisla od funk¢nosti blokov A a B. Urcte
pravdepodobnost, Ze zariadenie zloZené z troch blokov A,B a C zlyh4.

[2)0,48, b)0, 16, c)0, 032]

2.3. Priskaskach nového dychového alkohol testera bolo zistené, Ze:
(i) v5zo 100 pripadov bol test pozitivny aj napriek tomu, Ze testovand osoba nebola intoxikovan4,

(ii) 90 zo 100 pripadov bolo vyhodnotenych ako pozitivnych, priCom testovana osoba bola skuto¢ne
intoxikovand alkoholom.

Odhaduje sa, Ze 1% testovanych o0sob je intoxikovanych alkoholom. Urcte pravdepodobnost, Ze:
a) test bude pri najbliZ3ej testovanej osobe pozitivny,

b) dand osoba je intoxikovan4, ak jej test bol pozitivny.

[)0, 0585, b)0, 1538]

2.4. Vykoname dva nezdvislé hody kockou. Ak vieme, Ze v prvom hode padlo parne ¢islo, aka je prav-
depodobnost’, Ze sucet bodov v oboch hodoch je rovny 4?2

id

2.5. Systém sa skladd z troch nezavislych komponentov. Pritom systém ostava funk¢ny, ak aspon dva
z tychto troch komponentov pracuji bez poruchy. Ak spol'ahlivost’ kazdého z nich je 0,95, aké je spol'ah-
livost’ systému ako celku?

[P (Systém funguje) = 0, 99275

2.6. Akvieme, Ze v sérii troch hodov mincou aspon raz padla hlava, aké je pravdepodobnost’, Ze padla
hlava vo vSetkych troch pokusoch?

[7]



2.7. Na starte dostihu su tri kone a,b a c. Vysledok bac znamena, Ze kon b dobehol prvy, kon a dobehol
ako druhy a kon ¢ skoncil treti. MoZné vysledky dostihu potom st

Q = {abe, ach, bac, bca, cab, cha}.

Predpokladajme, Ze P ({abc}) = P ({acb}) = -, a kazdd zo zvy$nych Styroch elementarnych udalosti ma

pravdepodobnost’ rovnu %. Definujme udalosti A=, dobehne pred b“ a B=,,a dobehne pred c*.
a) Tvoria udalosti A a B uplny systém udalosti?

b) St udalosti A a B nezavislé?

[a) nie b) st nezdvislé]

2.8. Vurcitej oblasti bol pocas sledovaného obdobia na polovicu dni predpovedany ddZzd’, pricom spo-
I'ahlivost’ predpovedi je 2 pripady z troch. Pan X chodi pocas tohto obdobia na vychadzky a berie si so
sebou ddzdnik. Pri tom sa riadi predpoved ami a vzdy, ked’ je predpovedany dézd’ si zoberie svoj ddzdnik
a okrem toho si ho zoberie v jeden z troch dni, kedy ddZd’ predpovedany nebol. Urcte pravdepodobnost’
Ze bude prsat’ a pan X nebude mat’ dazdnik.

H

2.9. Letecka spolocnost’ ma dva typy lietadiel. Jeden typ je vybaveny $tyrmi motormi, priCom pre bez-
pecny dolet je nevyhnutné, aby aspon tri z nich boli funkéné. Druhy typ je vybaveny dvomi motormi,
pricom pre bezpecny dolet je nutné, aby aspon jeden motor bol funkény. Predpokladajme, Ze motory
pracuju nezdvisle na sebe a kazdy z nich mé rovnaku pravdepodobnost’ p, Ze ostane plne funkcny. Ktory
typ lietadiel je bezpecne;jsi?

[prvy]

2.10. Zamestnanec, ktory denne dochddza do zamestnania md k dispozicii dva automobily. Jeden bezny
osobny automobil a jeden minivan. V troch §tvrtinach ciest pouZiva osobny automobil a na zvy$né jazdy
pouZije minivan. Ak cestuje osobnym automobilom, vrati sa pred 17,30 v 75% pripadov a ak pouZije mi-
nivan, tak v 60% pripadov. Urcte pravdepodobnost’, Ze:

a) Vurcity den pride domov pred 17,30.
b) Pouzil osobny automobil, ak prisiel domov az po 17,30 hod.
¢) Pouzije minivan a nepride pred 17,30 hod.

d) Pocas dvoch po sebe iducich dni sa dostane domov pred 17,30 hod., a nepouZije pri tom ten isty au-
tomobil.

[)0, 7126, b)0, 6522, )0, 1, )0, 16875]

2.11.* YV spoloc¢nosti 2n I'udi je rovnaky pocet muZov a zien. Miesta za stolom sa obsadzuji ndhodne.
Aka je pravdepodobnost’, Ze Ziadne dve osoby rovnakého pohlavia nebudi sediet’ vedl'a seba?
2.(n!)?
(2n)!




2.12.* V osudi sa nachddza a bielych a b ¢iernych gul'6¢ok, a,b > 0. Vytiahneme ndhodne jednu gu-
I'6cku a spolu s nou vratime do osudia d’alSich ¢ gul'6¢ok rovnakej farby. To opakujeme r-krat. Aka je
pravdepodobnost, Ze v prvych m pokusoch vytiahneme vzdy bielu a vo zvySnych r — m pokusoch vzdy
¢iernu gul'6¢ku?

2.13. Jedno osudie obsahuje a Cervenych a b bielych gul'6¢ok, druhé osudie obsahuje ¢ ¢ervenych

v

a d bielych gul'6¢ok. Z kazdého osudia vyberieme ndhodne po jednej gul'6¢ke a z tychto dvoch potom
jednu gul'6¢ku. Akd je pravdepodobnost’, Ze bude Cervend?

2ac+ad+be
|:2(a+b)(c+d) :|

2.14. Suciastky su vyrdbané tromi strojmi S, Sy a Ss, priCom prvy stroj vyrobi 500 stiCiastok, z kto-
rych je 5% kazovych, druhy stroj vyrobi 1 000 stciastok, z ktorych je 6% kazovych a treti stroj vyrobi za
den 1500 suciastok, z ktorych je 7% kazovych. Z celodennej produkcie vSetkych troch strojov ndhodne
vyberieme jednu suciastku.

a) Akd je pravdepodobnost’, Ze stuciastka bude kazova?

b) Vybrand suciastka je kazova. Akd je pravdepodobnost’, Ze ju vyrobil treti stroj?

[2)0, 0633, b)0, 5527]

2.15. Z balicka 52 kariet (po 13 kariet v §tyroch farbach) jedna karta chyba, avsak nie je zndme, ktora
karta to je. Zo zvySnych 51 kariet ndhodne vyberieme jednu kartu. Ak4 je pravdepodobnost’, Ze je srdcova?

3]
2.16. Z balicka 52 kariet si ndhodne vybrané dve karty. UrCte pravdepodobnost’, Ze:
a) obe su srdcovej farby, ak prvda ma srdcovu farbu,
b) obe st srdcovej farby, ak jedna mé srdcovu farbu,

c) obe su srdcovej farby, ak jedna z nich je srdcové eso,

d) jedna z nich je srdcové eso, ak st obidve srdcovej farby.
4 2 4 2
@17, D35, O, D]

2.17. Firmadoddvana trh ziarovky, ktoré st vyrdbané v 3 zavodoch. Z prvého zdvodu pochéddza 40% pro-
dukcie, z druhého zdvodu pochéddza 35% produkcie a z tretieho zavodu pochéddza zvy$nych 25% produk-
cie. Pozadovanu Zivotnost dosahuje 92% produkcie prvého zavodu, 95% produkcie druhého zdvodu a
98% produkcie tretieho zavodu. Akd je pravdepodobnost’, Ze zdkaznik kupi Ziarovku, ktord nebude mat’
poZadovanu Zivotnost'?

[0,0545]
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2.18. Dilema Montyho Halla

Predstavte si, Ze ste iCastnikmi stt'aznej hry, v ktorej si vit'az vybera cenu vol'bou jednych z trojice zatvo-
renych dveri, priCom len za jednymi dverami sa skryva auto. Po zvoleni si jednych dvier moderétor, ktory
vie za ktorymi dverami je auto ukryté, otvori jedny zo zostdvajucich dveri, za ktorymi Ziadna cena nie je.
Potom Vas vyzve, Ze mdZte svoju vol'bu zmenit'. Je vihodné vol'bu zmenit'?

[je vihodnejsie zmenit dvere]

2.19.* Krach gamblera

Hra¢ ma v penazenke m €, m > 0. V kazdom hracom kole stavi 1 € na padnutie hlavy pri hode min-
cou. Vjednotlivych kolach teda bud’ vyhrdva alebo straca 1 €, podl'a vysledku hodu. Pokracuje tak dlho,
kym jeho hotovost’ nedosiahne sumu n €, n > m, alebo kym mu ned6jdu peniaze (neskrachuje). Urcte
pravdepodobnost’ skrachovania takéhoto hazardného hréca za predpokladu, Ze jeho oponent skracho-
vat' nemozZe.

-5

2.20. Krvny test na urcity druh ochorenia preukdZe infikdciu chorého c¢loveka s pravdepodobnost'ou
0,99 a zlyhava s pravdepodobnost’'ou 0,01. TaktieZ oznaci zdravého Cloveka za chorého s pravdepodob-
nost'ou 0,02. Je pri tom zndme, Ze ochorenie sa vyskytuje u 0,1% populécie. Akd je pravdepodobnost’, Ze
osoba s pozitivnym testom je skuto¢ne chora?

0,047]

2.21. Student absolvuje test s viacndsobnymi moznost' ami odpovedi na jednotlivé otazky, pricom vzdy
len jedna alternativa odpovede je spravna. Student poznd spravnu odpoved’ s pravdepodobnost'ou p a ak
nepoznd spravnu odpoved’, tak ju hdda, pricom jednotlivé alternativy voli s rovnakymi pravdepodobnos-
tami %, kde m je pocCet alternativnych odpovedi. Akéd je pravdepodobnost’, Ze spravnu odpoved’' skutocne
poznal, ak na otdzku odpovedal spravne?

mp
|:1+(m71)pi|

2.22.* V stredovekom vizeni sedi odstidenec na smrt’. Vystredny panovnik mu vsak chce dat’ $ancu.
Prinesie mu 12 bielych a 12 Ciernych gul'6cok a d4 mu dve nddoby, do ktorych ma gul'6¢ky rozdelit'.
Potom mu ozndmi, Ze na druhy den rano pride kat, ndhodne si vyberie jednu z nddob a z nej vytiahne
jednu gul'6¢ku. Ak bude biela, dostane vdzen slobodu, ak bude Cierna, bude okamZite popraveny. Ako
ma vizen rozdelit’ gul'6¢ky do nddob, aby maximalizoval pravdepodobnost’ svojho oslobodenia?

2.23. Urna obsahuje jednu bielu a jednu Cervenu lopticku. Ndhodne vyberieme jednu lopticku. Ak je
biela, vratime ju do osudia. Ak je Cervend, spolu s nou vratime do osudia d’alSie dve cervené lopticky.
Potom vyZrebujeme jednu lopticku po druhy krat. Aké je pravdepodobnost, Ze v obidvoch pokusoch
vyZrebujeme Cervenu lopticku?

5]
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2.24. Vnadobe reaktora prebieha chemicka reakcia. Na jednej strane reakénej nddoby do nej vstupuje
plyn alebo kvapalina, ktord sa zmieSava s obsahom reakcnej nddoby, alebo na druhej stranez nddoby
unikd. jednou z charakteristik reakcie je rezidencny cas, ktory udéva ako dlho Castice zotrvaju v reakc-
nej nddobe, kym ju opustia. Nech R; oznacuje udalost’ ,castica ma rezidencny cas dlhsi nez ¢ sekiind“.
Udalosti R; maju pravdepodobnost’ e~¢. urcte pravdepodobnosti:

a) Ze Castica, ktora zotrvala v rek¢nej nddobe 3 sekundy zotrva v nddobe viac ako 4 sekundy,

b) Ze Castica zotrvala v reakénej nddobe dlhSie ako 3 sekundy, ak nezotrvala v reaktore dlhsie ako 4 se-
kundy.

[a)e*1 ~ 0,36787, b)<"=¢* ~ 0,0321

1-e—4

2.25. Roztrzity profesor matematiky zabtida ddZdnik v obchode s pravdepodobnost'ou %, (za predpo-
kladu, Ze taam s nim vobec dorazi). Z domu vyrazil s ddZdnikom, navstivil 3 obchody a domov prisiel bez
déZdnika. Akd je pravdepodobnost’ Ze ho zabudol v prvom, druhom alebo tret om obchode?

[0,4324 v prvom, 0, 3243 v druhom, 0, 2432 v tret om|

2.26. Cestujuceho lietadlom postupne prepravuju triletecké spolo¢nosti. Pravdepodobnost’, straty kufra
u l.spoloc¢nosti je 1%, u druhej 3% a pravdepodobnost’, Ze u tretej spolocnosti dojde ku strate je 2%. Ked’
cestujuci dorazil do ciel'a svojej cesty, zistil, Ze mu kufor stratili. Akd je pravdepodobnost’, Ze hod stratila
prv4, druhd alebo tretia spolocnost’?

(0,170 prva,0, 504 druh4, 0, 326 tretia]

2.27. Pripokusoch s protihmyzovou latkou sa zistilo, Ze % komadrov zahyn pri jej prvom pouZiti. Zvy$ni
ziskaju takt odolnost’, Ze pri druhom pouziti zahynt len 2 zvysku. Akd je pravdepodobnost’, Ze komér
preZije dvojnasobnu aplikdciu?

[0, 156]
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3 Opakované pokusy

3.1. HadZeme 100-krat mincou. Ak4 je pravdepodobnost’, Ze padne rovnaky pocet hldv a znakov?

[0, 08]

3.2. Ktord z tychto udalosti je najpravdepodobnejsia:
a) Prihode Siestimi kockami padne aspon jedna Sest’ka.
b) Pri hode dvandastimi kockami padnt aspon dve Sest’ky.

c) pri hode osemndstimi kockami padnu aspon tri Sest’ky.

[2)0, 665, b)0, 618, ¢)0, 597]

3.3. Krél'ovsky pokladnik triedi zlaté mince do meScov po 100 minciach. Pri tom kral'a okrdda tak, Ze
do kazdého mesca vloZi jednu falo$nti mincu. Kral si ho chce skontrolovat’ a to tak, Ze z kazdého zo 100
naplnenych meScov vyberie po jednej minci.

a) Akd je pravdepodobnost’, Ze pokladnikov podvod ostane neodhaleny?

b) Ako sa tato pravdepodobnost’ zmeni, ak tilohu zovSeobecnime na n» meScov po n minci?

[2)0, 366, b) (1 —1)"]

3.4. Prebezpecny dolet lietadla, ktoré je vo vzduchu je potrebné, aby aspon polovica jeho motorov bola
funkénych. Jednotlivé motory pracuji nezavisle od seba a pravdepodobnost’ poruchy kazdého z nich je
1 — p. Pre aké hodnoty p st spol'ahlivejsie lietadla so Styrmi motormi nez lietadld s dvomi motormi?

[p > 3]

3.5. Odhadom bolo zistene, Ze v 16%-t4dch vozidiel MHD cestuje aspon jeden ¢ierny pasaZier. Kol'ko vo-
zidiel musi revizor skontrolovat’, aby s pravdepodobnost'ou aspon 0,95 pristihol aspon jedného cierneho
pasaziera?

[18]

3.6. V krabici sa nachdadza 50 tranzistorov, z toho je 10 kusov zlych. Na opravu spotrebi¢a ndhodne
vyberieme 10 tranzistorov. Aky je pravdepodobnost’ Ze prave dva budu z1€?

[0, 3369]

3.7. Dvadsatkrat hddZzeme tromi mincami. Aka je pravdepodobnost’, Ze asponl v jednom hode padnu
na vSetkych minciach hlavy?

[0, 931]

3.8. Rozhodnite, ktord udalost’ je pravdepodobnejsia: Vyhrat' s rovnocennym siperom tri partie zo Sty-
roch alebo vyhrat’ s rovhocennym stiperom pit partii z 6smich?

[Tri zo $tyroch]
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3.9. Na dvojkol'ajnom moste sa pocas 24 hodin stretnt nanajvys dva vlaky, a to s pravdepodobnost'ou
0,2. Ak predpokladdame, Ze denné prevadzky su nezdvislé, urcte pravdepodobnost, Ze pocas tyzdna sa
dva vlaky na moste stretnu:

a) prave trikrat,
b) nanajvys trikrat,

c) aspon trikréat.

[@)0, 1147, b)0, 9667, c)0, 148]

3.10. Udalost’ A nastane aspon vjednom z piatich nezavislych opakovani ndhodného pokusu s pravde-
podobnost’'ou 0,9. Akd je pravdepodobnost’ nastatia udalosti A vjednom pokuse, ak je pre vSetky pokusy
rovnaka?

[p = 0,369]

3.11. Uloha Chevaliera de Méré

a) Hodime n-krét za sebou hraciu kocku. Ozna¢me A udalost, Ze Sest’ka padne aspon raz. Aky je mi-
nimdlny pocet hodov, ktoré je potrebné vykonat’, aby sme mohli s pravdepodobnost'ou asponi 0,5
ocakavat, Ze udalost’ A nastane?

b) Hodime n-krat za sebou dve hracie kocky. Ozna¢me B udalost’, Ze stucet 12 padne asponi raz. Aky je
minimdlny pocCet hodov, ktoré je potrebné vykonat, aby sme mohli s pravdepodobnost'ou aspon 0,5
ocakdvat’, Ze udalost’ B nastane?

[n > 4, byn > 25]

3.12.* Vosudijem gul'6¢ok, z ktorych si niektoré biele a niektoré st ¢ierne. Presné zloZenie osudia nie
je zndme. Vie sa len to, Ze bolo naplnené tak, Ze niekto hadzal mincou a ak padol znak, tak vlozil bielu
gul'6¢ku a ak padla hlava, tak vlozil ¢Ciernu gul'6¢ku. Z osudia ndhodne vyberieme jednu gul'6¢ku.

a) Akd je pravdepodobnost’, Ze vybrand gul'6¢cka bude biela?

b) Gul'6¢ka vytiahnutd z osudia je biela. Akd je pravdepodobnost’, Ze osudie obsahuje len samé biele
gul'ocky?

c) Gul'6¢ka vytiahnuta z osudia je biela. Ak4 je pravdepodobnost’, Ze vSetky ostatné gul' 6¢ky v osudi st
Cierne?

d) Ulohu vyrieste vSeobecne. Teda, gul'6¢ka vytiahnuta z osudia je biela. Akd je pravdepodobnost, Ze v
osudi je prave k < m bielych gul' 6¢ok?

m—1

a)%y b) 2m1—1 Y C) 2ml—1 ) d) (21:;—11)

3.13. Student sa Gplne nepripraveny dostavi na skisku, ktorej obsahom je test, pozostavajtci z de-
siatich otdzok so Styrmi alternativami odpovedi. Z pontkanych odpovedi je vZdy prave jedna odpoved’
spravna. Aby bola skt8ka tuspedne splnend, je potrebné spravn eodpovedat’ aspon Sest’ otdzok. Ak4 je
pravdepodobnost’ tispedného zloZenia skusky, ak Student odpovede vyberd ndhodne?

[0,0197)
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4 Nahodna premenna

4.1. Nech ndhodnd premennd X predstavuje pocet padnutych hlav v sérii dvoch hodov mincou. Urcte
jej pravdepodobnostnu funkciu a distribu¢nt funkciu a nacrtnite ich grafy.

0 <0
r lo]1]2 )t o<a<t
b 315507 3 1cese
1 2<z

4.2, HadZeme hracou kockou tak dlho, az kym nepadne prva Sestka. Nech ndhodna premennd X re-
prezentuje pocet vykonanych hodov. Urcte jej pravdepodobnostni funkciu.

4.3. Predpokladajme, Ze sa vykonad séria piatich hodov mincou. Sériou hlav budeme rozumiet’ nepre-
rusenu postupnost’ padnutia hlavy v po sebe idticich hodoch. Tak napriklad vo vysledku (h, z, h, h, z, z)
reprezentuje prva hlava sériu hlav dizky jedna a treti a §tvrty pokus sériu hlav dizky dva. Definujme na-
hodnt premennti X ako dizku najdlh3ej série hlav v piatich hodoch mincou. Uréte pravdepodobnostnt
funkciu a distribu¢nu funkciu ndhodnej premennej X.

4.4. Naorovo rozdelenie

Osudie obsahuje n gul'6¢ok, pricom jedna z nich je Cervend a ostatné st biele. Z osudia vytiahneme jednu
gul'ocku. Ak je biele, tak do osudia namiesto nej vratime Cervenu gul'6cku a pokus opakujeme, ak je
vytiahnutd ¢ervend gul' 6¢ka, tak sa pokus konci. Nech ndhodné premennd X oznacuje pocet vykonanych
t'ahov. UrCte pravdepodobnostnt funkciu ndhodnej premennej X.

plx) = n=Dbe 0120

T (n—x)lnz>

4.5. Predpokladajme, Ze doba Cakania na obsluhu pri priehradke v banke, uddvana v minttach je po-
pisand ndhodnou premennou X s funkciou hustoty

0 x <0,
J@={1 o<z<1,
S x> 1.

Urcte:

a) Distribu¢nt funkciu ndhodnej premennej X.

b) Podmienenu pravdepodobnost P (X > 2|X > 1).

z <0,

0<z<1, ,b

1

aF(x) =

ool

— g O
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4.6. Predpokladajme, Ze doba ¢akania na videnie padajicej hviezdy pocas letnej noci merana v minua-
tach sa riadi exponencidlnym rozdelenim s hustotou pravdepodobnosti

f(x)z{o . T

c-e 10 zx>0.
Urcte konStantu ¢ a vypocitajte pravdepodobnost, Ze budeme musiet’ cakat aspon desat’ mintit.

[c = &, P(X >10) =0, 368]

107

4.7. N&hodna premennd X ma distribu¢na unkciu tvaru

0 <0
Flz)=4¢ ¢c-22 0<zx<1
1 x> 1.

Urcte:
a) konstantu c tak, aby F'(z) bola distribu¢nou funkciou,
b) hustotu pravdepodobnosti ndhodnej premennej X,

c) pravdepodobnost' P (0,25 < X < 0,5).

0 =<0
Ac=1bf(z)=4 22 0<z<1 ,0=
0 z>1.

4.8. Pre aka hodnotu cje funkcia

a)

1\
clz r=1,2,3,4,5

p(x) = (3)
0 x#1,2,3,4,5

b)

1\Z
clz rz=1,2,3,...

p(z) = (3)
0 x#1,2,3,...

pravdepodobnostnou funkciou? Urcte F'(4) aP (1 < X < 3).

[c=22 F4) =8 P1<X<3)=3 be=3, F4)=8 P(1<X <3)=2

4.9. N&hodna premennd ma hustotu

ccx 0<zx<l1
fl@)=2 2—2 1<x<2
0 x ¢ (0;2).

Urcte:
a) konstantu c tak, aby f(x) bola hustotou pravdepodobnosti,

b) distribu¢nu funkciu F(x),
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c) pravdepodobnost P (1 < X < 2),
d P(X >0,75).

0 <0
2
U <
ac=1,b)F(z)=1{ 2 ) O<zsl , 0%, A2
2r—% -1 1<z <2
1 T > 2

4.10. Ndahodnd premennd X md pravdepodobnostnu funkciu

p(x) = {

Ak4 je pravdepodobnost’, Ze tdto ndhodné premennd nadobudne hodnotu

0,7 z=1,2,3,...
inak.

O e

a) mensiu ako 3,
b) vicsiu ako 4,

c) VAcsiu ako 1 ale mensSiu nez 4.

[@)0, 51, b)0, 241, ¢)0, 357]

4.11. Pre aki hodnotu cje

pravdepodobnostnou funkciou?

4.12. Nahodna premennd ma pravdepodobnostnu funkiu p(z) = {5 pre z = 1,3, 5, 7. UrCte
a) P(X=1VX=23),

b) P(;<X <1,

c) P(1<X<3).

@3, D)3, o]

4.13. Nahodna premennd ma rozdelenie s hustotou pravdepodobnosti zobrazenou na obrazku. Urcte
hustotu f(z), distribu¢nt funkciu F'(z) a vypocitajte pravdepodobnost’, Ze ndhodnd premenné X nado-

budne hodnotu z intervalu (1; 2).

/()

a

P(5<X<35) =3
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4.14. Nahodnd premennd X m4 distribu¢nu funkciu

0 r < —5
Flz)={ 25 _5<2<2
1 x > 2.

Urcte:

a) hustotu pravdepodobnosti ndhodnej premennej X,
b) P(-2< X <2),

c) P(X =2),

d P(-6<X<1).

% T € (—5;2) 4 6
a)f(X) = 0 inak P (2< X <2)=2, 0P (X =2)=0,pP(-6<X <1)=2

4.15. Nahodnd premennd X ma distribu¢nu funkciu

0 <0
F(x) =4 a+bsinz O<z< 3
1 x> 3.
Urcte hodnoty a a b a funkciu hustoty.
0=0b=1, f(X)= cosxz x € (0;7)
0 inak

4.16. Dvaja hraci hrajua Sach. Pravdepodobnost’ vyhry hraca A je 0,4 a pravdepodobnost’, vyhry hraca
B je 0,6 (remizy neuvazujeme). Hru opakuja dovtedy, kym hra¢ A nevyhrd. Urcte pravdepodobnostnu
funkciu ndhodnej premennej x, ktord popisuje mnoZstvo odohratych partii.

[p(x) = (0,6)"" - 0,4]

4.17. Je znédma distribu¢né funkcia denného poctu obsadenych izieb v ur¢itom penziéne. Pre jej hod-
noty plati: F(z) = 0,02, 7 < 2 < 8, F(z) = 0,05,8 <z <9, F(z) = 0,12, 9 <z < 10a F(z) = 1, 10 < .
Urcte pravdepodobnost’, Ze v ndhodne zvoleny deri bude obsadenych prave 7,8,9 a 10 izieb.

[P(X =7)=0,02, P(X =8)=0,03, P(X =9)=0,07, P(X = 10) = 0, 88]

4.18. Vyska skody v poisteni automobilov je ndhodna premennd s distribu¢nou funkciou

F() 0 <0
r)= 2000 \°
1 - (2000+x> r > 0.

Urcte strednu vysku Skody a rozptyl vySky poistného plnenia.
[E (X)=1000, D(X) = 3000000]
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4.19. Rozdelenie ndhodnej premennej je dané pravdepodobnostnou funkciou

o(z) = (3)-0,27-0,8°% 2=0,1,2,3
0 x#0,1,2,3.

Urcte zaCiatotné momenty v (X),v2(X),v3(X) a vg(X).

[1(X) = 0,5, vo(X) = 0,84, v3(X) = 1,368, v4(X) = 2,568]

4.20. Rozdelenie ndahodnej premennej je dané funkciou hustoty

o) — 32z —2?) x€(0;2)
f()_{é z ¢ (0;2).

Urcte zaCiatocné momenty v (X),v2(X),v3(X) a va(X).

[ (X) =1, (X)) = 1,2, v5(X) = 1,6, 1,(X) = 1]

4.21. Rozdelenie ndahodnej premennej je dané funkciou hustoty

f(x):{ 0 z<0

e’ x>0.
Urcte centrdlne momenty o (X),u3(X) a pa(X).

[2(X) =1, p3(X) = 2, pa(X) = 9]

4.22. Nahodnd premennd X mé rovnomerné rozdelenie na intervale (0; a), teda jej funkcia hustoty je

Urcte:

a) E(2X +3),

b) E(3X? -2X +1),
c) D(2X +3),

d D(X?*+1).

[a)E(()2X+3) =a+3,DEBX?-2X+1)=d®>—a+1,9D2X +3)=2 D (X?+1) =

4.23. Rozdelenie ndhodnej premennej je dané pravdepodobnostnou funkciou

Z r=2,4,6
p(z) =q 12
0 x+#24,6.

—_

Urcte jej strednt hodnotu, rozptyl a smerodajnua odchylku.
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4.24. Rozdelenie ndhodnej premennej je dané funkciou hustoty

f(m):{O r<l1

x% x> 1.

Urcte jej strednt hodnotu, rozptyl a smerodajnt odchylku.

E(X)=5D(X) =1 0(X) =%

4.25. Firmadoddva na trh meraci pristroj, ktory sa skladd zo Styroch nezavislych blokov. Porucha ktoré-
hokol'vek bloku mé za dosledok nefunkénost’ celého pristroja. Pravdepodobnost’ nefunk¢nosti kazdého
z blokov je 0,02. Vyrobné nédklady na pristroj predstavujui 40 €. Akt cenu si mé firma stanovit, ak sa chce
zarucit', Ze za kazdy chybny dodany pristroj vrati jeho cenu a navySe 25% z ceny vyrobku (bez naroku na
jeho vratenie) a chce dosiahnut' 30%-ny zisk?

[c = 97,67 €]

4.26. V sérii vyrobkov pripravenych na expediciu je 8% vyrobkov s kazom na povrchovej tprave. DI-
hodobym $tatistickym pozorovanim bolo zistené, Ze pravdepodobnost’ reklamadcie vyrobku s kazom na
povrchovej tprave je 0,8. Uvazuje sa o dvoch variantoch predaja tychto vyrobkov. Bud’ sa zdkaznikovi
poskytne 50% zl'ava v pripade reklamadcie alebo sa povodna cena plo$ne zniZi o 5% bez moZnosti rekla-
madcie. Predpokladand cena vyrobku je c. Ktory z oboch variantov je pre spotrebitel’a vyhodnejsi?

[Druhy]
4.27. Podl'a amrtnostnych tabuliek muZov SR za rok 2011 je pravdepodobnost’ imrtia muZa vo veku
25 rokov v priebehu jedného roka rovna 0,000865. Poist'oviia ponuka muzom v tomto veku za poistné

10 € vyplatit’ pozostalym v pripade jeho tiimrtia pocas jedného roka sume 3 000 €. Aky zisk moZe pois-
t'oviia ocakavat’, ak poistku uzavrie 1 000 muzov vo veku 25 rokov?

[E(Y) = 7405 €]

4.28. Vreprografickom §tadiu maju 3 kopirovacie stroje. Prvy ma pravdepodobnost’ poruchy 0,01 a jeho
nefunkénost’ sposobi denn stratu 600 €. Dalsie dva s pravdepodobnost'ou poruchy 0,002, pricom ne-
funk¢nost’ kazdého z nich sposobi dennt stratu 1 100 €. Akd je strednd hodnota dennej straty spdsobene;j
nefunk¢énost’'ou kopirovacich strojov.

4.29. Nahodnd premennd X md rozdelenie s funkciou hustoty

o) = a-z-(1—z)° xe€(0;1)
f()_{o z ¢ (0;1).

Urcte jej koeficient asymetrie a $picatosti.

12 o _ 17 ~
p—m~0,693,€—£—3r\»0,1091
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4.30. Vyrobca klimatiza¢nych zariadeni zarucuje, Ze jeho zariadenie je schopné udrziavat priemerna
teplotu 24°C so smerodajnou odchylkou 0,3°C. Svoje vyrobky chce predavat’ aj do krajin, kde sa teplota
meria v stupnioch Fahrenheita. Aké hodnoty md na prospekte uviest’ pre priemernu teplotu a smerodajnu
odchylku?

[E(F) =752, D(F) =0,2916, o(F) = 0, 54]

4.31. Vyrobca topanok vie, Ze v priemere 0.4% jeho produkcie nie je bez kazu a smerodajné odchylka
poctu kazovych parov je 0,3%. Rozhodol sa vratit' peniaze za celu zdasielku 500 pérov, ak tito zdasielka
obsahuje viac ako « kazovych parov. Akt hodnotu o mé zvolit’, ak nechce vracat peniaze CastejSie ako
v 5% pripadov?

la < 11]
4.32. Rozdelenie ndhodnej premennej X je dané funkciou hustoty
0 <0
fz) = { LU
T-e x> 0.
Urcte jej modus.
Mo = 1]

4.33. Urcte kvantilovu funkciu k rozdeleniu vysky Skody v poisteni automobilov dant v cviceni(4.18
[F_1<p) _ 2000(175/@)}

3 l—p

4.34. Hustota exponencidlneho rozdelenia je dand vzt ahom
xe 2> 0

fz) =
0 <0

Urcte jej kvantilovi funkciu, urc¢te medidn, horny kvartil, horny decil a 95-ty percentil.

Fp)=—-202 Me=A"1In2 us = —1ln4, us = —1In10, ues = —11n20
A 100

9
10

S

4.35. Nahodnd premenné X je dana funkciou hustoty
@) = alr—1)2—z) x€(1;2)
0 x ¢ (1;2)
Urcte koeficient a, strednt hodnotu E (X), rozptyl DX, médus a medidn.
=6, E(X) = . D(X) = &, Mo =, Me = §

29

4.36. Nahodnd premennéd X je dana distribu¢nou funkciou

0 T <2
F(z,y) =4 1222 4 ¢ (2:5)
1 x > 5.

Urcte koeficient a, strednt hodnotu E (X ), médus Mo, rozptyl D (X) aP (X > Mo).
[a=9,E(X)="4,D(X)=% =0,375 Mo =5,P(X >Mo) =0.]
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5 Vytvarajice funkcie

5.1. Nech ndhodnd premennd X ma diskrétne rovnomerné rozdelenie na mnozine {1,2,...,n}, tj. pre
jej pravdepodobnostnt funkciu plati

1 r=1,2,...,n
plz) =4 "
0 z#1,2,...,n.
Urcte jej pravdepodobnostnt vytvérajicu funkciu.

z(z"—1)
z—1

G(z) =

3=

5.2. Nech ndhodna premennd X ma Poissonovo rozdelenie s parametrom ), tj. pre jej pravdepodob-
nostnu funkciu plati
{ Xel 3 —0,1,2,...

0 z£0,1,2,....

Urcte jej pravdepodobnostni vytvarajicu funkciu a charakteristicka funkciu. S pomocou vytvarajtcej
funkcie pravdepodobnosti urcte jej strednti hodnotu a rozptyl.

[G(2) = XD, x(t) = X"V E(X) =\, D(X) = A]

p(x) =

Pravdepodobnostnd vytvérajica funkcia binomického rozdelenia ma tvar G(z) = (pz + ¢)", kde
n je poCet opakovani a p pravdepodobnost’ ispechu v kazdom pokuse, p + ¢ = 1. Ak opakovania zovse-
obecnime tak, Ze pravdepodobnost’ ispechu bude v kazdom pokuse ind a rovna p;, p; + ¢; = 1, tak pre
vytvarajuicu funkciu pravdepodobnosti poctu ispechov moéZeme pisat’ G(z) = [ (piz + ¢). VyuZite
tento poznatok na rieSenie nasledujticej tlohy.

Na ter¢ sme vystrelili zo Styroch vzdialenosti 4 nezdvislé strely. Pravdepodobnost’ zdsahu sa pre jednotlivé
vzdialenosti rovna postupne 0,9; 0,85; 0,8 a 0,75. Akd je pravdepodobnost’ Ze v terci budu:

a) prave dva zdsahy,
b) aspon dva zdsahy.

5.4. N&hodnd premennd X ma binomické rozdelenie s parametramin a p, teda jej pravdepodobnostna
funkcia ma tvar

D T S
0 r#0,1,2,...n,

kde p + ¢ = 1. Urcte jej momentovu vytvarajicu funkciu a s jej pomocou aj strednti hodnotu a rozptyl
rozdelenia.

[Mx(t) = (pe' + q)", E(X) = np, D (X) = npq]

5.5. Ndhodné premennd X ma geometrické rozdelenie s parametrom p, teda jej pravdepodobnostna
funkcia ma tvar
T x=0,1,2,...
pa)=q "
0 2+#01,2,...

kde p + ¢ = 1. Urcte jej pravdepodobnostnu vytvarajucu funkciu, charakteristicka funkciu, momentovi
vytvarajucu funkciu a s jej pomocou aj strednt hodnotu a rozptyl rozdelenia.

[G(Z) =2 Mx(t) = g xx(t) = 5, E(X) =, D () = %

p
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5.6. Ndhodnd premennd X mé rovnomerné rozdelenie na intervale (a;b), teda jej funkcia hustoty méa
tvar
1
— x € (a;b
flay = 7o TS @Y
0 x ¢ (a;b).

Urcte jej momentovu vytvarajicu funkciu a s jej pomocou vyjadrite strednti hodnotu a rozptyl rozdelenia.

(b—a)t ’ 2 12

[Mx(t) = G=57 B (X) = 22, D (X) = 4535

5.7. Né&hodné premenna X ma exponencidlne rozdelenie s parametrom ), teda jej funkcia hustoty ma
tvar

e M >0
0 <0

Urcte jej momentovu vytvarajicu funkciu a s jej pomocou vyjadrite strednti hodnotu a rozptyl rozdelenia.

[Mx(t) = 25 E(X) = §, D(X) = 3]

A A2

Nech je n kladné, a nech ndhodné premenné X, X, ..., X,, si nezdvislé. Nech d’alej ndhodné
premenné X, X», ..., X, maju momentové vytvarajuce funkcie My, (t),Mx,(t),...,Mx, (t). Oznatme Y
ndhodnu premennd, ktord je sictom Y = X; + Xo + - - - + X,,. Odvod’te momentovu vytvarajucu funkciu
My (t) ndhodnej premenne;j Y.

5.9. Nech X aY stinezévislé ndhodné premenné, kaZzda s binomickym rozdelenim, X ~ Bi(n;,p)aY ~

Bi(ng, p). Urcte, aké rozdelenie ma ndhodné premennd Z = X + Y.

[Z ~ Bin (n; + na, p)]

Nédhodnd premennd x md momentovu vytvarajicu funkciu Mx (¢). Nech Y = aX + b. Odvod’te,
¢omu sa rovnd momentova vytvarajuica funkcia My () ndhodnej premennej Y.

5.11. Momentova vytvarajtca funkcia ndhodnej premennej X ma tvar Mx (t) = 1. Uréte momentovi
vytvarajicu funkciu ndhodnej premennej Y = 3X a pomocou nej urCte E (Y) aD ( ).

[My(t) = 2=, E(Y)=3,D(Y)=9]

1-3¢7
5.12. Pomocou momentovych vytvarajicich funkcii dokdzte, Ze sticet nezavislych ndhodnych premen-

nych s rozdelenim I' s rovnakym parametrom ¢ ma opét I rozdelenie. O ndhodnej premennej X hovo-
rime, Ze md rozdelenie I" s parametrami a a 6, ak pre jej hustotu plati:

x“’1e7%
f<x>—{ e T

0 <0,

kde I'(a) je tzv. gama funkcia definovand vztahom I'(a) = [;° 2® te " da.
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Nech su dané ndhodné premenné X, X, ..., Xy, nech tieto ndhodné premenné sti navzdjom
nezavislé a identicky rozdelené. Nech je d’alej IV diskrétna ndhodnd premenna s kladnymi celoc¢iselnymi
hodnotami a je nezdvisld od ndhodnych premennych X, Xo, ..., Xy.NechY = X;+ Xs+---+ Xy. Urcte
momentovu vytvarajicu funkciu prip. vytvarajicu funkciu pravdepodobnosti ndhodnej premennej Y.
Upozornenie: V tomto pripade nie je zndmy presny pocet s¢itancov vo vyjadreni ndhodnej premennej
Y. Tento pocet je ndhodny a je zndme len rozdelenie tohto poctu. Takyto typ ndhodnych premennych
sa nazyva zloZené ndhodné premenné, resp. ich rozdelenia sa oznacuju ako zloZené rozdelenia a hraju
vyznamnu tlohu napr. pri modelovani rizik poistného portfélia. Ndhodnt premennt N v takom pripade
oznacujeme ako scitaciu ndhodnii premennii.
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6 Systém nahodnych premennych

6.1. Striel'aji sa dva vystrely na urcity ciel'. Pravdeopodobnost’ zdsahu je pri kazdom vystrele rovnd 0,6.
VySetruju sa dve ndhodné premenné: X, ktord uddva pocet zdsahov ciel'a a Y, ktord udéava pocet striel,
ktoré minuli ciel. Zostavte pravdepodobnostnu tabul'’ku systému (X, Y").

6.2. UrcCte, pre aké konstanty a a b m6Zeme povaZzovat funkciu
Flz,y)=(1-e ™) (1-e"), z>0,y>0,
za distribu¢nu funkciu systému ndhodnych premennych (X, Y).

la,b > 0]

6.3. Distribu¢na funkcia systému (X, Y) je tvaru

(I1—e*)(1—eY) z>0,y>0
0 inak.

F(z,y) = {
Uréte pravdepodobnost’, Ze hodnota nahodného vektora (X, Y) padne do obdiznika s vrcholmi (1, 1),(2, 1),(2, 3)
a(l,3)
[0,074]
6.4. Systém ndhodnych premennych ma zdruzenu funkciu hustoty tvaru

a(r+y) (z,y) €D
0 (z,y) ¢ D,

kde D je Stvorec ohrani¢eny priamkamixz = 0,z = 3,y = 0 ay = 3. UrcCte

f(z,y) :{

a) koeficient a tak, aby f(z,y) bola funkciou hustoty,

b) pravdepodobnost, Ze ndhodny vektor (X,Y’) padne do §tvorca S ohrani¢eného priamkami z = 1,
r=2,y=1lay=2,

¢) margindlne hustoty ndhodnych premennych X a Y.
[wa =3z, P ((X,Y) € ) =g, o0fx(x) =5 +§ 2 €(03), fir(y) = § + 5 y € (0;3)]

6.5. Nech D je trojuholnikové oblast' vR?, D = {(z,y) : 0 < 2,0 < y,z +y < 1} a systém ndhodnych
premennych (X,Y) nech ma zdruZenu hustotu

o) = Cxy? (v,y)€D
f(z,y) { 0 (e.4) ¢ D.

Urcte:
a) konStantu C tak, aby aby f(z, y) bola funkciou hustoty,
b) pravdepodobnost P (X < Y).

[a)c =60, P (X <Y) = §]
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6.6. Ndahodny vektor (X, Y) mé zdruZenu hustotu dani vzt ahom

—z(1+y)
zre x>0,y >0
fz,y) = , Y

0 inak.

Urcte margindlne hustoty rozdelenia a rozhodnite, ¢i ndhodné premenné X a Y st nezavislé.

[fx(x) =e ", x>0, fy(y) = m, y > 0, nie st nezavislé

6.7. Systém ndhodnych premennych (X, Y) md zdruZenu pravdepodobnostnu funkciu tvaru

Ny
p(ll’y):x'iy'e (BF2) $7y:071727"'7

kde A > 0, > 0. Urcte marginélne rozdelenia ndhodnych premennych X a Y a rozhodnite, i st tieto

nahodné premenné nezavislé.

[pX(x) =2e M z=0,1,...,py(y) = ’;—fe‘“, X, Y st nezavislé

6.8. Spojity ndhodny vektor (X, Y) ma zdruZzenua hustotu tavru

1
m(1+22)(1+¢%)

flz,y) =
Urcte:
a) obe margindlne hustoty,
b) zdruZenu distribu¢nu funkciu,
¢) obe margindlne distribu¢né funkcie.
a)fx(z) = m fr(y) = m, b)F(z,y) = # (arctgx + %) (arctgy + g)
OFx(z) =1L (arctgz + ), Fy(z) = < (arctgy + )
6.9. ZdruZena hustota ndhodnych premennych (X, Y) ma tvar
fla,y) = k(@®+y%), z€(0;1),y € (0;1).
Urcte:
a) konstantu k,
b) obe marginélne hustoty,
) P(X>1)

[0k =3, b fx(z) =3 (22 + 1), 2 € (0;1), fy(y) =3 (¥’ + 1),y € (0;1), oP (X > ) = &T]

6.10. Zdruzena hustota ndhodnych premennych (X, Y) ma tvar

Urcte P (X > Y > 2).

P(X>Y >2)==¢"
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6.11. Zdruzend hustota ndhodnych premennych (X,Y) ma tvar
flz,y) =8zy, 0<y<z<l

Urcte margindlne hustoty.

[fx(z) =42% 2 € (0;1), fy(y) =4y(y> — 1),y € (0;1)]

Sa dané dve zdruZené hustoty pre nahodny vektor (X,Y):

ey — 4 11tay) wE (L), ye (=11
9(@9) _{ 0 inak,

re(-11),ye(-1;1)
0 inak.

=

f(w,y)—{

Urcte margindlne hustoty pre obidva pripady zdruZenej hustoty a vysledky porovnajte.
Poznamka: Z porovnania vysledkov vyplyva poznatok, Ze zdruZend hustota nie je margindlnymi husto-
tami urCend jednoznacne.

6.13. Zdruzenad distribucnd funkcia ndhodného vektora (X, Y) m4 tvar:

1—-e®)(1-(1+2y)e ) 2>0,y>0
0 inak.

F(Ivy) = {

Urcte jej zdruZenu hustotu.

[f(z,y) = 4ye™™"% x>0,y > 0]
6.14. Zdruzena hustota ndahodného vektora (z,Y) je tvaru

e eV >0,y>0
flay) =47 . Y
0 inak.

Urcte P (Y > X).

[P(Y > X) =

>
—

6.15.* Zdruzend hustota ndhodného vektora (X, N) je dand vzt'ahom:

xnefzr

f(z,n) = , >0,n=0,1,2,...
n!

Urcte margindlne rozdelenia a pravdepodobnosti P (N < 2) aP (X > 4).

[pN(n) = fooomnfl—!_%dxn =0,1,2,..., fx(z)=e*, P(X <4)=¢e
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7 Podmienené rozdelenia pravdepodobnosti
7.1. Ndahodny vektor (X, Y) mé zdruZenu funkciu hustoty tvaru

cr?(y+z)? 0<z<1,0<y<1,

fay) = { 0 inak.

Urcte konstantu ¢, podmienené hustoty.

c = 180 _ 302%(y+2)? flylz) = 3(y+a)? }

To1 f (@ly) = 1092+ 15516 1+32+322

7.2. Nech X aY st nezdvislé ndhodné premenné, X ~ Po();), Y ~ Po(\2). Nech ndhodnd premenné
Z = X +Y.Aké rozdelenie md podmienend ndhodnd premennd W = X|Z?

: A
W~ Bin (= )
7.3. Podmienend hustota je tvaru

Faly) = Ao l<a<y 1<y<2,
0 inak.

a marginédlna hustota ndhodnej premenne;j Y je

4,02
7y(y - 1) 1< y < 27
fry) =4 ?
) 0 inak.
urcte margindlnu hustotu fx (z) ndhodnej premennej X.

) jx(d—a?) 1<z <2,
[fx(w) = { 0 ]

inak.

7.4. Necha < b < ¢ < d, a nech ndhodné premennd X mé rovhomerné rozdelenie Ro (a,d). Nech
A ={w;b < X(w) < c}. Urcte distribu¢nu funkciu ndhodnej premennej Y = X|A.

=t <y <
Fy(y):{b_c Y c]

0 inak.

Nech ndhodnd premennd X ma exponenciédlne rozdelenie X ~ E (\). UrCte P (X > s+ t|X > s).
Poznamka: Vysledok ukazuje, Ze tato P (X > s + t|X > s) je zavisld len od hodnoty ¢ a je nezavisld od s. To
znamend, Ze v pripade, kedy je doba ¢akania na vyskyt sledovanej udalosti rozdelend exponencidlne, je
tato doba cakania nezdavisld od uz uplynutého ,od¢akaného* casu. Niekedy sa hovori, Ze exponencidlne
rozdelenie nemd pamdit.

7.6. Nech ndhodnd premennd X ma exponencialne rozdelenie so strednou hodnotou rovnou 1. Ak po-
zorujeme ako realizdciu ndhodnej premennej X hodnotu z, ndsledne vygenerujeme ndhodnt premennt
Y, ktord m& normdlne rozdelenie so strednou hodnotou 0 a rozptylom x + 1. Urcte zdruzent hustotu né-
hodného vektora (X,Y).

_ 212+21+y2

f@y) = Fm=g-e e z0yeR
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7.7.* Na rastline sa urodi N semienok, pricom N ~ Bin (n,p). Kazdé semienko vykli¢i s pravdepo-
dobnost'ou v a to nezavisle od kli¢ivosti ostatnych semienok. Nech S oznacuje pocet zdrodkov novych
rastliniek. Urcte:

a) podmienenu pravdepodobnostnu funkciu nédhodnej premennej S| N,
b) zdruZenu pravdepodobnostni funkciu ndhodného vektora (S, V),
¢) pravdepodobnostnu funkciu ndhodnej premenne;j S,

d) podmienent pravdepodobnostni funkciu ndhodnej premennej N|S.

a)S|N ~ Bin (i,7), P (N =1,5 = j) = (;) (M7 (1 — 4 9)pi(1 = p),
S ~ Bin (n,7p), dN|S ~ Bin (n — w)

1-vp

7.8. Nechndhodnd premennd 7' mda geometrické rozdelenie s parametrom p a nech 7 je nezaporné celé
¢islo. Urcte podmienené rozdelenie ndhodnej premennej 7' — 7 za podmienky 7" > 7.

[T — 7~ Ge(p) ]

7.9. Nech ndhodnd premennéé X, X, a X3 maju trinomické rozdelenie pravdepodobnosti s paramet-

rami n,pi,P2,P3 t] |
mn.
P(Xy=x1,X0 =29, X3 =13) = ———— - p{' p52ps°.
(X1 =21, X2 = 72, X3 = 23) Tiliglral P12 Ps
Nech &; je nezdporné celé Cislo, £&; < n. Urcte podmienené rozdelenie ndhodnej premennej X, za pod-

mienky X; = &;.

[Z ~ Bin (n —¢, lf;)}

7.10. Nech X; a X, st nezdvislé ndhodné premenné, kazda s binomickym rozdelenim, X; ~ Bin (ny, p)
a Xy ~ Bin(ng,p). Potom ndhodna premennd Y = X; + X, md binomické rozdelenie Bin (n; + n2, p)
(pozri cvicenie[5.9). Urcte podmienené rozdelenie X;|Y.

[X1]Y ~ Hg (n1,n2,p)]

7.11. Nech ndhodny vektor (X, Y) md zdruzenu funkciu hustoty tvaru:
Ze-ellt) gy >0
f@w%={; mi.
Urcte
a) podmienent hustotu XY,
b) podmienend hustotu Y| X,
c) stredné hodnoty a rozptyl podmienenych ndhodnych premennych.

a) fxy(zly) = Me—m(uy) x> 0b) fy)x(ylz) = ze" y > 0

O (X|Y) =t D(X|Y) = i, E(Y]X) = L D(X|Y) = &




7.12. Nech ndhodny vektor (X, Y') méa zdruZenu funkciu hustoty tvaru:

qry —2x —2y+2 0<ax,y<l1
flz,y) = Y Y ) Y
0 inak.
Urcte
a) rozdelenie ndhodnej premennej X,

b) podmienend hustotu Y| X,

c) stredni hodnotu a rozptyl podmienenej ndhodnej premenne;j.

[@X ~Ro (0,1) b)fyx(ylz) = f(z,y), 0 <y <1E(Y|X) = (1 + )]
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8 Funkcie ndhodnych premennych

8.1. Nech ndhodnd premennd X m4d exponencidlne rozdelenie X ~ E(1). Urcte distribu¢nu funkciu a
funkciu hustoty ndhodnej premennej Y = o X.

[Fy(y)=1—e"=,f,(y) = Lev]

8.2. Nech X je spojitd ndhodné premennad s hustotou fx (x) a distribu¢nou funkciou Fx (z). Nech Y =
aX. Urcte distribu¢nu funkciu a funkciu hustoty ndhodnej premenne;j Y.

[Fy(y) =Fx (), fy(y) = Lfx (¥)]

8.3. Nech X je ndhodné premennd a jej distribuc¢na funkcia nech je Fx(z) resp. jej hustota je fx(z).
Polozme Y = X r. Uréte distribuént funkciu a hustotu ndhodnej premennej Y.

>0 fy(y)=7fxW") -y ' Fy(y) =Fxy")
T<0 fy(y)=—7fxW) -y Fy(y)=1-Fx(y)

8.4. Nech ndhodnd premennd X ma exponencidlne rozdelenie X ~ E (1). Urcte rozdelenie ndhodnej
premennej Y = X7.

A
y

T=—-1 F(y)=e inverzné exponencidlne rozdelenie
>0 Fy(y)=1-e ™" Weibullovo rozdelenie
T<0 Fy(y)=e w7 inverzné Weibullovo rozdelenie

8.5. Nech X je ndhodna premennd a jej distribu¢né funkcia nech je Fx(x) resp. jej hustota je fx(x).
Polozme Y = eX. Urcte distribu¢n funkciu a hustotu ndhodnej premenne;j Y.

[£r(y) = 220 Fy(y) = F(iny)]

8.6. Nech ndhodna premenné X ma normalne rozdelenie X ~ N (u, ). Polozme Y = e*X. Urcte rozde-
lenie ndhodnej premenne;j Y.

=1 . efé(ln %_H)Q logaritmicko-normalne rozdelenie
f Y (y yov2r , 108

8.7. Nech ndhodna premennd X ma gama rozdelenie X ~ I' (a,§). Polozme Y = eX. Urcte rozdelenie
ndhodnej premennej Y.

[ fr(y) = F‘S((;) (In y)“_ly_‘s_l, y > 1, logaritmické gama rozdelenie}

8.8. Nech ndhodné premenné X a Y st nezdvislé a maju obe exponencialne rozdelenie E (\). Urcte
rozdelenie ndhodnej premennej Z = X + Y.

[fz(z) =Ne Mz, Z ~T(2, )\)]

8.9. Nech ndhodné premenné X a Y st nezdvislé a maju gama rozdelenie X ~ I' (a,d) aY ~ I'(b,9).
Urcte rozdelenie ndhodnej premennej Z = X + Y.

fZ(Z) = F(EZ:-bb) . eféz . Zaerfl’ 7 ~T (a + b, 5)}
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8.10. Nech ndhodné premenné X a Y st nezavislé a hustota ndhodnej premennej X je f(z) a hustota
ndhodnej premennej Y je g(y). UrCte

a) hustotu a distribu¢nu funkciu ndhodnej premennej Z = XY/,

b) hustotu a distribu¢nt funkciu ndhodnej premennej U = %

H(z) = ffoooF(§> 9(y) dy Hu) = [T F(zy)g(y)dy
Mz = () feway k) = [ fG)lyle(y)dy

8.11. Janko Rychly chodi autom zo Ziliny do Bratislavy, ¢o predstavuje vzdialenost’ 200 km. Jeho prie-
mernd rychlost’ je rovnomerne rozdelend medzi 120 a 150 km za hodinu. Urcte hustotu rozdelenia doby

trvania jeho cesty.
20 4 5
o= {# 1v<4]

0 inak.
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8.12. Nech X aY stindhodné premenné s hustotami fx(z) =ze~ 2,z > 0a fy(y) = %(l—yQ)_%, ly| <
1. Urcte rozdelenie ndhodnej premennej Z = XY

[Z ~N(0,1)]

8.13. Nech X a Y st nezavislé ndhodné premenné s geometrickym rozdelenim, X ~ Ge(p;), Y ~
Ge (p2). N4jdite rozdelenie ndhodnej premennej Z = min{ X, Y}

[Z ~ Ge (p1p2)]

8.14. Nech X a Y su nezavislé ndhodné premenné a pre ich zdruZent pravdepodobnostnt funkciu

plati

Am . My
x!ly!

p(z,y) = e M gy =0,1,2,...

Urcte rozdelenie ndhodnej premennej Z = X + Y.

[Z ~Po (A + p)]

8.15. Dopyt po komodite

Na party bolo pozvanych 40 o0sob, pricom mnoZstvo vina, ktoré kazdy host' skonzumuje sa riadi expo-
nencidlnym rozdelenim s parametrom A = 8 (v decilitroch). Akd je pravdepodobnost’, Ze dopyt po vine
prevysi ponuku, ak st pripravené dva demizony, kazdy s objemom 20 12

[p ~ 0,065]
8.16. Nahodnd premenna X md Cauchyho rozdelenie s funkciou hustoty
fx(z) = 71_(1_1‘_'%_2)
Definujeme ndhodnt premennt Y = . Urcte funkciu hustoty ndhodnej premennej Y.
fly) = ==,y € (0;a)
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8.17. Nahodné premenné X aY st nezavislé a definujeme ndhodntd premennt V' = max{X, Y}. Urcte
distribu¢nu funkciu ndhodnej premennej V' a strednti hodnotu E (V'), ak X, Y ~ E(1).

[Fy(v)=1-2e"+e?, fy(v)=2e"—2e% E(V)=32]

8.18. Zikaznik nakupuje v dvoch nezavislych oddeleniach obchodného domu, v kazdom z nich ma
doba obsluhy exponencialne rozdelenie E (1). Urcte pravdepodobnost’, Ze celkova doba ¢akania nepre-
siahne 1,5 ¢asovej jednotky.

[P (X < 1,5) ~0,4422)

8.19. Nahodnda premennd X mé Rayleighovo rozdelenie s funkciou hustoty v tvare

032
f(ac):{ a‘%efﬁ z>0

0 x < 0.

Urcte distribu¢na funkciu a hustotu ndhodnej premennej Y = e*.

In? Yy

fly) =e 2y s

Y Y

In2 y

Fly)=1-e 22

8.20. Nech X aY st nezavislé ndhodné premenné a poloZme U = min{X, Y'}. Urcte distribu¢nu fun-
kciu ndhodnej premennej U. Aké rodelenie mé ndhodnd premennd U, ak X a Y maji exponenciélne
rozdelenie E (1)?

U ~E(Q2)]

8.21. Nech X ~ Ro(0,1) apolozme Y = —In X. Urcte rozdelenie ndhodnej premenne;j Y’
Y ~E(1)]
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9 Charakteristiky systémov nahodnych premennych

9.1. Ndhodny vektor (X,Y) mé zdruZenu hustotu tvaru

eV akl0<z<y
f x,Yy) =
(@) 0 inak.
Urcte:
a) margindlnu hustotu ndhodnej premenne;j Y,

b) podmienent hustotu fyy (z),

¢) podmienend strednt hodnotu E (XY = y) a s jej pomocou urcte E (X).
[ fv(v) =ve ¥, 0 <y, bifxy(r) =1, 0 <o <y OB (X|Y =y) = 4, B(X) =1

9.2. Ndhodny vektor (X,Y) ma rovnomerné rozdelenie na trojuholnikovej oblasti

2 akz,y>0,z+y<1
fla,y) = oy Y
0 inak.

Urcte stredné hodnoty a rozptyly jednotlivych ndhodnych premennych X a Y a kovarianciu X a Y.

[E(X)=3E(Y)=3D(X) =5 D)=, cov(X,Y) = —5]

181 187 36

9.3. Nech ndhodny vektor (X,Y) mé rovhomerné rozdelenie na jednotkovom kruhu, t.j. jeho hustota

je tvaru
foy) =4 7 &Pyl
’ 0 inak.

Urcte podmienent strednd hodnotu Ey (X) a podmieneny rozptyl Dy (X).

9.4. Nech ndhodny vektor (X,Y) ma hustotu tvaru

rz+y ak0<z,y<l1
flz,y) = voemn=ny
0 inak.

Urcte podmienend strednd hodnotu Ey (X)) a podmieneny rozptyl Dy (X).

Ey(X) — 243y Dy(X) — 1+6y+6y>

346y’ 18(1+2y)?

9.5. Nech X aY stinezdvislé ndhodné premenné obe s exponencidlnym rozdelenim E (1). Urcte
a) podmienené rozdelenie ndhodnej premennej X za podmienky X +Y = ¢,
b) podmienent strednti hodnotu E (X |X +Y),

¢) podmieneny rozptyl D (X|X +Y).

a)fxr(zlt) = L, BE(X|X +V) = £, oD(X|X +Y) =5
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9.6. Nech U, V aW st nezavislé ndhodné premenné kazda s rovnhomernym rozdelenim Ro (0, 1). Nech
d’alej X = max{U,V,W}aY = min{U,V,W}. Urc¢te podmienend hustotu a podmienent strednt hod-
notu ndhodnej premennej i1 X pri podmienke Y = y.

f(zly) = 20 B (X]Y) = 12

9.7. Pocitacovy program je niekol'kokrdt opravovany, pricom po kazdej oprave existuje pravdepodob-
nost p, Ze program nebude pracovat’ spravne, a to nezdvisle od predchadzajicich tprav. Ak4 je stredna
hodnota a rozptyl poCtu oprav, potrebnych per spravny chod programu?

9.8. Predpokladajme, Ze 2m jedincov uzavrie m manzelstiev v rovnaky den. Zaujima nés pocet tych
manzelstiev, ktoré pretrvaju po urcity ddtum v buduicnosti. Predpokladajme pri tom, Ze kazdy jedinec je
v tento den nazive s pravdepodobnost'ou p, nezavisle od ostatnych. nech A je pocet jedincov, ktori st
nazive a S je pocCet tych manzelstiev, v ktorych st obidvaja partneri nazive. Urcte E (S| A).

E(S|A = a) = 72l

2m(2m—1)

Nech Xj,..., Xy st nezdvislé ndhodné premenné s koneCnymi strednymi hodnotami E (X;) =
w; a N nech je nezdpornd diskrétna ndhodnd premenn4, ktord je nezavisld od ndhodnych premennych
X1,...,Xn.Polozme Z = X; + - - - Xy. UrCte strednt hodnotu E (Z|N), a za predpokladu, Ze X;,..., Xy
st identicky rozdelené aj strednt hodnotu E (2).

[E(ZIN) =3 i p B(Z) = E(X3) - E(N)]
9.10. Zac¢iname s palicou dizky I, ktort zlomime v ndhodne zvolenom bode, pricom bod zlomu ma
rovnomerné rozdelenie po celej dlZzke palice. Ponechdme si tu cast’ palice, ktord obsahuje jej povodny

I'avy koniec. S touto East'ou proces opakujeme. Akd je stredna hodnota a rozptyl dizky tej Easti palice,
ktort si ponechdme po druhom zlome.

,D(X)=1

144
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10 Zakony velkych cisel
10.1. H&dZeme 100-kréat mincou. Nech ndhodné premennd S,, oznacuje pocet padnuti hlav v tejto sérii.
Odhadnite P (45 < S,, < 55).

[P (45 < S,, < 55) ~ 0, 72867]
10.2. Predpokladajme, Ze dve prieskumné agenttry vykondvajui prieskum volebnych preferencii kan-

didétov a to na vzorke 200 volicov. MoZné odpovede st &no-nie. UrCte hornt hranicu pravdepodobnosti,
Ze odhad preferencii u oboch agenttr sa bude odliSovat’ o viac ako 4%.

[p < 0,576]

10.3. Predpokladajme, Ze priemerna hmotnost’ v populdcii je 80 kg a smerodajné odchylka je o=15kg.
Odhadnite pravdepodobnost’, Ze celkovd hmotnost' 169 pasaZierov na palube lietadla prekroci 14 000 kg.

[p ~ 0,0069)]

10.4. Vo vol'béch si konkuruju dvaja kandidati, priCom 52% volicov podporuje kandidata A a 48% voli-
¢ov podporuje kandidata B. Bol vykonany prieskum na vzorke 1400 volicov. Aké je pravdepodobnost’, Ze
odhad urcuje vit'aza volieb?

[p =~ 0,9332]
10.5. Opit uvazujme volebny prieskum preferencii medzi dvomi kandidétmi, pricom podiel volicov,
ktori podporuji kandidéta A je p a kandidata B 1 — p. Prieskum sa vykoné na vzorke n respondentov.

a) Aka vel'kd musi byt hodnota n, aby sme so spol'ahlivost'ou aspon 95% vedeli urcit’ skuto¢ny vysledok
volieb s chybou mensou ako 2%?

b) Akd vel'ka ma byt tato hodnota n, ak je podiel p neznadmy?

[@9604p(1 — p), b)n = 2401]
10.6. HadZzeme 20-krat kockou, pricom vyhru ziskame vtedy, ak geometricky priemer vietkych hodov
prekro¢i hodnotu 3,5. Aké st §ance na vihru#
[p(vyhra) = 0, 129]
10.7. Sprintér robi pri behu kroky s priemernou dizkou 140 cm a smerodajnou odchylkou 5 cm. Akd je
pravdepodobnost’, Ze trat’ s dlzkou 100 m prebehne:
a) nanajvys 70 krokmi,

b) nanajvys 72 krokmi.

[@)p(kroky < 70) =~ 0, b)p(kroky < 72) ~ 0, 9706]

3=

2Geometricky priemer n > 0 Cisel ay, . . ., a, urc¢ime ako (a; -as - - - - a,,)
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10.8. Pravdepodobnost’, Ze vyrobok je vybornej kvality je 0,85.

a) Odhadnite pravdepodobnost’, Ze z 1 000 vyrobkov (vyber s vratenim) je odchylka relativnej pocetnosti
vyrobkov vybornej kvality od teoretickej pravdepodobnosti v absoltiitnej hodnote mensia ako 0,2.

b) Kol'ko vyrobkov treba skontrolovat, aby sa s pravdepodobnost’'ou aspon 0,99 zarucilo, Ze rozdiel rela-
tivnej pocetnosti a teoretickej pravdepodobnosti bol v absoltitnej hodnote mensi nez 0,1?

[a)p &~ 0,9968, byn > 1275]

10.9. Urcte pravdepodobnost’, Ze aritmeticky priemer z 1 000 nezavislych merani udava skuto¢nua hod-
notu meranej veliCiny u s presnost'ou 0,01, ak disperzia jednotlivych vysledkov merania nepersahuje 0,2.

[p > 0,98]

10.10. Poist'oviia poist'uje 1000 osob rovnakého veku. Pravdepodobnost’ imrtia v priebehu jedného
roka je pre kazdého z nich 0,005. Overte ziskovost’ poist ovne v pripade, Ze poistné bude stanovené na
20 € a poistnéd suma je 6 700 €.

[P (strata) ~ 0, 816.]
10.11. Kol'kokrat treba zmerat danu veli¢inu, ktorej presnd hodnota je a, aby sme s pravdepodobnos-

t'ou nie mensou ako 0,95 mohli tvrdit’, Ze aritmeticky priemer tychto merani sa od presnej hodnoty od-
chyl'uje o menej ako 2, ak smerodajnd odchylka kazdého merania je menSia ako 10?

[n > 500]
10.12. YV osudi sa nachéddza 100 bielych a 100 ¢iernych gul'6¢ok. S vratenim bolo postupne vytiahnu-

tych 50 gul'6cok. Odhadnite pravdepodobnost’, Ze pocet k bielych vytiahnutych gul'6¢ok vyhovuje ne-
rovnici 15 < k < 35.

[p> 3]
10.13. Zasielka obsahuje 3 000 vyrobkov urc¢itého druhu. Je zndme, Ze pravdepodobnost’ vyrobenia za-

vadného vyrobku je 0,04.

a) Odhadnite pravdepodobnost’, Ze absolutna odchylka podielu zavadnych vyrobkov v zasielke a prav-
depodobnosti vyrobenia zdvadného vyrobku bude mensia nez 0,01.

b) Ako sa zmeni vysledok, ak pravdepodobnost’ vyrobenia zdvadného vyrobku je 0,004 a zasielka bude
obsahovat’ 30 000 kusov?

[)p ~ 0,872, b)p ~ 0,998672]

10.14. Pravdepodobnost' narodenia chlapca je 0,515. Ak je pravdepodobnost’ Ze medzi 10 000 novo-
rodencami bude:

a) viac dievcat ako chlapcov,
b) 5000 az 5300 chlapcov,

c) relativna pocetnost’ chlapcov bude medzi 0,515 a 0,517.

[a)p ~ 0,00135, b)p ~ 0,99730, c)p ~ 0, 15542]
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11 Vyberové charakteristiky a odhady parametrov

11.1. Priorganizécii vyroby sa zist' oval ¢as, potrebny na vykonanie urcitej pracovnej operdcie. Opako-
vanym meranim sa ziskali tieto hodnoty trvania v sekundach

34; 34,5; 35; 37; 36; 38; 34; 33; 37; 39.
Urcte vyberové charakteristiky trvania pracovnej operacie.

[T =37,5; s2=23,46;s ~ 1,86; A =1,65; V = 0,052; R = 6,7 = 35,5]

11.2. Baliaci automat, ktory mé plnit’ vreckd s 1 kg mletého cukru bol opravovany. Pri skiiSobnej pre-
vadzke sa zistilo, Ze 20 naplnenych vreciek obsahuje tieto mnoZstvé cukru v kilogramoch:
1,00; 1,01; 1,05; 0,99; 0,95; 1,00; 0,98; 0,99; 1,04; 1,06; 0,93; 1,00; 1,03; 0,97; 1,00; 0,99; 1,05; 1,01; 0,94; 1,00.
Urcte vyberové charakteristiky hmotnosti naplne jedného vrecka.

[T =0,995 ~ 1; s* = 0,00232; s = 0,048; A = 0,0385; V = 0,048, R =0,13,7 = 1,00]
11.3. Nech Xj,..., X,, je ndhodny vyber z rovhomerného rozdelenia Ro (0, #), kde 6 je neznamy para-

meter. UkdZte, Ze Statistika X(,,) = max{Xy,..., X, } je konzistentnym, ale vychylenym odhadom para-
metra . Na zdklade vysledkov zostrojte nevychyleny odhad parametra ¢

0= =X

11.4. Odhad pravdepodobnostindhodnej udalosti

Nech A je ndhodnd udalost’ a p = P (A) jej nezndma pravdepodobnost’. X je ndhodnd premennad s alter-
nativhym rozdelenim, P(X =1) = p, P(X =0) = 1 — p. (Identifikdtorové funkcia nastatia udalosti A).
Urcte najvierohodnejs$i odhad pravdepodobnosti p.

11.6. Momentovou metédou ndjdite odhad parametra A Poissonovho rozdelenia.

11.7. Nech Xj,..., X,, je ndhodny vyber z rovnomerného rozdelenia Ro (a, b). Momentovou metédou
urcte odhady parametrov a a b.

[d:f—S\/ﬁ,E:T%—S\/ﬂ
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11.8. N&hodnd premennd X, ktord znamend pocet kilometrov, ktoré auto prejde do prvej poruchy ma
dvojparametrické exponenciélne rozdelenie E(A, §) s funkciou hustoty

z—A
e_(T) x> A
<A
U desiatich automobilov boli namerané tieto prejdené vzdialenosti v kilometroch:

1900; 2 500; 2400; 2 000; 2300; 1 800; 2 200; 2 500; 1 800; 2 000;

Odhadnite hodnoty parametrov A a 4.

A=1878.5, § = 261, 5}

11.9. Nech Xy,..., X,, je ndhodny vyber z Poissonovho rozdelenia. N4jdite najvierohodnejsi odhad pa-
rametra \.

11.10. Zostrojte 95%-ny interval spol'ahlivosti pre parameter ; normdlneho rozdelenia N (1, 25), ak z
ndhodného vyberu o rozsahu n = 100 bolo urcené z = 10.

[ € (9,1775; 10, 8225)]

11.11. Zacelom odhadnutia priemernej doby potrebnej na vykonanie urcitej technickej operdcie bol
urobeny ndhodny vyber o rozsahu n = 20 a na jeho zdklade bolo ur¢ené = = 30 a s = 8. UrCte 95%-ny
interval spol'ahlivosti strednej doby trvania technickej operdcie.

[ € (25,814; 34, 186)]

11.12. Zatugelom zistenia priemernej dizky vyrdbanej stciastky bol vykonany nahodny vyber o rozsahu
n = 2000 a na jeho zdklade bolo urcéené s> = 81 a7 = 200. Urcte 95%-ny a 99%-ny interval spol’ahlivosti
pre priemernu dlzku.

[ € (199, 669; 200, 331) 12 € (199, 532; 200, 468)]

11.13. Za ucelom odhadu rozptylu ¢asu potrebného na vykonanie urcitej technickej operécie bol vy-
konany ndhodny vyber o rozsahu n = 10 a na jeho zédklade ziskany odhad s?> = 4 min. Urcte 95%-ny
interval spol'ahlivosti pre rozptyl.

[0? € (1,893;13,33)]

11.14. Kdispozicii mdme ndhodny vyber o rozsahu n = 2400 vyrobkov, medzi ktorymi je 30 nepodar-
kov. Odhadnite percento nepodarkov v produkcii so spol'ahlivost'ou 99%.

[p € (0,72;1,78)]

11.15. Kol'ko pozorovani je potrebné vykonat’, aby sme so spol'ahlivost'ou aspon 99 % odhadli dobu

potrebnu na vykonanie urcitej operdcie, ak vieme, Ze 0 = 30 sec. a pozadujeme, aby chyba odhadu ne-
prekrocila hranicu 10 sec.

[n = 59]

39



11.16. Kol'ko pozorovani je potrebné vykonat’, aby sme so spol'ahlivost'ou aspon 95 % odhadli pocet
vyrobkov 1.akosti z produkcie urcitej automatickej linky, ak vieme Ze u ind podobn4 linka produkuje
85 % vyrobkov prvej akosti? Ako sa tdto hodnota zmeni, ak nemame k dispozicii dopliiujicu informaciu
z druhej linky?

[n > 196, n > 385]

11.17. Nech Xj,..., X, je vyber z rozdelenia ndhodnej premennej X, ktord ma funkciu hustoty dant
vzt'ahom
1
2\ 2 _ 22
flz) = <> 0 'e 202, 1>0,0>0.
T

(Rozdelenie ndhdnej premennej Y = | X|, kde X ~ N (0,6?).) Momentovoou metédou urcte odhad para-
metra § a rozhodnite, €i je tento odhad nevychyleny a konzistentny.

[é = /3 7, je nevychyleny aj konzistentny.}

11.18. Nech Z,..., Z, jendhodny vyber z rozdelenia ndhodnej premennej Z = X+Y,kde X ~ Po ()\)
aY ~ Po(\;). Ndjdite odhad parametrov A; a As.

Négjdite odhad parametra a.

A TT
[“— m}

11.20. N&hodnd premennd ma Rayleighovo rozdelenie s parametrom b > 0, ak jej funkcia hustoty ma

tvar

22

fz) = b%e—m, x> 0.

Urcte najvierohodnejs$i odhad parametra b

b=/ Zimi® _ /o
2n 2

11.21. Momentovou metdédou néjdite odhady parametrov a a b logistického rozdelenia, ktorého fun-

kcia hustoty ma tvar
b- e—(a+ba})
f@)= ———————, zeR,acRbeR".
[1 + e—(a-‘rb:v)]
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12 Testovanie hypotéz

12.1. Automat vyrdba tabul'ky cokolady, ktoré maji mat’ hmotnost’ 100 g. pri kontrole bolo zvdzenych
1600 tabuliek a bola zistend ich preimernd hmotnost’ 99,7 g. vieme, Ze smerodajnd odchylka vdZenia je
0=5g. Chceme overit’, ¢i automat pracuje v ramci normy a to so spol'ahlivost'ou 95 % resp. 99 %.

[Pri spol'ahlivosti 95 % zamietame, pri 99 % nezamietame. |

12.2. Pre overenie spotreby u automobilov dvoch r6znych znaciek bolo vykonanych niekol'ko merani
u oboch 4ut. Namerané vysledky su zoradené do nasledujticej tabul’ky:

Cislo merania | 1 2 3 4 5 6 7 T s
l.auto 6,1/62|60|63|59|61]|6,5]|6,158]| 0,2
2.auto 6,5/63|66|64|63)|65]|6,7]|6,471 | 0,15

Rozhodnite so spol'ahlivost'ou 95 %, ¢i spotreba ma u oboch automobilov rovnakt priemerna hodnotu a
rozptyl.

[Pre priemer zamietame, pre rozptyly nezamietame|

12.3. Privystupnej kontrole bolo skontrolovanych 2 400 spomedzi ktorych bolo zistenych 32 nepodar-
kov. So spol'ahlivost’ou 95 % rozhodnite, ¢i nepodarkovost’ neprekracuje povolent hranicu 2 %.

[Hypotézu nezamietame|

12.4. V urne sa nachéadza urcity, vel'ky pocet Ciernych a bielych gul'6¢ok, ktoré si hmatom nerozIisi-

te'né. Predpokladdame, Ze pocet bielych a ¢iernych gul'6¢ok v urne je rovnaky. Ttto hypotézu nezamiet-

neme v pripade, ak medzi 80 vybranymi gul'6¢kami je pocet Ciernych gul'6¢ok v tomto vybere v rozpati
30-50 gul'6¢ok. Aké je spol'ahlivost’ tohto testu?

(98, 68 %)
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