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Vektory v rovine a v trojrozmernom priestore

si predstavujeme ako orientované Gsecky. Dve rovnako dlhé,
rovnobezné a sihlasne orientované Gsecky predstatvuji ten isty
vektor — hovorime, ze st umiestnenim toho istého vektora.

Ak zvolime nejaky pevny bod O, tak vsetky vektory v rovine alebo
priestore mdézeme reprezentovat ako orientované tsecky OAs
pociatkom v bode O, pricom ich koncovy bod méze byt ubovolny
bod A roviny &i priestoru (Ob predstavuje nulovy vektor).

Vektory v rovine i v priestore mozno scitat pomocou tzv.
vektorového rovnobeznika. Sacet vektorov u = dA,v = OB je
znazorneny orientovanou uhloprieckou u + v = OC rovnobeznika,
ktorého dve prilahlé strany tvoria usecky OA, OB.

Vektory mozno nasobit [ubovolnymi skalarmi t.j. realnymi Cislami:
ak ¢ € R a u je vektor, tak cu je vektor t.j. orientovana Gsecka s
pociatkom v O, ktorej dlzka je |c| nasobkom dlzky tsecky u, lezi na
tej istej priemke ako u a je orientovana sthlasne s u.
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Vektorovy rovnobeznik

Obr.: Sacet vektorov u + v vo vektorovom rovnobezniku a opacny vektor
—u.
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V kartezianskom siradnicovom systéme mézeme mnozinu vietkych
vektorov v rovine stotoznit s mnozinou R? a mnozinu véetkych
vektorov v priestore s mnozinou R3.

Ak u = (u1,up) € R?v = (v1, v2) € R? st dva vektory v rovine,
c € R, potom

utv = (up,u)+ (vi,v2) = (u1 + v, u2 + v2),

cu = c(u1,uw) = (cui, cup).

Ak u = (ug, uz, u13) € R3, v = (vi, v, v3) € R3 si dva vektory
v priestore, ¢ € R, potom

ut+v = (ug,u,u3)+ (vi,vo,v3) = (ug + v, up + vo, u3 + v3),

cu = c(u,u,u3) = (cui,cun, cus).
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Vektorové priestory

Nech PP je pole, Vektorovym priestorom nad polom P nazyvame
mnozinu V s vyznacnym prvkom 0 a dvomi binarnymi operaciami,
sCitanim + : V x V — V a nasobenim - : P x V — V, takymi, ze

plati

(1) ("%, y,zeV)(x+(y+2z)=(x+y)+2),

(2) (Wx,y eV)(x+y=y+x),

(3) (Vx e V)(x+ 0 =x),

(4) (xeV)3y eV)(x+y=0),

(5) (Va,beP)(xeV)(a-(b-x)=(a-b)-x),

(6) (Vx € V)(1-x=x),

(7) (VaeP)(Vx,yeV)(a-(x+y)=(a-x)+(a"y))
(8) (Va,beP)(vxeV)((a+b) -x=(a-x)+(b-x)).

Upozornenie: S¢itanie skalarov v poli a scitanie vektorov znacime
rovnakym znakom +, no ide o rozne operacie. Podobne nasobenie
v poli a nasobenie vektora skalarom znacime znakom - hoci ide

o rbézne operacie.
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Priklad 2.1

Kazdé pole P mozno povazovat za vektorovy priestor nad sebou
samym.

Nech P je pole. Binarne operacie v poli + :PxP —>Pa

«: P x P — IP st aj bindrnymi operaciami vektorového priestoru

s vyznaénym prvkom nula 0 € P.

Nech je dany prvok x € V. Potom prvok y € V taky, ze x+y =0
nazyvame opacny prvok k x. Je uréeny jednoznaéne a budeme ho
znaCit —x.

Dohoda: Namiesto x + (—y) budeme pisat strucne len x — y.
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Aritmeticky vektorovy priestor

Priklad 2.2
Nech P je pole a n € N, n > 1. Ozna¢me mnoZinu usporiadanych
n-tic pola P

Vo ={(v1,va,...,vn) :vi,va,...,v, € P}.

Pre prvky u,v € V,, definujme bindrne operacie s¢itania a
nasobenia skaldrom c € P

u+v = (14w, u+va,...,uy+ vp),

cu = c-(u,u2,...,up)=(c-ui,c-up,...,Cc- up).

Mnozina V, s operaciami +, - tvori vektorovy priestor, ktory
nazyvame aritmeticky vektorovy priestor nad polom P.
Usporiadana n-tica 0 = (0,0, ...,0) hra alohu nuly vo V,. Axiémy
(1)-(8) plynd z uvedenych definicii +, -. Opaény prvok k prvku

X = (x1,%2,...,%n) € Vpje —=x = (—x1, —X2,..., —Xn) € V.
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Pravidla pre pocitanie

Z axiém (1)—(8) vektorového priestoru mozno odvodit niektoré
pravidla pre pocitanie so skalarmi a vektormi.

Tvrdenie 2.1
Nech V je vektorovy priestor nad polom P. Potom pre
Tubovolné n € N; a, b, a1,...,a, € P; X,y,2,X1,...,Xn € V plati

(a) x+y=x+z=y=z

(b) (ax=ayANa#0)=x=y,(ax=bxAx#0)= a=b,
c) Ox=0,
(d) ax=0=(a=0Vvx=0),

(

() —x=(=1)x,
(f) a(x —y) = ax —ay, (a — b)x = ax — bx,
(g) a(x1+ - +xn) =axy + -+ axXy,

(a1 4+ an)x = aix+ - + apx.
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Cvicenie 2.1
1. Overte axiomy (1)—(8) pre aritmeticky vektorovy priestor V3
nad polom racionalnych ¢isel.

2. Overte tvrdenia 2.1 pre aritmeticky vektorovy priestor Vo nad
polom Zj.

3. Najdite saradnice vektorov x,y v rovine, ktoré vyhovuja
rovniciam

2x+3y =(5,2), x—y=(0,1).

4. V aritmetickom vektorovom priestore nad polom Zj3 urcte
saradnice vektorov x,y,z € V3

2x+y+z=(11,2),
X—y= (27072)7
y+2z=(2,2,2).
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Vektorovy podpriestor

Vektorovy priestor U nad polom P s binarnymi operaciami &, ®
nazveme vektorovym podpriestorom vektorového priestoru V nad
polom P s binarnymi operaciami +,- ak U C V a pre vsetky
u,v € U a vietky ¢ € P plati

ubv=u+v, cOV=cCc-vV.

Priklad 2.3

Nech st dané konstanty a, b € R a mnozina
M={(x,y) eRxR:a-x—b-y=0} CRxR.

Mnozina M s operaciami +, - je vektorovym podpriestor
vektorového priestoru Vo nad polom R.

Majme lubovolné u = (u1, up) € M,v = (vi,v2) € M,c € R.
Potom a- (u1 +vi) —b-(up+w)=0aa-(cvi) — b-(cvr) =0.

udveM cOVEM
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Tvrdenie 2.2

Nech V je vektorovy priestor nad polom P a ) # U C V. Potom U
Je vektorovym podpriestorom V prave tedy, ked' pre vsetky u,v € U
a vsetky c e P platiu+veU,c-vel.

Priklad 2.4

Mnozina v8etkych rieSeni systému linedrnych rovnic v poli Zz
2x+3y+z=0, x+y=0

je vektorovym podpriestorom aritmetického vektorového
priestoru V3 v poli Z.

Stadi ak ukazeme, zZe
@#U:{(ul,UQ,U3) EZ% 2u14+3up+u3 =0,u1 4+ up :0} C V3

a pre véetky u,v e U plati u+ve U,c-veU.
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Linearna kombinacia vektorov

Vektor x je linedrnou kombinaciou vektorov vy, va, ..., v,, ak
existuja také prvky ti, tr, ..., t, pola P, ze

n
X =tiv1 + bovo + - + tpvy = E tivi,
i=1
¢o budeme oznacovat [vi,va,...,Vv,]. Hovorime tiez, ze

n
[v1,v2,...,vn]:{Zt,~v,-:t,'EIP’,izl,2,...,n}
i=1

je linedarnym obalom vektorov vi,va, ..., v,.
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Tvrdenie 2.3

Nech st vi,va,...,v, vektory vektorového priestoru V nad polom
P. Potom [v1,V2,...,Vn] je vektorovym podpriestorom vektorového
priestoru V nad polom P.

Priklad 2.5

Vektorovy podpriestor aritmetického vektorového priestoru Vs
nad polom R generovany vektormi u = (1,2,0) a v =(1,-1,1)
je ich linearny obal.

[u,v] = {(t1 + t2,2t1 — to, 1) : t1, 12 € R}.
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Linearna nezavislost vektorov

Hovorime, ze vektory vi,va, ..., v, sl linedrne nezavislé, ak
z rovnosti
tvi+tva + -+ tv, =0 ()

vyplyva ty, to, ..., t, = 0.

Vektory vi,va, ..., v, st linearne zavislé, ak v rovnosti (&) existuje
aspon jeden nenulovy koeficient t;.

Priklad 2.5 — pokracovanie

Vektory u = (1,2,0),v = (1,—1,1) st linedrne nezavislé.
Rovnost tiju + tov = (t1 + t, 2t1 — to, t2) = (0,0, 0) je splnena len
pre t; =0,t, = 0.
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Linearna zavislost vektorov

Tvrdenie 2.4

Vektory vi,va, ..., v, vektorového priestoru V nad polom P
st linearne zavislé prave vtedy, ked jeden z nich je linearnou
kombinaciou ostatnych.

Priklad 2.6
Vektory vi = (2,2,0),vo2 = (—1,1,—-1),v3 = (1,1,0) st linearne
zavislé.
Rovnica
tivi + tava + tzvz = 0,

ma aj nenulové rieSenie napr. (t1, tp, t3) = (%,0, —1). A tak mame
1
V3 = iV]_.
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Cvicenie 2.2
Overte nasledujice tvrdenia:

1.
2.

Dva vektory sii zavislé, ak je jeden z nich nasobkom druhého.

Ak je jeden z vektorov vi,vo, ..., v, nulovy, potom si tieto
vektory linearne zavislé.

Ak s dva vektory vi,va, ..., v, rovnaké alebo jeden z nich je
nasobkom iného, potom si tieto vektory linedrne zavislé.

Nech st vi,vo, ..., v, linedrne nezavislé vektory a vektor

W E [vi,Va,...,Vp].

Potom su vektory linearneho obalu [w, vy, va, ..., v,] linearne
zavislé a plati [w,vi,va, ..., vy] = [vi,Vv2,...,V;].

Vsetky riesenia systému rovnic nad polom Zs

2x+y—4z+t=0,
y—3t=0,

tvoria vektorovy podpriestor aritmetického vektorového

priestoru V4 nad polom Zs.
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Baza vektorového priestoru

Mnozinu B = {by, by, ...,b,} vektorového priestoru V nad polom

P nazveme bazou vektorového priestoru, ak plati:

(a) vektory by, by, ... b, st linedrne nezavisle,

(b) kazdy vektor a € V mozno napisat ako linearnu kombinaciu
vektorov by, by, ... b,.

Vektorovy priestor V ma konecnt dimenziu n, ak ma n-prvkovi
bazu.

Dalej sa budeme zaoberat ;-) len vektorovymi priestormi konecnej
dimenzie.

Priklad 2.7

Mnozina B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} je bazou aritmetického
vektorového priestoru V3 nad polom R, ktory ma dimenziu 3.
Kazdy vektor (a, b, c) € V3, a, b, c € R mézeme napisat v tvare
(a,b,c) =a-(1,0,0)+ b-(0,1,0) + c- (0,0, 1), pricom vektory
z B st linearne nezavisleé.
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Tvrdenie 2.5
Nech A = {aj,az,...,am} a B=1{by,by,...,b,} si dve rézne
bazy vektorového priestoru V nad polom P. Potom m = n.

Priklad 2.7 — pokracovanie

Majme jednotkovu bazu B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
vektorového priestoru V3.

Nahradenim vektora (0,1, 0) v baze B vektorom (1,2,0) dostaneme
int bazu A; = {(1,0,0),(1,2,0),(0,0,1)} vektorového priestoru
Vs.

Nahradenim vektora (1,0,0) v baze A; vektorom (1, —2,3)
dostaneme int bazu A> = {(1,-2,3),(1,2,0),(0,0,1)}
vektorového priestoru V3.

Nahradenim vektora (0,0, 1) v baze A, vektorom (2,1,0)
dostaneme dalsiu bazu Az = {(1,-2,3),(1,2,0),(2,1,0)}
vektorového priestoru V3.
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Saradnice vektora v baze

Nech V je vektorovy priestor s koneénou dimenziou n nad polom PP
a bazou B ={by,by,...,b,} a x € V. Nech

x=tiby + toby + -+ + taby = > tibi. ()
i=1

Potom ty, to, ..., t, € P nazyvame siradnice vektora x v baze B.

Tvrdenie 2.6
Nech V je vektorovy priestor s bazou B = {b1, by, ... ,b,}. Potom
lubovolny vektor x € V sa da jednoznacne vyjadrit v tvare (#).

Priklad 2.8

Majme bazu B = {(1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}} vektorového
priestoru V3 nad polom realnych ¢isel a hladajme stradnice
vektora x = (2,1, 3) v tejto baze.

Saradnice t1, tp, t3 vektora x vypocitame z vektorovej rovnice
t1-(1,0,1)+ - (0,1,0) + t3- (0,1,1) = (2,1, 3), ktora vedie na
ststavu troch rovnic o troch neznamych s riesenim x = (2,0, 1)3.
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Bonusovy priklad 2.1

1. (3b) Majme bazu B; = {(1,0,1),(1,1,0),(0,2,1)} vektorového
priestoru nad polom Zs. Urcte stradnice vektora x = (2,1, 3)
v tejto baze.

2. (2b) Nahradme v baze B; vektorového priestoru nad polom Zs
vektor (1,0,1) vektorom (1,2,3). Dostaneme opat bazu toho
istého vektorového priestoru? [Odpoved zdévodnite.]

3. (2b) Majme bazu By = {(vi, v, v3),(1,1,0),(0,2,1)} vektorového
priestoru nad polom Zs. Akym podmienkam musi vyhovovat
vektor (vi, va, v3)?

4. (4b) Najdite vsetky mozné bazy B; z 3. a vypoditajte sradnice
vektora x = (2,1, 3) v tychto bazach.
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Bonusovy priklad 2.2

N

o

Urcte dimenziu vektorového priestoru C.[Odpoved zdévodnite.]

Definujte na mnozine C? vektorovy priestor W nad polom C
pomocou binarnych operacii vektorového priestoru C.

Najdite dve rozne bazy vektorového priestoru W.

Uvedte priklad troch linearne zavislych vektorov z W, ktoré si
po dvojiciach linedrne nezavislé.

Zovseobecnite riesenia z 2. na vektorovy priestor definovany na
mnozine CP nad polom C, pre dané prirodzené ¢&islo p,p > 2 a
zistite jeho dimenziu.
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