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Matica nad polom

Nech PP je pole. ObdlZnikovii schému m - n prvkov pola P
usporiadanych do m riadkov a n stlpcov nazyvame maticou typu
m x n nad polom P.

Maticu A = (ajj)mxn typu m x n's prvkami aj;, kde i =1,2,...,m;
j=1,2,...,n zapisujeme
il a2 aln
a1 ax azn
A= ]
dml dm2 dmn

Mnozinu vsetkych matic typu m x n nad polom P oznacime P™*".

Priklad 3.1
Matica A € R?*3 je realnou maticou typu 2 x 3, B € C?*? je
komplexnou maticou typu 2 x 2

/210 (240 0
A‘(o 4 5)’ B‘( 0 4/)'
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Hovorime, Ze matica A € P™*" je

a)
b)

c)

Stvorcova matica stupna (radu) n, ak m = n.

nulova matica, ak aj; = 0 pre vietky 7,/ a znac¢ime ju Opxp
alebo len O.

diagonalna matica, ak je Stvorcova matica radu n a pre vsetky
i#jjeaj=0.

jednotkova matica, ak je diagonalna matica radu n a pre
vSetky i je a;; = 1 a znaCime ju E, alebo len E.

horna (resp. dolna) trojuholnikova matica, ak pre vsetky i > j
(resp. i < j) je aj = 0.

symetrickd matica, ak je Stvorcova matica a pre vietky i < j je
a,-j = aj,~.

antisymetricka matica, ak je Stvorcova matica a pre vietky

1< jjeaj=—aj.

blokova matica, ak jej schému mozno rozdelit zvislymi a
vodorovnymi Ciarami na bloky — podmatice.
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Priklad 3.2
Blokova matica A € R6%6

1 0|0 O |1 1
0 1{0 010 2
Air Ap A
0 012 0|1 O
=1 Ax Ax A
0 0|0 -3|1 1 A A A
0 60 612 1 31 A3z Asz
-6 0|6 0|1 3

je tvorena stvorcovymi maticami stupia 2 — blokmi, kde

A1; je jednotkova a Ay, diagonalna matica,

A5, Asy st nulové matice,

A13 je horna trojuholnikova matica,

A>3 je dolna trojuholnikova matica,

A31, A3 st antisymetrické matice,

e Asz3 je symetrickd matica.

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Rovnost, stcet a skalarny nasobok matic

Hovorime, Ze matica A = (a;;) € P™*" sa rovna matici
B = (bj) € PP*9 a piseme A = B, ak m = p, n = q a pre vietky
i,j je a,-j = b,J
Nech A = (aj), B = (bj;) € P™*", potom
e suctom matic A a B rozumieme maticu C = (¢;;) € P™*"
s prvkami ¢;j = a;; + bjj a piseme C = A + B,
e skalarnym nasobkom matice A rozumieme maticu
C = (¢jj) € P™*" s prvkami ¢jj = t - aj;, kde t € P a piSeme
C=1t-A. Pret=—1 piseme C = —A a maticu —A
nazyvame opacnou maticou k matici A.

Priklad 3.2 — pokracovanie
Azz = Agz + Azz, Azp = —Asz.
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Poznamka 3.1 — mnozina matic ako vektorovy priestor

Overte, ze binarne operacie + a - na mnozine vsetkych matic P*"
definuja vektorovy priestor nad polom IP s bazou tvorenou mnozinou

matic Bo = {Epq € P™" :p=1,2,...,m;q=1,2,...,n}, kde
Epq = (if (i = p) A (j = q) then 1 else 0).

Pre [ubovolné matice A, B,C € P™*" plati A+ B = B + A,

A+ (B+C) = (A+B)+ C. Nulovym prvkom pre scitanie matic je
nulovad matica O a opaénym prvkom k prvku A je —A.

Platnost rovnosti pre operaciu nasobenia matic skalarmi t,s € P
lahko overime porovnanim ich lavych a pravych stran

t-(s-A) = (t-s) A (t+5)-A=(t-A)+(s-A),
t-(A+B) = (t-A)+(t-B), 1-A=A

Lubovolni maticu A € P™*" mézeme vyjadrit ako linearnu
kombinaciu mn matic bazy By ateda A= ", >0 _; a; - Epg.
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Priklad 3.1 — pokracovanie

Mame bazu By = {Ell, Eis, Ei3,E21, Eoo, E23} vektorového
priestoru R?*3 nad polom realnych ¢isel. Zvolent maticu A € R?*3
zapiseme jednoznacne v tvare linedrnej kombinacie prvkov bazy

2 1 0
A:<0 2 5>:2'E11+E12+4~E22+5‘E23,

kde
10
E”‘(o 0
0
1

0
E22—<0
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Sucin matic — pravidlo riadok krat stipec

Nech A = (aj;) € P™*"B = (bj;) € P"*P, potom stcinom matic A
a B rozumieme maticu C = (¢j) € P"*P s prvkami

n
i = ai- by
k=1

a znac¢ime C = A - B.

Priklad 3.3

Majme matice

11 10
=(o1) e-(11)
pre ktoré plati A-B 2B - A
2 1 11
ne- (1) sas(ll).

Nasobenie matic A a B nie je vo vseobecnom pripade komutativna
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Mocnina matice a transponovana matica

Nech A € P"*" je stvorcova matica. k-tou mocninou matice A
rozumieme Stvorcovii maticu AX stupha n a definujeme takto

Ak_ En akkzO,
T AKIA ak k=1,2,...

Transponovanou maticou k matici A € P™*" rozumieme maticu

AT = (ag-—) € P™™ s prvkami a]

i = a_,','.
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Priklad 3.4

Uvazujme stvorcovi redlnu maticu

B P EH !
(G-
v (3 () (8
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Pravidla pre pocitanie

Tvrdenie 3.1
Nech A ¢ P™*". B, C € P"™P, D € PP*'; t, s € P. Potom plati

a) A(BD) = (AB)D, (asociativnost)

b) (B+ C)D = BD + CD, (distributiv. sprava)
) A(B+ C) = AB + AC, (distributiv. zlava)
) EmA = A = AE,,
e) Omxn+ A=A,
) OmxnB = Omxp,
)

)

D)

)

)

C

d

g BO pXI’:OI‘IXI’r
h

(A )

(B ) BT+CT
(tA ) =tAT,

(AB)T =BTAT.

J
k
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Cvicenie 3.1

1. Majme matice nad polom R.

1 -1 1 0 1 2 1
A=(0 5 2]|.B=| -2 9 2],c=1(1
1 -4 0 10 —6 0 1

Vlypocitajte matice A+ 2B, A—B3—-3C, A-B, B-A,
(3A+B)-C, (CT+C)-A,A-B-C,B2-C.

2. Vypocitajte saciny A-B a BT - AT komplexnych matic
342/ 3i

AZ(if; ? 24:13,')’3: oL
Y

3. Vypocitajte A - (B + C) postupne v poliach Zs, Z7,711,Q

A=(33) m=(21) e=(13)
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Bonusovy priklad 3.1

1. (3b) Najdite také matice A,B € Q3*3, Zze plati A-B=0 # B - A.
2. (3b) Najdite vsetky realne matice X, ktoré st komutativne s hornou
trojuholnikovou maticou A € R3*3 t.j. pre ktoré plati

A- X=X A

3. (2b) Maticu A = (a;) € P™*" uvazujme ako riadok jej stlpcov t.j.
ako maticu A = (u1,uy,...u,), kde uj = (a1, a2, .- -, amj) |
ac=(c1,0,...,cn)" €P" stlpcovy vektor. Ukazte, ze

ciuy + cup + -+ cpu, = A-c.

4. (2b) Overte vztahy a) — k) tvrdenia 3.1 pre komplexné matice
AcC3?2B,CeC?>*!, DeC3: t,seC.
(kazdy vztah za 2 body)

5. (4b) Overte, ze komplexné Cislo a + ib mézeme reprezentovat

maticou
a —b
b a ’
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Znamienko permutécie mnoziny

Nech (n) = {1,2,..., n}. Permutacia mnoziny (n) je bijektivne
zobrazenie 7 : (n) — (n). Mnozinu vietkych permutacii mnoziny
(n) budeme znadit I1,. Obraz prvku i € (n) v permutacii 7 budeme
znadit (/). Permutaciu 7 zapisujeme

(1 2 3 .. n

= < (1) w(2) 73) ... w(n) >
alebo skratene © = (w(1), w(2), 7(3),...,w(n)).
Ak pre i < j;i,j € (n) je w(i) > mw(j), hovorime, ze dvojica (/,J)
predstavuje inverziu v permutacii . Znamienko permutacie 7 je
gislo zn(m) = (—1)¥, kde k je pocet inverzii v permutacii.
Permutacia 7 je parna (resp. neparna), ak zn(m) = 1 (resp.
zn(m) = —1).
Priklad 3.5
Majme permutacie 7 = (2,3,5,1,4) a ¢ = (2,1,5, 3,4) mnoziny
(5). Potom dvojica (2,4) predstavuje inverziu v 7, ale nie v 1.
zn(r) = (-1)* =1,zn(¢)) = (—1)3 = —1.
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Determinant matice

Determinantom Stvorcovej matice stupha n, A = (a;;) € P™",
rozumieme prvok pola detA € P definovany vztahom

detA = Z zn(m) - aip(1) " d2n(2) " anr(n)- (V)

well,

Oznacujeme tiez

a11 412 ... din

d21 a2 ... aosp
detA =

dnl dn2 ... Adnn

Determinat matice nad ciselnym polom je teda siactom n!
séitancov, kazdy z nich je tvoreny siicinom permutéciou vybranych
prvkov matice so znamienkom permutacie.
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Sarusovo pravidlo

Priklad 3.6

Majme $tvorcovii maticu A = (a;;) € R3*3.

detA =  ajjarasz + apaxzasi + aizazias

—d13d22431 — 411423432 — d124d21433.

Matica A je 3. stupna, preto detA obsahuje 3! = 6 séitancov.
Permutacie (3,2,1),(1,3,2),(2,1,3) si neparne a tak sa v sicte
vyskytuja so zapornym znamienkom.

Pri vypocte determinatu matice tretieho stupna si mdézeme poméct
Sarusovym pravidlom pomocou schémy

an a1 a13 an a1
AN NS 2 vd

a1 a» ax a1 a»
e ¢ X v

as1 a3? as3 as1 as?

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Vlastnosti determinantu

Tvrdenie 3.2

Nech A, B € P™" je stvorcové matice. Potom plati

a)
b)

detA = detA'.

detB = —detA, ak matica B vznikne z matice A vzdjomnou
vymenou i-teho a j-teho riadku.

detB = k - detA, ak matica B vznikne vynasobenim jej i-teho
riadku prvkom k € P.

detA = 0, ak ma matica A dva riadky rovnaké alebo jeden
riadok nulovy.

detB = detA, ak matica B vznikla z matice A pripocitanim
k-nasobku lubovolného riadku k inému riadku.

detA = a11 - @z - - - ann, ak matica A je dolna alebo horna
trojuholnikova matica.

det(A - B) = detA - detB.
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Laplaceov rozvoj determinantu

Nech A je Stvorcova matica P"*" a nech Aj; je Stvorcova matica
stupna n — 1, ktord z nej vznikne vynechanim j-teho riadku a j-teho
stlpca.

Prvok Aj; = (—1)i+fdetA,-J- pre i,j € (n) sa nazyva algebraicky
doplnok prvku ajj. Laplaceovym rozvojom determinantu detA podla
prvkov i-teho riadku (resp. j-teho stlpca) matice nazyvame vztahy

detA = anAjr+ apAi + -+ ainAin
= alelj + aszgj +---+ a,,jA,,j.

Priklad 3.7
Pomocou Laplaceovho rozvoja podla 1. stlpca dostaneme rychlo
dalp d2 as a 3
detA=| 0 a3 as |=ar(—1)| <" = | +0=aja53.
0 de
0 0 de
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Cvicenie 3.2

1. Zistite znamienka pre vietky permutacie w € I3 a ¢ € [4.

2. Dokazte, ze pre kazdé n € N, n > 2 mame v mnozine [, pocet
kladnych permutacii rovnaky ako pocet zapornych permutacii.

3. Vypocitajte determinant v poli komplexnych Eisel
ai+iby ax+ibs ) ¢y + idy 0
0 asz + ibs ¢ +idy 3+ ids ’

4. Qverte na prikladoch matic zo Zg“ vztahy tvrdenia 3.2.

5. Overte na priklade, ze ak matica B vznikla zo Stvorcovej
matice A tak, ze k danému riadku pripocitame linearnu
kombinaciu inych riadkov, potom detB = detA.

6. Vypocitajte determinant nahodne zvolenej matice A € Zg“
s nenulovymi prvkami pomocou Laplaceovho rozvoja aj podla
2. riadku aj podla 3. stlpca s naslednym pouzitim Sarusovho
pravidla a vysledky porovnajte.
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Skalarny a vektorovy stcin vektorov v geometrii

Pre vektory u = (uy, up, u3),v = (v, v2, v3) € V3 nad polom R je
skalarny sacin vektorov definovany predpisom

u-v=uv' = uivy + uavo + U3z vs.

Dizka vektora u je potom definovana vztahom || u ||= \/u - u.
Pre nenulové vektory sa dokazuje znamy vztah

u-v = ullff v cosa,
kde « je uhol zvierany vektormi u a v.

Vektorovym siicinom vektorov u a v je tu v jednotkovej baze
Bo = {i=(1,0,0),j =1(0,1,0),k = (0,0,1)} vektorw =u x v
urceny predpisom

T .
UoV3 — U3V i j k
uxyv= uszvy — u1v3 = | u ux uj3
uive — uzvi Vi V2 V3

a jeho dlzka je rovna || w ||=|| u |||| v || sinc.
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Obr.: Vektorovy sicin u x v dvoch vektorov v euklidovskom priestore.

Vektor w = u x v je kolmy na rovinu uréent vektormi u a v. Jeho
smer urcime pravidlom pravej ruky: Vektor smeruje na tia stranu
roviny, na ktort ukazuje palec, ak zohnuté prsty pravej ruky
smeruji po kratsom obltku od vektora u k vektoru v. Dlzka vektora
w zodpoveda obsahu rovnobeznika uréeného vektormi u a v.
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Bonusovy priklad 3.2

1. (3b) Definujte binarnu operaciu x vektorového si€inu na mnozine
V = {0, —i, —j, —k,i,j, k} vektorového priestoru R3 v tvare
Cayleyho tabulky.

2.(x2b) Majme vektory x,y,z € V3 nad polom R. Odvod'te vztahy

(i) xxy =—(y xx),

(i) (e-y)P+ [y [P=[x 2]y 12,

(i) (xxy)-z=x-(y x z),

(iv) xx(yxz)+yx(zxx)+zx (xxy)=0.

3. (3b) V euklidovskom priestore st dané body
A= (al, an, 33), B = (bl, bg, b3) aC= (Cl, Co, C3).
Vypocitajte pomocou vektorového stcinu vektorov obsah
trojuholnika ABC.

4. (3b) Odvod'te vzorec P =|| u x v || pre vypo&et obsahu kosodlZnika
ABCD, kdeu=B - Av=D- A

5. (4b) Odvod'te vzorec V =|| (u X v) - w || pre vypocet objemu
rovnobeznostena ABCDEFGH, kdeu=B - A, v=D—- A
aw=E—-A
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Podpriestor prislichajaci k matici

Nech st ay,ay,...,an vektory aritmetického vektorového priestoru
V, nad polom P, kde pre i = 1,...,m st a; = (aj1,3i2,- - -, ain)-
Nech matica A je vytvorena vektormi a; ako jej riadkami t.].

a1 a1 412 ... ain

a2 a1 a2 ... ap
A = =

dp Aml a4m2 --- A@mn

Podpriestor prislichajaci k matici A € P™*" je vektorovy
podpriestor priestoru V,, nad polom P tvoreny riadkami matice
ako vektormi z V,,; znaéime ho Va.

Priklad 3.8
Riadky matice A € Q*>** chapeme ako vektory vektorového
podpriestoru Vpa = [(1,2,0,1),(3,4,2,1)] prislichajiceho k matici

1201
A_<3421>'
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Hodnost matice

Hodnost matice A je dimenzia podpriestoru Vp prislichajiaceho
k matici A t.j. maximalny pocet linearne nezavislych riadkovych
vektorov matice A; oznacujeme ju h(A).

Priklad 3.8 — pokracovanie
Nakolko dimenzia Vp = [(1,2,0,1),(3,4,2,1)] vektorového
priestoru prisliichajiceho k matici

1 201
A= ( 3421 >
je rovna 2, je aj h(A) = 2. Vidime, ze hodnost matice A udava

maximalny pocet linearne nezavislych vektorov vo vektorovom
podpriestore A. Ako ju ale efektivne hladat?
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Elementarne operacie na matici

Elementarnymi riadkovymi operaciami na matici rozumieme kazda z
nasledujacich Gprav matice:

(i) vzajomna vymena dvoch riadkov,
(ii) vynasobenie riadku nenulovym skalarom,

(iii) pripocitanie nenulového nasobku niektorého riadku k inému
riadku.

Ak st elementarne operacie vykonavané pre stlpce matice hovorime
o elementarnych stlpcovych operaciach.

Hovorime, ze matice A, B € P™*" s riadkovo (resp. stlpcovo)

ekvivalentné, ak maticu B mozno dostat z matice A pomocou
koneénej postupnosti elementarnych riadkovych (resp. stlpcovych)
operéacii; znaCime A ~ B.
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Priklad 3.9

Majme maticu A

1 201 1 2 0 1
A=|2220]~]1 1 1 O =B.
34 21 0 -2 2 -2

Riadkovo ekvivalentni maticu B sme dostali takto: Najskér sme
druhy riadok vynasobili % Potom sme od¢itali 3-nasobok prvého
riadku od tretieho riadku matice A.

Oznacme Vp =(1,2,0,1),(2,2,2,0),(3,4,2,1)] a
Ve =1(1,2,0,1),(1,1,1,0),(0,—-2,2,—-2)].

Nech a = a1(1,2,0,1) + a2(2,2,2,0) + as(3,4,2, 1),
b=73(1,2,0,1) + 52(1,1,1,0) + 53(0,—2,2, —2). potom

81 = a1, =20 + 3a3, 83 = —043/2. Takze mame a = b a teda
aj zhodné vektorové podpriestory Va = Vg. Dostavame

h(A) = h(B).
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Tvrdenie 3.3

Riadkovo ekvivalentnym maticiam prislicha ten isty vektorovy

podpriestor.

Doékaz:

Nech A € P™*" a Vp = [a1,a2,...,am]. Stadi ukazat, ze Vp sa

nezmeni pri elementarnych riadkovych operaciach matice.

(i) [...,a,-,...,aj,...] = [...,aj,...,a,-,...],

(i) Nech k #0.[...,ka;,...]=1[..,a;,...],

(iii) Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme len pripocitanie k-nasobku
1.riadku k 2.riadku.
Nech pre k € P je Var = [a1, ka1 + @2, ..., am,]. Zrejme plati
Va C Var. Pre ¢; € P plati aj Var € Va

(c1—kcz)a1+C2(ka1+a2)---+c,,a,, € Va,
—cgai+---+cpa, € Va.

a tak [ai,a2,...,am| = [a1, ka1 +az2,...,am].
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Gaussova elimina¢na metdda

Tvrdenie 3.4

Kazdi nenulovii maticu A € P™*" mozno pomocou riadkovych a
stlpcovych elementéarnych operacii upravit na trojuholnikovii maticu
GeP™" kdegi#0prei=1,2,...,k;k <min{m,n}, v tvare

811 812 ... 8ik --- &in
0 g» ... ax ... &n
G: 0 0 o. 8Bkk --- 8kn
0 o ... 0 ... O
0 o ... 0 ... O

Dékaz: A = O, existuje prvok a;; # 0; riadkovou a stlpcou
vymenou dostaneme by; = a; a B ~ A. Pripocitanim vhodného
—b;t nasobku k ostatnym riadkom dostaneme ekvivalentna maticu
C ~ B s nulami pod c;1. Postup opakujeme, kym G ~ A.
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Priklad 3.9 — pokracovanie

1 2 01 1 2 0 1
A=(22 20 ]~]10 -2 2 =2
34 21 0 -2 2 =2

Najskor odpocitame 2-nasobok 1.riadku k 2. riadku a 3-nasobok 1.
riadku k 3. riadku, éim ziskame prvy stlpec hladanej matice. Potom
odpocitame 2. riadok od 3.riadku a dostaneme Gaussovu maticu G.

1 2 0 1
~ 0 -2 2 -2 | =G
0 0 0 O

PresvedCte sa ;-), ze len prvé dva nenulové riadky matice G si
linearne nezavislé, takze dostavame h(A) = h(G) = 2.
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Jordanova eliminaé¢na metéda

Tvrdenie 3.5

Kazdua nenulovi maticu A € P™*" mozno pomocou riadkovych a
stlpcovych elementarnych operacii upravit na trojuholnikovii maticu
H e P™*" kde hjj #0 pre i = 1,2,... ki k < min{m, n}, v tvare

hii 0 ... 0  higyr ... hip
0 ho ... 0 hoks1 ... hop
H= 0 0 hkk hkkJrl hkn
0 0O ... 0 0 ... 0
0 o ... 0 0 ... 0

Dékaz: Maticu A najskor upravime Gaussovou eliminacnou
metddou na tvar G a potom pomocou nenulovych prvkov na hlavnej
diagonale a elementarnych operacii urobime nulové prvky nad nimi.
Postupujeme zdola nahor a zlava doprava, kym G ~ H. [ |
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Priklad 3.9 — pokracovanie

Zacneme Gpravou Gaussovej matice G

1 2 0 1
G=|0 -2 2 -2
0 0 0 O

V tomto pripade v nej staéi pripocitat 2.riadok k 1.riadku matice

1 0 2 -1
H=| 0 -2 2 -2
0 0 0 O

a mame ekvivalentn maticu H najdena Jordanovou eliminacnou
metédou.

Vidime opét, ze len prvé dva nenulové riadky matice G zostavaja
linedrne nezavislé, a tak dostavame h(A) = h(G) = h(H) = 2.
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Tvrdenie 3.6

Elementarne riadkové (resp. stlpcové) operacie nemenia hodnost
matice. Naviac pre kazdii maticu A € P™<" je h(A) = h(AT).
Priklad 3.9 — pokracovanie

Najskor Gaussovu eliminaénou metédou ziskame

12 3 1 2 3 1 2 3

r 224 0 —2 -2 o —22|

AT=10 22 0 2 2 00 o |~C
10 1 0 -2 -2 0 0 0

Potom Jordanovou eliminaénou metédou dostaneme

1 0 5

, 0 —2 2| .,

G 000_H.
0 0 O

V zhode s tvrdenim 3.5 zistujeme, ze h(AT) = h(H!) =2 = h(A).
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Regularne a singularne matice

Nech A € P"*". Hovorime, ze $tvorcova matica stupia n je
e regularna, ak h(A) = n,
e singularna, ak h(A) < n.

Priklad 3.10
Matica A € R3*3 je

1 2 1 1 -1 0
A=|12 -2 0]|]~---~[0 3 1
3 0 2 0 0 1

regularna, h(A) = 3. Matica B € Z3*3 je

—_

1 21
B: 2 ]_ 0 la RN V]
0 0 2

o o
O ON
o = O

singularna, h(B) = 2.
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O nulovom determinante matice

Tvrdenie 3.7
Nech A € P"™". Riadkové vektory matice A si linearne zavislé,
prave vtedy ked detA = 0.

Priklad 3.11
Najdime hodnoty A € R, pre ktord je matica A reguldrna resp.
singularna.

Vyuzijeme tvrdenie 3.7, podla ktorého pozname singularnu maticu,
ked jej determinant je nulovy.

1 21 1 21
A= 2 X 0], 2 A 0|=—-4-2X=0.
3 01 3 01
Pre A = —2 je matica singularna (3. riadok je suctom 1.

a 2.riadku), pre A # —2 je regularna.
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Inverzna matica

Nech A € P"™ " je Stvorcova matica stupfia n. Nech existuje
Stvorcova matica B € P"*" stupfa n taka, ze

A-B=B-A=E, (&)

kde E je jednotkova matica stupna n. Potom hovorime, ze B
je inverzna matica k matici A a oznacujeme ju A™1.

Priklad 3.12
Nech a, b,c € R — {0}.

A =

O O w

0 0
b 0|, Al=
0 ¢

O Oulm
Ouolm O
ol O O

Az tak jednoduché to zial vo vseobecnom pripade nie je ;-(!
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Nutna a postacujica podmienka

Tvrdenie 3.8

Pre stvorcovii maticu A existuje inverzna matica A~1 prave vtedy,
ked A je regularna.

Dékaz: (=) Nech ma A invernt maticu A~1. Potom zo vztahu
E = AA~! mame 1 = detAdetA~! a detA # 0, takze je regularna.

(«<=) Nech je A regularna. Potom ju Jordanovou eliminaénou
metédou mdzeme upravit na jednotkovil maticu pomocou len
elementarnych riadkovych operacii. Tieto Gpravy vieme realizovat
vynasobenim matice A zlava vhodnou regularnou maticou t.j.
existuja regularne matice By, By, ..., B, také, ze
B, B,_1...B;-A=E,
B

a podla (&) je B=A"1 |
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Priklad 3.10 — pokracovanie

Matica A € Q3*3 je regulirna a hladame k nej inveznii maticu
A—l c @3><3'

(AE) =

w N =
|
N
N O =

2
O O =
|
(@)}
|
N
|
N

[y

2
o
oo

= (E|ATY).
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Bonusovy priklad 3.3

1. (2b) Uvedte priklad matice A € Q3*3, ktora nemozeme upravit na
Gaussovu maticu len pomocou riadkovych elementarnych
operacii.

2.(x2b) Nech A € P33, Najdite taki maticu B € P3%3, 7e BA' = E
ak A’ vznikne z matice A takto:

e a) vzajomnou vymenou i-teho a j-teho riadku,
e b) vynasobenam i-teho riadku skalarom p, (p # 0),
e ¢) pripocitanim g-nasobku (g # 0) i-teho riadku ku j-temu

riadku.
3. (3b) Rieste maticovia rovnicu AXB = C, ak A,B € R"™*" a
h(A) = h(B) = n.

4. (4b) Pre aké hodnoty « je matica
a1l 0 o
1l a o O
0 a a1
a 0 1 o

regularna v poli Z77
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