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Systém linearnych rovnic

Nech A = {ai,ay,...,an} je mnozina vektorov vektorového
podpriestoru V,,, nad polom PP a b € V,,, vektor tohoto vektorového
podpriestoru. Saradnice vektora b v A st prvky x1,x2,...,x, € P
linearnej kombinacie

xia1 +x0a> +---+xpa, = b (@)

Ak a; = (a,-l,a,-z,...,a,-m),i: 1,2,...,[7 ab= (bl,bz,...,bm)
potom () mozno pisat v tvare systému m linearnych rovnic o n

neznamych xi, xo, ..., X,
ajix1 +apxo+ -+ ammx, = by
axx1 +apxa+ - +amxn, = b
(V)
AmiX1 + ameXe + -+ ampXn = bm
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Homogénny a nehomogénny systém

Riesenim systemu (V) je kazda n-tica (u1, uo, ..., up), ui € P, ze
pre vietky x; = u;, i = 1,2,..., n dostaneme m rovnosti.
Ku systému (O0) mozeme prirodzene priradit maticu systému
A = (aj) € P™*" a rozsireni maticu systému A = (Alb).
Maticovy zapis systému (VQ) s neznamymi x = (x1, X2, - - ., Xn) |
ma tvar
A-x=b, (V0OQ)

ktory nazveme strucne

e homogénny, ak b =0,

e nehomogénny, ak b # 0.
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Priklad 4.1

Majme homogénny systém linearnych rovnic nad polom Z3

x1+x+x3 = 0,
X +2x3 = 0,

s maticou systému A, v maticovo tvare ho zapiseme

111\ () (o
01 2 2 )=o)

ma riesenia (0,0,0),(1,1,1),(2,2,2). Sa ale vsetky?
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Ekvivalentné systémy rovnic

Dva systémy rovnic A-x =b a C-x = d s rovnakym poctom
neznamych sa nazyvaju ekvivalentné, ak maji rovnaki mnozinu
rieseni t.j. Sg = Sg.

Priklad 4.1 — pokracovanie
Systém rovnic nad polom Z3 s maticou systému C

102) () (o
012 2 1=\ o
X3
ma mnozinu rieSeni
SE = 55 ={(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2)},

a tak systémy s maticami A a C si ekvivalentné.

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Riesitelnost systému linearnych rovnic

Tvrdenie 4.1
Ak rozsirené matice dvoch systémov linearnych rovnic si riadkovo
ekvivalenté, tak systémy majiu rovnaki mnoZinu rieseni.

Dékaz:
Je trivialny, elementarne riadkové operacie nemenia mnozinu rieseni
systému. |

Tvrdenie 4.2 (Frobeniova veta)

Systém linedrnych rovnic o n neznamych A - x = b ma riesenie
prave vtedy, ked hodnost matice systému sa rovnd hodnosti
rozsirenej matice systému.

(a) Ak h(A) = h(A) = n, potom ma systém préve jedno riesenie.
(b) Ak h(A) = h(A) = k < n, potom m4 systém v nekonecnom
poli P nekonecne vela rieseni, pricom n — k neznamych je

volitelnych.
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Priklad 4.2
Majme nehomogénny systém nad polom realnych cisel

x1—x+x3 = 3,
Xp +2x3 = 3,

s maticou systému A v maticovom tvare
1 -1 1\ [} (3
0 1 2 2 )=\ 3
X3
Jordanovou eliminaénou metédou dostaneme
~ 1 -1 1|3 1 0 3|6 ~
A‘(o 1 23)”(0 1 23>_C
Systém ma nekonecn mnozinu rieseni

Sg = {(6 —3t,3—-2t,t): t € R}.
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Cvicenie 4.1
1. Majme nehomogénny systém linearnych rovnic nad polom Zs
3x1 +x2+x3 = 3,

x1+4x +x3 = 4,
2X2+2X3 = 3.

Najdite jeho maticovy tvar, iny ekvivalentny systém rovnic,
mnozinu ich rieseni.

2. Majme
1 -1 1 0
A=10 5 2 |,b=] -2 |, eR
1 -4 0 A

Rozpiste rovnice systému A - x = b, najdite A, h(A), h(A) a
Si-

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Homogénny systém linearnych rovnic

Homogénny systém m linearnych rovnic o n neznamych nad polom
P ma tvar A - x = 0. Jeho riesenie (0,0,...,0) € V, nazyvame
trivialne rieSenie a kazdé iné rieSenie nazyvame netrivialne riesenie.

Tvrdenie 4.3

Nech Sg je mnozZina vsetkych rieseni homogénneho systému

s maticou systému A € P*". Potom Sj je vektorovy podpriestor

priestoru V,, v poli P.

Dokaz:

Sg # 0, lebo obsahuje aspon trivialne riesenie.

Ak u,v € Sg potom A-u=0,A-v=0atedai A-(u+v)=0

ataku+ve S;.

Ak u € Sg,t € P potom A-(tu) =t-A-u=0 atak aj tu € S3.
|
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Priklad 4.2 — pokracovanie

Uvazujme homogénny systém k poévodnému nehomogénnemu
systému nad polom realnych Eisel s rozsirenou maticou systému D.

N 1 -1 1]0 10 3]0
D_( 0>N<0120>'

0o 1 2
Systém D - x = 0 ma nekonenii mnozinu rieseni
S = {(—3c,—2c,c)[c € R} C V3.

Nech u = (=3c1, —2c1, 1), v = (32, —2¢2, @) € S, kde st
dané c1, 0 € R,0# ¢1 # ¢ # 0, nech t € R [ubovolné

utv = (a+ce)(-3,-21)¢€Ss,
tu = tc(-3,-2,1) € S.

Sp = [(—3,—2,1)] je vektorovym podpriestorom priestoru V3.
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Riesitelnost homogénneho systému rovnic

Tvrdenie 4.4 (Désledok Frobeniovej vety)

Homogénny systém linearnych rovnic o n neznamych A - x = 0 ma

vzdy aspon jedno riesenie a to trividlne riesenie.

(a) Ak h(A) = n, potom ma iba trividlne riesenie.

(b) Ak h(A) = k < n, potom ma systém v nekone¢nom poli P
nekonecne vela rieseni, pricom n — k neznamych je volitelnych.

Priklad 4.2 — pokracovanie
Vsimnite si, Ze sme nepotrebovali rozsirent maticu systému,
vystacime si s maticou systému.

1 -1 1 1 0 3
A‘(o 1 2)”(012)‘
Nakolko h(A) = 2, nie je x = (0,0, 0) jediné riesenie homogénneho

systému A - x = 0. Riesenim je nekonecna mnozina s jednou

volitelnou neznamou Sp = {(—3¢, —2c¢,c) : c € R}.
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Priklad 4.3
Doplime homogénny systém z vyssie uvedeného prikladu dalsimi
dvoma rovnicami

x1+x0+3x3 = 0,

3X1 - 2X2 — X3 = 0.

Najskor upravime maticu systému Jordanovou metédou
-1 1
1 2
1 3
-2 -1

>

I
W= o
O O O
O O~ O
o = O O

Nakolko h(A) = 3, je x = (0,0,0) jediné riesenie homogénneho
systému A - x = 0.
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Tvrdenie 4.5
Nech xy, je jedno konkrétne riesenie nehomogénneho systému
A - x = b. Potom [ubovolné riesenie tohoto systému mozno napisat
v tvare
X = Xp + X,
kde xq je riesenie homogénneho systému A - xg = 0.
Dokaz:
Nech xp je zvolené a u lubovolné riesenie nehomogénneho systému
tj. A-xp =A-u=Db. Potom A (u—xp) =0. To znamena, ze
u — Xp je riesenim homogénneho sytému a tak aj rieSenie
u=xp + (u—xp) je v pozadovanom tvare.

Ale lubovolny vektor u = xy + xg € Si, pretoze plati
A-u=A (x,+x)=b+0=b. |
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Priklad 4.2 — pokracovanie
Uvazujme nehomogénny systém A - x = b nad polom realnych cisel

X1 — X2+ Xx3
X2 +2x3 =
Zvol'me jedno jeho riesenie napr. xp = (6, 3,0).

Odvodili sme ale v3etky riesenia prislusného homogénneho systému
v tvare xg = (=3¢, —2c¢, ¢), c € R. Lahko sa presvedéime, ze plati
xp +x9 = (6 —3¢,3—2c,c) € S3.
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Riesenie nehomogénneho systému pomocou inverznej matice

Tvrdenie 4.6
Nech A je regularna matica systému A - x = b. Potom tento
systém ma jediné riesenie x = A~ 'b.

Dokaz:

Ak A je regularna matica, potom k nej existuje invernd matica
A~!. Z definicie inverznej matice a asociativnosti nasobenia matic
dostavame

x=Ex=(A"1A)x = A"} (Ax) = A" lb.
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Bonusovy priklad 4.1 — puzzle Minisudoku

Je dana matica A € $*** s prvkami z mnoziny S = {1,2,3,4},
ktorej nezname prvky treba doplnit tak, aby:

e riadky i stlpce matice obsahovali vietky prvky z S,

e 2 x 2 blokové matice obsahoval vietky prvky z S.
Priklad vyrieseného puzzle, cisla boli zadané

a) (5b) Formulujte tlohu so tvoricou pripustne zadanych Eisel
v minisudoku ako riesenie nehomogénneho systému linearnych
rovnic s neznamymi nadobudajicimi hodnoty 0, 1.
b) (5b) Rozhodnite, kedy ma puzzle viacero rieseni.
c) (5b) Rozhodnite, kedy ma puzzle jedno riesenie.
Pomoc: neznama xi = 1 ak (i, j)-ty prvok matice je rovny k.
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Priklad 4.4
Mame nehomogénny systém rovnic A - x = b nad polom realnych
Cisel

x; —x2+x3 = 5,
xo+2x3 = 0,
xX1+x =

Najskér overime, Ze matica systému je regularna a tak existuje
inverzna matica k matici systému. Plati detA = —5 # 0.

Jedinym rieSenim systému je vektor

04 —-02 0.6 5 5
x=| —-04 02 04 {0 ]=1]020
02 04 -02 5 0

A-1 b
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Cramerovo pravidlo

Tvrdenie 4.7
Nech A je reguldrna matica stupna n systému A - x = b. Potom pre
jeho riesenie x = (x1,x2,...,x,)" plati
detB; )
Xj = detA” i=12,....n,

kde B; je matica, ktora vznikne z matice A nahradenim jej i-teho
stlpca vektorom b.

Priklad 4.4 — pokracovanie

Pouzite Cramerovo pravidlo na riesenie vyssie uvedeného systému.

1 -1 1 5 -1 1
detA=|0 1 1|=-5 detBi=|0 1 1|=-25
1 1 O 5 1 0

detB; = detBs = 0 a tak riesenim je x = %5(—25,0,0) = (5,0,0).
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Matica prechodu z bazy do bazy

Majme dve bazy vektorového priestoru V,, nad polom PP

A={a1,a,...,an} a B={B1,85,...,8,}. Vektor v € V,, sa
da napisat v saradniciach bazy A a B v tvare

Y = X101+ X2 + -+ XpQp,
¥y = yiB1+yBr+ -+ yaB,.

Plati
B1 = anog+apas+ -+ aan,
By = anog+ axna+ -+ axa,
ﬁn = apoi+ apa + -+ appap,

Co skratene moézeme pisat B = A - A a regularnu maticu A € V<"
nazyvame matica prechodu z bazy A do bazy B.

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Priklad 4.5
Vo vektorovom priestore V3 nad polom R mame dve rézne bazy

A={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)},
B ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)},

a hladame maticu prechodu A z bazy A do bazy BB.

Treba riesit ststavu rovnic s 9-timi neznamymi aiq, a2, ..., ass
B1 = aunog+apar + apas,
By = aoa + axoan + axnaas,
B3 = aziaq + apan + azas,

po dosadeni vektorov bazy sistavu rovnic

(1,1,1) = 311(1,1,0)+212(0,1,1)+313(1,0, 1),
(0,1,1) = 321(1,1,0)+822(0,1,1)+323(1,0, 1),
(0,07 1) = a31(1,1,0)+a32(0,1,1)+a33(1,0, 1)T.
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Priklad 4.5 — pokracovanie
Riadkovo ekvivalentnymi Gpravami blokovej matice
(a1, a2, @3]31]35]83), kde vektory baz zapisujeme
ako stlpce matice, dostaneme

10 1[1]0f0 100%0—%
1 101|110 |~fo010]L1]]
01 11|11 00 1/5|0] 3

Vsimnite si, ze sme si tak uSetrili ;-) rieSenie troch systémov o troch
neznamych. A tak dostavame maticu prechodu v tvare

O NI

A= , detA =1

—
Nl = N

NIR O NI

2
O spravnosti rieSenia sa presvedéime overenim rovnosti

B;=ap1-a1+ap - ax+az- a3, i=123.
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Tvrdenie 4.8
Nech x = (x1,x2,...,%n)a @y = (y1,Y2, .., Yn)B St saradnice
vektora «y v bazach A a B. Potom

y:X'Ail)

kde A je matica prechodu z bazy A do bazy B.

Dékaz:
Zo vztahu

n n
v =) xiei =) yip,
i=1 i=1
po dosadeni B = A - A dostaneme
n n n n n n
D VBi=) yi) 2o =) 0y yiaj =) oy
i=1 i=1  j=1 j=1 =1 j=1
¢o je v maticovom tvare x =y - A. Ale A je regularna matica, takze

jeajy=x-A"1 |
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Priklad 4.5 — pokracovanie

Nech v = (1,2, 3) 4 st saradnice vektora v € V3 v baze A.
Najdime jeho siiradnice v baze B.

K matici prechodu od bazy A k baze B najdeme inverzni maticu

R 1o -1
A=| 0 1 0], Al=|0 1 o0
113 111
Podla vztahu vz = v 4 - A7l =
1 0 -1
=(123)({0 1 0 |=(4 -12).
1 -1 1
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Bonusovy priklad 4.2

Vytvorte program v Exceli (Calcu, Gnumericu):
1. Pre dana rozsirent maticu nehomogénneho systému linearnych
rovnic A € Q4*®
a) (2b) rozhodne o riesitelnosti systému,
b) (3b) najde riesenie systému pomocou Jordanovej eliminaénej
metddy,
c) (3b) najde riesenie systému pomocou inverznej matice,
d) (3b) najdte riesenie systému pomocou Cramerovho pravidla,
e) (4b) najde vietky riesenia systému.
2. Pre dani maticu systému homogénneho systému linearnych
rovnic A € Z5°°
a) (2b) rozhodne o riesitelnosti systému,
b) (3b) najde nenulové riesenie systému,
c) (4b) najde vsetky riesenia systému.
3. Pre dve rézne bazy A a B toho istého vektorové priestoru Vs
v poli realnych cisel
a) (3b) overi, ze mnoziny vektorov A a B st bazami,
b) (4b) najde maticu prechodu A z bazy A do bazy B,
c) (5b) vypocita stradnice vektora up zo siradnic vektora u 4.
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