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Polynémy nad polom

Nech PP je pole s binarnymi operaciami +a-; x€Pane N

prirodzené €islo. Oznaéme x" =x-x----- x . Nech
—_——
n-krat
ag, a1, - - ., an € IP st pevne zvolené prvky, x € P je premenna,

potom vyraz
30+(al-x)+(32~x2)+...+(an-x”)
nazveme polynémom nad polom P a budeme znacit p,(x); prvky

ag, a1, . - ., ap, nazveme koeficienty polynému. Pre stru€nost zapisu
budeme pisat

n
pa(X) = a0+ a1x + ax® + -+ apx" = ag + »_ ajx’.
i=1
Hovorime, ze polyném
® pn(x) ma stupen n, ak a, # 0,
e po(x) je polyném nultého stupna, ak po(x) = ap, ap # 0,
e p(x) =0 je nulovy polyném.
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Sutcet, sucin a nasobok polynémov

Nech m < n a pp(x), gm(x) st polynémy nad polom P

m
_aO—|—ZaX qm —bo—l—Zb,'Xi.
i=1

Polynémy p,(x), gm(x) sa rovnajt, pa(x) = gm(x), ak n =m
a pre vietky i € {0,1,2,...,n} plati a; = b;.

Sactom a sacinom polynémov pp(x), gm(x) s polynémy
rn(x) = pn(x) + Gm(x) a Spt-m(x) = pn(x) - gm(x), kde m < n

rn(x) = (a0 + bo) +Z(a,+b x+ Z aix',

i=m+1
n+m
S,H_m —C0—|— E CkX Ck = E a,-bj.
i+j=k

Nasobok polynému p,(x) prvkom « € P je polyném
ta(x) = o pn(x) = (- ap) + D1y ( - aj)x".
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Poznamka
Kazdy polyném p,(x) nad polom P definuje zobrazenie p, : P — P.
Budeme rozlisovat medzi polynémom a zobrazenim, ktoré definuje.

Priklad 5.1
Nech p(x) = x3 4+ x> + x + 1,q(x) = x + 1 st dva rézne polynémy
nad polom P. Uvazujme najskér pole P = Q

rs(x) = p(x)+q(x) =x*+x*+2x +2,
sa(x) = p(x)-q(x) = x*+2x3 +2x% 4 2x + 1,
t3(x) = 3-p(x)=3x>+3x*>+3x+3.

Zmenme pole racioalnych cisel na pole zvyskovych tried P = Z,.
Aj teraz je p(x) polyném 3.stupha a g(x) je polyném 1.stupha

a teda su to rézne polynémy, ale ako zobrazenia si rovnaké

p(1) =0 =q(1), p(0) = 1 = q(0).

Preto definujeme polyném ako vyraz uréeny vypoctovou schémou
a nie ako zobrazenie !
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Vektorovy priestor polynémov

Nech n je dané prirodzené Cislo a P, je mnozina vsetkych
polynémov stupia nanajvys n nad polom P s operaciami sactu
polynémov a scinu polynému so skalarom. Mnozina P,

s prislusnymi operaciami je vektorovym priestorom polynémov nad
polom P.

Poznamka
Predpoklad obmedzenia stupiia polynémov na ,,nanajvys n" je
vyznamny. Uvazujme polynémy p(x) = x + i, q(x) = —x + i prvého

stupna nad polom C. Potom ich sacet p(x) + g(x) = 2i je polyném
nultého stupia t.j. siéet polynémov prvého stupia nepredstavuje
binarnu operaciu na mnozine polynémov prvého stupna.
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Priklad 5.2
Uvazujme vektorovy priestor polynémov nanajvys 2. stupnia nad
polom reélnych Cisel.

Bazou tohohto vektorového priestoru je By = {1, x, x*}.
Polyném pa(x) = 4x? + 2x — 1 ma v tejto baze suradnice
pQ(X) = (—1, 2,4)30.

Uvazujme int bazu By = {1, x,1 + x?}. Rovnica
t1+to-x+t3- (1+x2) = 4x? 4 2x — 1,

opat vedie na sistavu troch rovnic o troch nezndmych s riesenim
(t1, t2, t3) = (—5,2,4). Teda pa(x) = (=5,2,4)p,.

Riesenie mdzeme overit pomocou vypoctu matice prechodu A

z bazy By do bazy By a vztahu (—5,2,4) = (—1,2,4)A~!
tvrdenia 4.8.
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Zakladna veta algebry

n

Nech pn(x) = ap + Z a;ix' je polyném nad polom P, e € P.
i=1

Hovorime, ze e je koren polynému p,(x) ak plati p,(e) = 0.

Priklad 5.3

Polyném py(x) = x? 4+ 1 nema nad polom realnych Cisel R Ziaden
koren, nad polom zvyskovych tried 7, ma jediny koren e = 1 a nad
polom komplexnych ¢&isel C ma dokonca dva rézne korene

€1 =1, = —I.

Tvrdenie 5.1 (Zakladna veta algebry)

Polyném p,(x) stupfia n > 1 ma nad polom komplexnych ¢isel
aspori jeden koren.
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Tvrdenie 5.2
Nech pn(x) je polyném n-tého stupna nad polom P a nech ¢ € P
lubovolny prvok pola. Potom

pn(x) = pa(c) + (x — ) - gn-1(x),

kde q,—1(x) je nejaky polyném stupna n — 1.
Dékaz:
Nech pn(x) = ao + Y., aix'. Potom

n n
pn(x) — pn(c) = a0 + Z aix' —ag — Z aic' =
i=1 i=1

= (a0 —a0) + Y _ai(x' = ¢') = (x —¢)-

i=1

n
Jar 4+ ax(x+c)+ -+ ap Z X"
j=1

/

1(x)

< Aan—
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Hornerova schéma

Ako ziskat koeficienty g,—1(x) = by + 27;11 bix" 7 Po dosadeni do
Pn(x) = pn(c) + (x — ¢) - gn—1(x) dostaneme

n
ao—i-Za,-x":p,,( +(x—c¢)- bo—l—be
i=1
po Gprave mame na lavej strane nulovy polyném

(a0 — pn(c) + cbo) +Z (ai — bi_1 + cb;) x' + (ap — bp_1) x" = 0.
; —_———

0 0 0
Z rovnosti polynémov (pri oznaceni b_1 = pp(c)) mame rekurentné

vztahy
b1 = an, b= ,Dn(C),
bii = ajt+cby ie{n—1,n-2,...,1,0}.
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Hornerova schéma

Rekurentné vztahy sa zapisuja do tzv. Hornerovej schémy:

an an—1 an—2 te al ao
c cbp_1 cbp—>» -+ cbh; chg
‘ bn—l bn—2 bn—3 te bO ,Dn(C)

Priklad 5.3 — pokracovanie
Polyném p3(x) = x3 — x? 4+ x — 1 nad polom R vydelime x + 1
pomocou Hornerovej schémy takto

1 -1 1 -1

-1 -1 2 -3

1 —2 3 [-4
a mame opat p3(x) = =44 (x + 1) (x* —2x +3).
~—_——

q2(x)
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Priklad 5.4
Polyném p3(x) = x3 + x? 4+ x + 1 nad polom Z, vydelime x + 1
pomocou Hornerovej schémy takto

1

—

Ol =

=|lOo =
—

1

amame p3(x) =0+ (x+1) (x> +1).
(x)
q2(x

Z toho vyplyva, ze ¢ = 1 je aj korenom polynému p3(x); p3(1) = 0.

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Tvrdenie 5.3
Nech ¢ je korenom polynému p,(x) n-tého stupna nad polom P.
Potom existuje polyném qn,_1(x) stupna n — 1 taky, ze

pn(x) = (x =€) - gn-1(x)-

Dékaz: Zo vztahu pp(c) = 0 a z tvrdenia 5.2.

Tvrdenie 5.4 .

Nech pn(x) = ap + Z aix' je polyném n-tého stupna
i=1

nad polom P. Potom

pn(x) = an- (x —c1) - (x = &) -~ (x = ¢n),

ak c1, ¢, ..., cp st korene polynému p,(x).
Dékaz: Vyplyva z n - nasobného pouzitia tvrdenia 5.3.
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Priklad 5.5

Polyném pa(x) = 2x% 41 nad polom Zz ma korene ¢c; =1 a ¢ =2

2-(x—=1)-(x=2)=2-(x*+2) =2x* + 1.

Priklad 5.6

Polyném p3(x) = x3 + 2x? + x 4 2 ma nad polom komplexnych
Cisel korene —2, i, —i € C. Overime opakovanou Hornerovou

schémou
1 2 1 2
-2 -2 0 =2
1 0 1 [0]
i i -1
1 i o]
—i —i
1 [of

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc.

ALGEBRA



Opakovana Hornerova schéma

Tato schéma umoznuje vyjadrit polyném p,(x) nad polom P
pomocou mocnin (x — c)¥ pre [ubovolny prvok c € P:

pn(x) = pa(c)+ (x = c)qn-1(x),
gc(x) = qr(c)+ (x —c)gx—1(x),ke{n—1,n—-2,...,2}

Spatnym dosadzovanim dostaneme

Pn(x) = palc +qu (x =)k (&)

dn dn—1 T a1 40
c cbp_1 - chy cbg
b,,,]_ bn72 T bO Pn(C)
’ /
c cb, 5 - cby
/ /
bn—2 bn—3 U ql(c)
qn(c)
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Priklad 5.7
Polyném ps(x) = x* — 4x3 + 3x2 + 4x — 4 vyjadrime pomocou
mocnin (x —2)%, k € {0,1,2...,4}

1 -4 3 4 -4
2 2 -4 -2 4
1 -2 -1 2 o]
2 2 0 -2
1 0 -1 [0]
2 2 4
1 2
2 2
1
2

¢ = 2 je dvojnasobny koren pa(x); g2(2) = 3,q3(2) =4,94(2) =1
a z () mame ps(x) = 3(x — 2)2 + 4(x — 2)3 + (x — 2)*.
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Derivacia polynému

n
Nech p,(x) = ag + Z ajxj je polyném n-tého stupna nad polom P.
j=1
Derivaciou polynému p,(x) nazveme polyném

n
Dpn(x) = a1 + Zjajxj_l
j=2
a D¥p,(x) budeme oznaovat k-tu derivaciu polynému p,(x)

K | pna(x) ak k=0,
D%pa(x) = { D(D*"1p,(x)) ak k=1,2,...

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Taylorov rozvoj polynému

Tvrdenie 5.5

Nech je pn(x) = ao + ZJ'.'ZI ajx) polyném n-tého stupria nad polom
P a nech ¢ € P. Potom pre prvky qx(c) v Taylorovom rozvoji
polynému pn(x) v prvku ¢

Pn(x) = pa(c +qu(c x—c)f ()

plati qx(c) = D*py(c) - (k)™ pre k € {1,2,...,n}.
[ |
Poznamka
V matematickej analyze funkcie realnej premennej je P = R (resp.
funkcie komplexnej premennej je P = C), a tak piseme
D*pn(c)

ak(c) = — -
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Priklad 5.7 - pokracovanie

Opakovanou Hornerovou schémou sme vyjadrili
pa(x) = x* — 4x3 4+ 3x% 4+ 4x — 4 v tvare (&)
pa(x) = 3(x —2)2 +4(x — 2)3 + (x — 2)%.
Vypocitame qx(2) z Taylorovho rozvoja ps(x):

Dps(x) = 4x3 —12x°> + 6x + 4,
D?ps(x) = 12x*> —24x + 6,
D3py(x) = 24x — 24,

D*ps(x) = 24.

Dostavame zhodné vysledky:

2
a2 =5 =9=0 @2 ="4=

3
q3(2) = Dm@ _ 2y g (0) = Dm@) 24
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Rozklad polynému

Vztah pp(x) = a, - (x — 1) - (x — @) - - - (x — ¢p) nazyvame
rozklad polynému p,(x) na sacin korenovych Einitelov; polynémy
prvého stupha x — ¢; nazyvame korenovymi Cinitel mi.

Ak pn(x) = (x — )* - ga_k(x), gn_«(c) # 0, hovorime, Ze c je
k-nasobnym korefiom polynému pp(x).

Priklad 5.8

Polyném p3(x) = x — x + i nad polom C ma dvojnasobny
koren ¢; = i a jednoduchy korei ¢ = —i. Jeho rozklad na sacin
korenovych cinitelov je

3 2

— X

pa(x) = (x — i)2- (x + ).
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Tvrdenie 5.6

Nech c1, ¢, .. .,,7 ¢y st rézne korene polynému n-tého stupna

pn(x) = a0 + E aix" nad polom komplexnych cisel.

Nech ¢; je k,--r’;g;obny koren (i =1,2,...,r) polynému pn(x).
r

Potom Z ki = n a plati:

i=1

pr(x)=an- (x— )k (x— ) (x —c)k.

Dékaz: Vyplyva z vety 5.4 aplikovanej nad polom C.

Tvrdenie 5.7
Polyném n-tého stupna nad polom komplexnych cisel C ma v C
prave n korefov, ak tieto pocitame aj s ich ndsobnostami.

Dékaz: Je désledkom tvrdenia 5.6.
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Tvrdenie 5.8

Nech je pp(x) = ap + aix + - - - + apx" polyném s celociselnymi
koeficientami. Ak je jeho korefiom raciondlne Cislo r = g, kde s
p, q nesudelitelné cisla, potom p deli ag a q deli a,.

Dékaz: Ak je g korenom polynému, potom p,,(s) =0 a mame

0 = ao—i—Za,’(Z)i
i=1

n
0 = apq"+ Y aip'q"”
i=1

n

a0q" = —pY ap 'q" (¥)
i=1
n—1 ] .

anp” = —q) aip'q" "t (%)
i=0

p, g st nestdelitelné, () delitelné p; podobne (xx)-delitelnéq. M
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Hladanie racionalnych korefov celociselného polynému

pn(x) = ag + arx + - - - + anx".

e Krok 1: Vlyhladame vsetkych delitelov p1, po, ..., p,
koeficienta ag.
e Krok 2: Vlyhladame vsetkych delitelov g1, g2, ..., s
koeficienta a,.
e Krok 3: Overime, ¢i p,,(Z—J’j) = 0, pre vsetky dvojice (/,)), pre
ktoré sa p;, gj nestdelitelné.
Priklad 5.9

Hl'adame vsetky racionélne korene polynému
pa(x) = 6x* + 3x3 — x? — 5x + 2. Mame a4 = 6, a9 = 2.
e Krok 1: p € {+1,£2} delia a9 =2
e Krok 2: g € {£1,+2,43,46} delia as =6
e Krok 3: Z moznych podielov {:l:l,:l:%,j:%,:t%,:lﬁ,:l:%} je
racionalny koren polynému pa(x) len jeden ¢ = %
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Tvrdenie 5.9

Nech je pp(x) = ao + aix + - - - + apx" polyném n-tého stupna nad
polom komplexnych cisel s realnymi koeficientami. Ak je jeho
korenom komplexné Cislo ¢ = oo + i3, potom je jeho korefiom aj
komplexne zdruzené Cislo € = o — if3.

Dékaz: Nech ¢ = o + i je korefiom polynému p,(x). Potom je
3; = a;. Po upravach p,(c) = 0 dostavame

i=1

Z toho vyplyva, ze aj p,(¢) = 0. [ |

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Priklad 5.10
Korene ¢, a ¢ kvadratickej rovnice s redlnymi koeficientami
x? —2x 42 =0 st v poli komplexnych cisel komplexne zdruzené

244 —4-2 .
Ga="—p——=1=i

Ak ale upustime od predpokladu realnych koficientov napr.
v kvadratickej rovnici x?> — 2ix — 1 = 0, potom v poli komplexnych
Cisel dostaneme dvojnasobny koren ¢ = i, plati

x? = 2ix —1=(x—1)>2

Z toho vyplyva, ze v tvrdeni 5.9 je podstatny predpoklad o realnych
koeficientoch polynému.
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Aksi c=a+ifac=a—if pre 8 # 0 korenami polynému,
potom

2

(x —c)(x — &) = x® — (c + &)x + c& = x*> — 2ax + (® + B?)

ma tvar kvadratického trojélena s realnymi koeficientami.
Priklad 5.10 — pokracovanie
Z komplexne zdruzenych korehov polynému ¢y =1+iacp=1—1i

dostavame jeho tvar kvadratického troj¢lena s realnymi
koeficientami

(x=1-(x—1+i)=x>—2x+2.
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Tvrdenie 5.10

Nech je pp(x) = ao + aix + - - - + apx" polyném n-tého stupna

s realnymi koeficientami. Nech ¢, ¢, ..., ¢, s navzajom rézne
realne korene s nasobnostami ny,no, ..., n, a ¢isla aj + if3;
navzajom rézne komplexné korene také, Ze 3; > 0 pre
Jj=1,2,...,s. Potom aj Cisla aj — if3; sti po rade my, my, ..., ms-
nasobné korene polynému pn(x) a plati

r S
pa(x) = an - [ J(x — &)™ - TJ(* + pix + ¢))™,

i=1 j=1

kde pj = —2aj,q; = ozf + ﬂf a plati
r S
= ne2 Ym,
i=1 j=1

Dékaz: Priamo z tvrdeni 5.6 a 5.9. [ |
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Cvicenie 5.1

1. Najdite taky polyném najnizsieho stupna s komplexnymi (resp.
realnymi) koeficientami, ktory ma jednoduchy koren 1 — 2/ a
dvojnasobny koren 3.

2. Pomocou Hornerovej schémy vydelte polyném
ps(x) = x5 — 2x* + 6x3 — 12x + 4 polynémom x — 2.

3. Pre aké hodnoty parametra A je ¢ = 2 korefiom polynému
pa(x) = 2x* +x3 + Ax® + 3 v poli Zs?

4. Najdite korene polynému p3(y) = 4y> + 14y? — 3y + 9.

5. Najdite Taylorov rozvoj polynému
py(x) = x* + x3 + 3x? + 4x + 1 nad polom Zs v prvku 2.

6. Majme dve bazy polynémov nanajvys 1. stupia nad polom
realnych Cisel A = {—5,1+ x} a B = {1, x}. Najdite maticu
prechodu A od bazy A k baze B.
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Najvacsi spolocény delitel polynémov

Nech p(x), g(x) st dva polynémy nad polom P. Hovorime, ze
polyném g(x) deli polyném p(x) a znacime g(x) | p(x), ak existuje
taky polyném r(x) nad polom P, ze plati

p(x) = q(x) - r(x).

Polyném g(x) nazveme trivialnym delitelom polynému p(x), ak
stupen g(x) je 0 alebo g(x) | p(x) aj p(x) | q(x).

Ak polyném r(x) deli oba polynémy p(x) aj g(x) hovorime, ze je
spoloénym delitelom polynémov p(x) a g(x).

Hovorime, ze polyném r(x) je najvacsim spolocénym delitelom
polynémov p(x), q(x) a znacime r(x) = NSD(q(x), p(x)), ak je
e spoloénym delitelom polynémov p(x), g(x) ,
e delitelny kazdym inym spoloénym delitelom polynémov
p(x) a q(x).
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Priklad 5.11

Uvazujme dva rézne polynémy v poli realnych Eisel

p(x) = (x — 2x(x — 1)(x + 1), q(x) = 20x — 3)(x — )(x +1).
Potom (x £1) | p(x) aj (x £1) | g(x) a teda (x = 1) je spolocnym
delitelom p(x) aj g(x). Plati

r(x) = NSD(q(x), p(x)) = (x — 1)(x + 1).

V pripade, ked pozname rozklady oboch polynémov p(x), g(x), je
hladanie ich NSD(q(x), p(x)) jednoduché. Ako ale postupovat
v pripade, ked rozklady polynémov nepozname?
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Delenie polynémov so zvyskom

Tvrdenie 5.11

Nech m < n a nech st pp(x) a gm(x) # 0 plynémy n-tého a
m-tého stupria nad polom P. Potom existuji nad polom P
polynémy sp_m(x) a r(x) s vlastnostou

Pn(X) = qm(x) - Sn—m(x) + r(x),

pricom sp_m(x) je polyném stupna n — m a r(x) je polyném
stupfa mensieho m.

Dokaz:

Staci ukazat, ze pre i = 0,1,..., k—1 je

pn—i(X) = pn—i—l(X) + qm(X) *Chn—i—m* X , aZz kym stupen
Pn—k(x) nie je mensi nez m, Potom p,_k(x) = r(x). |

n—i—m
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Reducibilny a ireducibilny polyném

Hovorime, ze polyném p(x) najmenej prvého stupna nad polom PP
je reducibilny, ak existuja polynémy g(x), r(x) oba najmenej prvého
stupna také, ze

p(x) = (x) - r(x).

V opaénom pripade hovorime, ze p(x) je ireducibilny polyném.

Priklad 5.12

Polyném pa(x) = x2 + 1 je ireducibilny nad polom realnych ¢isel R,
lebo sa neda napisat ako stcin dvoch polynémov prvého stupna t.j.
stéin dvoch korenovych ¢initelov. Nad polom komplexnych ¢&isel C
je vSak uz reducibilny, pretoze ho mézeme napisat v tvare

pa(x) = (x — )(x + ).
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Tvrdenie 5.12

Polyném p(x) s realnymi koeficientami je ireducibilny nad polom
realnych cisel R prave vtedy, ked je 1. stupna alebo je 2. stupna a
nema realne korene.

Priklad 5.13

Nad polom R rozlozime polynémy q(x) = x3 — x> +x—1 a

p(x) = x* — 2x% + 1 na sacin ireducibilnych polynémov a najdeme
NSD(q(x), p(x)).

Z Hornerovej schémy vidime, ze g(1) =0

a teda g(x) = (x — 1)(x*> + 1), no polyném x? + 1 je v R
ireducibilny. Podobne p(x) = (x?> —1)? = (x + 1)?(x — 1)2. A tak
mame

NSD(q(x), p(x) = x — 1.
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Rozklad rydzo racionalnej funkcie na parcialne zlomky

V matematickej analyze sa stretdvame s potrebou rozlozit
rydzo racionalnu funkciu realnej premennej

f(x) = 5;(();)), pn(x) f qm(x), n<m

na stcet parcialnych zlomkov

d aix + ag

9 alkeb
(x — o)F T (3@ 1 byx + bo)k’

kde ¢, d, ag.a1, bg, by € R, k je prirodzené ¢islo a x> + byx + by je
ireducibilny polyném nad polom R.
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Krok 1: Rozlozime polyném gm(x) na sicin ireducibilnych
polynémov.
Krok 2: Ku kazdému polynému (x — ¢)* vytvorime prave
k zlomkov

dr d> dk

x—c (x=¢c)?""" " (x =)k’
kde k je nasobnost korena c.
Krok 3: Ku kazdému polynému (x? 4 byx + bg)*™ vytvorime
prave k* zlomkov
a11Xx + ao1 a12Xx + ao2 akxX + aok*
X2+ bix + by’ (x? 4+ bix + bg)?" 7 (x? 4 bix + b))k’

kde k* je nasobnost komplexne zdruzenych korenov.

Krok 4: Nezname koeficienty vypoéitame porovnanim
koeficientov pri rovnakych mocninach, ¢o vedie na riesenie
nehomogénneho systému linearnych rovnic.
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Priklad 5.14
Rozlozme na parcidlne zlomky funkciu f(x) = Xf—il realnej
premennej.
Funkcia f(x) je rydzo racionalna, pa(x) = x2, ga(x) = x* — 1.
o Krok 1: g4(x) = (x — 1)(x + 1)(x® + 1)
e Krok 2: Pre korene 1, —1 vytvorime parcialne zlomky

dy d>
x—1" x+1

e Krok 3: Pre komplexne zdruzené korene i, —i vytvorime

parcialny zlomok
aix + ap

x2 41"

e Krok 4: Porovname koeficienty

x2 . di n d> aix + ap
x4—-1 x—-1 x+1 x2+1
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x2 _ di(x +1)(x® + 1) + da(x — 1)(x% + 1) + (arx + ao) (x> — 1)
x4 -1 (x=1)(x+1)(x2+1) '
Pretoze menovatele sa rovnaji, rovnaji sa aj Citatele a plati
x? = di(x + 1)(x* + 1) + da(x — 1)(x®> + 1) + (a1x + a0)(x* — 1),

x? = x3(d1+da+a1)+x?(d1 —da+ap) +x(d1 +da—a1)+di — da— ao.

Posledna rovnost je ekvivalentna rieSeniu sistavy linearnych rovnic

1 1 1 0 d 0
1 -1 0 1 e | |1
1 1 -1 0 a | o]
1 -1 0 -1 ao 0

1 1
—z2.a1=0,a0 = 5. A tak

ktord ma jediné riesenie dy = %, dr =
x? 1 1 1

M1 Mx—1) 4x+1) T2pEt1)
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Cvicenie 5.2

1.

Urcte hodnotu parametra « tak, aby bol ¢ = —1 korefom
polynému pg(x) = 2x® — ax* — x3 + ax? + 3a.

Najdite vietky korene polynému g3(x) = 2x3 — 7x% + 16x — 15
nad polom komplexnych &isel ak pozname jeden jeho koren
1—-2j.

. Aké podmienky musia splhat koeficient \, 11 aby pre polynémy

nad polom racionalnych cisel p3(x) = x3 +Ax —3 a

g2(x) = x? + px + 2 platil vztah go(x)|p3(x).

Rozlozte polyném ps(x) = 7x5 + 7x* 4 35x3 +35x2 + 28x + 28
na sicin ireducibilnych polynémov nad polom realnych cisel.

Rozlozte na stéet parcialnych zlomkov funkciu

f(x) 7x*+5x3+2x2 +7x+5
X) =
(x3+1)(x+1)?
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Euklidov algoritmus

q(x) a ())(P( ). Potom

p(x) =

q(x)

n(x) =
(1) r—2(x) =

(i) rm—2(x)

(iif)  rm—1(x)

q(x) - so(x) + ri(x),
x) - s1(x) + r2(x),
- 52(x) + r3(x),

rk,l(x) . Skfl(X) + rk(x),

rm—l(X) : Sm—l(X) + rm(X)a
Fm(X) - Sm(x) + 0.

kde sx_1(x) je Ciastoény podiel a rx(x) nenulovy zvysok

v k-tom kroku. NSD(q(x),

rm(X) ‘ rm—2(X), ey

p(x)) = rm(x) lebo rm(x) | rm—1(x),
rm(x) | (%), rm(x) [ 4(x), rm(x) | p(x)-
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Normovany NSD(q(x), p(x)) je ten ich najvacsi spolocny delitel,
ktorého koeficient pri najvyssej mocnime x je 1. NSD(q(x),p(x))
ziskany Euklidovym algoritmom nemusi byt normovany.

Priklad 5.14 — pokracovanie

g(x) =x3 — x>+ x—1ap(x)=x*—2x>+1.

p(x) = q(x) (x+1)+(=2x" +2),
—_ Y
so(x) ri(x)
1
a) = n(x)-(-5+5)+x=2)
N2 ~———
s1(x) ra(x)
n(x) = n(x)- (—x-—1)+0.
()
so(x

A tak mame NSD(q(x), p(x)) = r(x) = 2(x — 1), ¢o po
normovani dava polyném x — 1.
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Metéda neurcitych koeficientov

Majme normované polynémy p,(x), gm(x), m < n, gm(x) [ pn(x)
s celociselnymi koeficientami nad polom realnych ¢isel a hladajme
r(x) = NSD(pn(x), gm(x)).

Polyném r(x) méze mat stupen nanajvys m — 1 t.j.

r(x) = ro + >, rix’. Predpokladajme naviac, ze pre nejaké
navzajom rozne celé &isla o; mame py() > 1, gm(a) > 1,
i=0,1,...,m—1, ktoré st kladnymi celymi ¢islami, a tak vieme
vypocitat 8; = NSD(pn(ci), gm(:i))-

Nezname koeficienty r; st tak rieSenim systému nelinearnych rovnic
r(a) = Biyi =0,1,...,m—1, ktoré vedd na rieSenie
nehomogénneho systému linearnych rovnic

2 m—1
1 o ag ... o 1o Bo
1 o Oé% aT_l n B1
-1
1 an_1 a,zn_l c.oapy Fm—1 Bm-1
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Priklad 5.14 — pokracovanie
pa(x) = x* —2x? +1 a q3(x) = x
polynémy s celociselnymi koeficentami nad polom R.

3 _ x2 4+ x — 1 sii normované

Najskér treba najst také celé €isla ag, a1, as, v ktorych nadobuadaji
oba polynémy hodnoty kladnych celych ¢isel. Zvolme napriklad
ag = 2,a1 = 3,0 = 4 a dostadvame

i| i pa(ai) q3(ei) B
0] 2 9 5 1
1] 3 64 30 2
2| 4 225 51 3

Systém linearnych rovnic zodpovedajaci r(«;) = 5;,i =0,1,2

1 2 4 o 1
1 3 9 r = 2 y
1 4 16 r 3

ma jediné rieenie r(x) = (—1,1,0)5, = x — 1.
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Bonusovy priklad 5.1

1. (4b) Overte, ze mnozina R3 polynémov nanavys 3. stupia nad
polom realnych cisel vytvara vektorovy priestor (3b) a najdite
jeho dve bazy (1b).

2. (3b) Pre aky parameter o polynému ps(x) = x® — ax? — iax + i
nad polom C je ¢ = —i jeho

a) (1b) jednoduchy koren,
b) (2b) dvojnasobny koren,

3. (8b) Vyjadrite polyném p(x) = x* 4+ 3x2 + Ax + 1 v mocninach

uvedeného linearneho vyrazu
a) (2b) v poli R, x — 1,
b) (3b) v poli C,x — i,
c) (3b) v poli Zs, x + 3.

4. (4b) Najdite Taylorov rozvoj polynému p(x) = 3x* + (1 — 2/)x? — 1
v prvku ¢ =2 (2b), ¢ =i (2b).

5. (4b) Rozlozte funkciu f(x) = Wﬁ% na parcialne zlomky.
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Bonusovy priklad 5.2

Vytvorte program v Exceli (Calcu, Gnumericu):

1. (4b) Najde vsetky racionalne korene polynému stupha
n(2 < n <10) s celociselnymi koeficientami.
2.(15b) Najde NSD(pn(x), gm(x)) pre polynémy pp(x) a gm(x), kde
1< m< n<10, nad polom Q (4b), Z3 (5b), C (6b).
3.(10b) Pre zadany polyném p,(x)(3 < n < 5) nad polom Zi7
a) (3b) najde vietky korene polynému p,(x),
b) (2b) vypide polyném p,(x) v tvare stéinu korenovych Einitelov,
c) (5b) najde vietky ireducibiné polynémy deliace polyném p,(x).
4.(10b) Pre dané celociselné polynémy pio(x), gs(x) a
r(x) = NSD(pio(x), gs(x)), najde také polynémy u(x) a v(x),
Ze plati tzv. Bezoutova rovnost:

r(x) = p(x) - u(x) + q(x) - v(x).
Pomoc: Spatnym dosadzovanim v Euklidovom algoritme.
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