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Linearne zobrazenie v rovine

Motivacia

Majme v rovine zobrazenie f : R?> — R? a hladajme taki priamku
p prechadzajicu zaciatkom stradnicového systému, pre ktori je
f(p) = p, kde

p={tu:teR}, f(p)={f(tu):teR}={tf(u):teR}.

Musi existovat Cislo A € R a vektor u # 0 tak, aby f(u) = Au.
Zvolme v R? nejaki bazu, napr. By = {(1,0),(0,1)}. Nech x s
saradnice vektora u v tejto baze a A € R?*? je matica prechodu do
nejakej inej bazy roviny. Potom musi platit

Ax =Xx,x #0tj. (A—AE)x=0,x # 0.

Takze matica A — AE musi byt singularna, teda det(A — AE) = 0.
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Vlastny vektor a vlastnd hodnota matice

Majme Stvorcovi maticu A € P"™*". Zobrazenie f : P" — P"
definované systémom y = Ax nazyvame linearne zobrazenie.

Nech A € P"*". Determinant matice A — A\E nazyvame
charakteristicky polyném matice A. Rovnicu

pa(A) = det(A — AE) =0
nazyvame charakteristickou rovnicou a jej korene s vlastné
hodnoty matice A.

Ak X je vlastna hodnota matice A [znacime A = A(A)], potom
nenulovy vektor x, pre ktory plati Ax = Ax, nazyvame vlastny
vektor prislichajici k vlastnej hodnote A.
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Priklad 6.1

Hladajme vlastné hodnoty a vlastné vektory redlnej matice

3 0 0

A=| -1 2 0

1 -1 1
Charakteristicka rovnica matice A

3-A 0 0
det(A—XE)=| -1 2-X 0 |[=0
1 -1 1-2A

ma tri rézne korene, vlastné hodnoty A\1(A) = 3, \2(A) =2,
A3(A) = 1, ktorym prisltchaja tri vlastné vektory matice A

x1=(1,-1,1)7, x=(0,1,-1)7, x3=(0,0,1)".
Vlastné vektory x;, X2, x3 tvoria bazu vektorového priestoru R3.
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Linedrne nezavislé vlastné vektory

Tvrdenie 6.1
Vlastné vektory x1, %z, ..., X, prislichajice k ré6znym vlastnym
hodnotam A1, A2, ..., A\ st linedrne nezavislé.

Dékaz: Matematickou indukciou podla k.
Majme vlastné vektory x; prislichajice navzajom réznym vlastnym
hodnotam \; a nech ai1x; + aoxp + -+ auxe =0 (Q). Plati

k k k
0= AO = Z A(OéJ'Xj) = Zaijj = Zaj)\jxj'
j=1 j=1

j=t

Vynasobenim (©) hodnotou A4 a odéitanim od odvodenej rovnice

dostaneme Zjlle aj(Aj = A)x; = Zj-:ll aj(Aj = Ak)xj = 0.

Podla indukéného predpokladu s x1,xo, ..., xk_1 linearne
nezavislé a preto oj(A\j — A) =0pre j=1,2,... .k —1ale
A1, ..., Ak st navzajom rozne, takze aj o = 0. Potom z (Q) je

okxk = 0 a teda o = 0.
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Spektralny rozklad matice

Diagonalnu maticu A s vlastnymi hodnotami matice A € P"™*" na
hlavnej diagonale nazyvame spektralny rozklad matice A.

Ak je x; vlastny vektor matice A prisluchajici k vlastnej hodnote
Aj, potom rovnosti

AX,' = )\,’X,‘, i = 1,2,...,/7,
mozZeme zapisat tvare maticovej rovnosti
AX = XA,
kde stlpce matice X sii vlastné vektory matice A.

Priklad 6.1 — pokracovanie

N je spektralny rozklad matice A, overte rovnost AX = XA,
300 1 0 0

A=lo 20|, Xx=| -1 1 o0

0 01 1 -1 1
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Priklad 6.2

Hladajme vlastné hodnoty a vlastné vektory redlnych matic

2 00 2 10
A=(020].,B=[020],
00 2 00 2
2 00 2 10
c=(021|,D=[021
00 2 00 2

Pre tieto matice je charakteristicky polyném

pa(A) = pa(A) = pc(A) = pp(A) = (2 — A)?,

tzn. ze Cislo A = 2 je vlastnou hodnotou (trojnasobnou) vietkych
Styroch matic.
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Priklad 6.2 — pokracovanie

Postupom z prikladu 6.1 zistime, ze vektory
X1 = (1707 O)Tv X2 = (0,1a0)Ta X3 = (anal)Ta

st vlastnymi vektormi matice A, ktoré prisluchaja k vlastnému ¢islu
2. Kazda nenulova linearna kombinacia vektorov x1, X2, X3 je tiez
vlastnym vektorom prislichajiucim k tomu istému vlastnému Cislu.

2 00 t t1
0 20 [%) =2 to
0 0 2 t3 t3

Pre maticu B st vlastnymi vektormi len x1,x3 (a ich [ubovolna
nenulova linearna kombinacia). Pre maticu C sa potom len x3,x; a
pre maticu D len vektor xi.

Poznamka
Vidime, ze pocet linearne nezavislych vlastnych vektorov sa pri

niektorych maticiach nerovna hodnosti matice,; ale mensi |
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Podobné matice

Hovorime, ze dve stvorcové matice A, B € P"*" sii podobné, ak
existuje taka regularna matica Q € P"*", ze plati

B=Q'AQ (&)

Tvrdenie 6.2

Podobné matice majii rovnaky charakteristicky polyném.
Dokaz: Nech B = Q7 'AQ je matica podobna s maticou A.

det(B— XE) = det(Q 'AQ - \QEQ)
det(Q1AQ — Q IAEQ)

Q
(
det(Q (A — \E)Q)
(
(

det(Q~ )det((A AE)det(Q)
= det(A — \E).
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Priklad 6.3

Hl'adajme vlastné hodnoty a vlastné vektory redlnej matice

0 1 1
B = 3 -2 -3
-3 9 8

Dostavame pg(A) = (A — 3)(A — 2)(A — 1) = 0 ako v priklade 6.1 s vlastnymi
hodnotami A1(B) = 3, XA2(B) = 2, A3(B) = 1, ale s inymi vlastnymi vektormi
¥Y1,¥2,Y3

0 1 1 1 1
M(B)=3| 3 -2 -3 -3 | =3 =3 | =3y,
-3 9 8 6 6
0 1 1 ~1 ~1
M(B)=2| 3 -2 -3 3 | =2 3 | =2y,
-3 9 8 -5 -5
0o 1 1 1 1
XB)=1;| 3 -2 -3 2 |=( -2 | =y,
-3 9 8 3 3

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Tvrdenie 6.3
Nech st A, B € P"*" podobné matice a Q € P"*" regularna
matica urcena rovnostou (#). Ak je x vlastny vektor matice A,
potom je Q~1x vlastny vektor matice B prisltchajiici k tej istej
vlastnej hodnote.
Dokaz:
Nech x, y s vlastné vektory podobnych matic A, B prislichajice
vlastnej hodnote A = A(A) = A(B). Potom zo vztahu (#) mame
By = Q 'AQy = \y a po uprave AQy = A\Qy. Ale Ax = \x a tak
x=Qy tzn. y = Q x.

[ |

Poznamka
Z rovnosti vlastnych hodnét matic viak nevyplyva podobnost
matic. (Overte !)
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Priklad 6.3 — pokracovanie
Mame Stvorcové matice A a B

3 .0 0 0 1 1
A=| -1 2 o |,B=| 3 —2 -3
1 -1 1 -3 9 8

Najskor zistime, Ci si podobné t.j. Ci existuje regularna matica Q
vyhovujica B = Q'AQ. Maticu Q vypoéitame z maticovej rovnosti
QB = AQ, odkial dostdvame homogénny systém linearnych rovnic

s premennymi q = (q11, 12, 913, G21, - - -, G33) | a s maticou systému C
-3 3 -3 0 0 0O 0 0 O
1 -5 9 0 0 0 0 0 O
1 0 0 0O O O o0 0 o0
i 0 0 -2 3 -3 0 0 O
c= 0 1 0 1 -4 9 0 0 O
0 o0 1 1 -3 6 0 0 O
-1 0 0o 1 0 0 -1 3 =3
o -1 0 o 1 o0 1 -3 9
0o 0o -1 0 o0 1 1= -3 7
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Priklad 6.3 — pokracovanie

Jednym z netrivalnych rieseni homogénneho systému Cq = 0 je regularna
matica Q zapisana po riadkoch, ku ktorej vypocitame inverzni maticu Q*

1 21 0 0 1
Q=2 1 0 |,Q'=l0 1 -2
1 00 1 -2 3

Zistili sme, ze matice A a B st podobné, preto mézeme pouzit tvrdenie 6.3 pre
vypocet vlastnych vektorov yi,y2,y3 matice B pomocou znamych vlastnych
vektorov x; = (1,—1,1)",xo = (0,1,—-1)",x3 = (0,0,1)” matice A.

0 0 1 1 1
M(B)=M(A)=3 yi=[0 1 =2 -1 |=( -3 ],

1 -2 3 1 6

0 O 1 -1
/\2(B) = )\2(A) =2 y2 = 0 1 -2 = 3 5

1 -2 3 -1 -5

0 O 1 0 1
)\3(B) = )\3(A) =1 y3 = 0 1 -2 0 = -2

1 -2 3 1 3
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Tvrdenie 6.4
Nech A, Q,D € P™" s stvorcové matice. Nech Q obsahuje
nenulové stlpce a D je diagonalna matica. Potom plati

A-Q=Q-D

préve vtedy, ked' D obsahuje vlastné hodnoty matice A a i-ty stlpec
matice Q obsahuje vlastny vektor prislichajici k i-tej vlastnej
hodnote matice D.
Dékaz:
Nech D ma na diagonale prvky A;. Roznasobenim rovnosti
AQ = QD po stlpcoch matice Q = (x1,x2, ..., x,) dostaneme
rovnosti Ax; = \;x;. Tieto rovnosti platia prave, ked \; s vlastné
hodnoty a q; k nim prislachajaci vlastny vektor.

|

Ak by bola Q regularna, potom D = Q7! - A- Q. Takze A bude
podobna s diagonalnou maticou D.
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Priklad 6.3
Ukazte, ze matica A z prikladu 6.1 je podobna s diagonalnou
maticou.

Matica A ma tri linedrne nezavislé (vlastné) vektory
x;1 =(1,-1,1)",xo = (0,1,-1)T,x3 = (0,0,1) "

PlatiD=Q!-A-Q=

-1

1 0 0 3 0 O 1 0 O
-1 1 0] - -1 2 O -1 1 0
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1

300

=1 020

0 01
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Tvrdenie 6.5
Matica A € P"™" je podobna s diagonalnou maticou prave vtedy,
ked' ma n linedrne nezavislych vlastnych vektorov.

Dokaz:
Staci tieto vektory napisat do slpcov matice Q, dalej zostavit
diagonalnu maticu z vlastnych hodnét matice A. Plati rovnost

D=Q ! A-Q
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Tvrdenie 6.7 (Gersgorinove kruhy, 1931)
Vsetky vlastné hodnoty matice A € C"™" lezia v zjednoteni kruhov

n

lz—ail < > lagl, i=1,2,....,n (k).

J=Ly

Dokaz:
Nech je A vlastna hodnota matice A a x = (x1,X2,...,%,) ", potom

n
E ajxi =MAx;, i=12,...,n.
Jj=1

Mézeme predpokladat, ze vektor x je normalizovany tak, ze jeho
maximalna zlozka, x,, je 1. Potom z nerovnosti

n
A—ay < § arj
J=Lir
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Priklad 6.4

Lokalizujte spektrum (vlastné hodnoty) matice

1+i -1 0
A= -1 4 i
0 -1 2

Zo vztahu (%) mame tri kruhy uréené riadkami matice,

Si={zeC:|lz—(141)] <1},
S ={zeC:|z—4 <2},
S3={ze€C:|z—-2] <1},

spektrum matice sa nachadza v zjednoteni kruhov S; U S; U Ss.

Im 4

2 | S 82

0] 1\ 2 45 Re -
-7 S5

-2i7]
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Bonusovy priklad 6.1

1. (x3b) Najdite (so skuskou spravnosti) vsetky vlastné hodnoty a
vlastné vektory matic

3 3 2 1 -1 0 1 1 -1
1 1 2,01 3 o], 22 -3
-1 -3 0 1 1 2 01 0

2. (5b) Najdite diagonalnu maticu, ktora je podobna matici
10 1. 0 20

1 -5 -0 1 2
0 0 -7 01
2 1 0 81
0 1 1 10

3. Vytvorte program v Exceli, ktory naéita maticu A € C>*° a
a) (3b) lokalizuje a zobrazi spektrum matice A,
a) (4b) najde vlastné vektory matice A,
c) (6b) najde diagonalnu maticu D € C®*°, ktora je podobna
matici A.
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Bonusovy priklad 6.2

1. Nech A € R***. Odvod'te nasledujice tvrdenia a overte na
ilustracnom priklade:
2) (b) (A1) = A(A)

b) (6b) A(AF) = A(A)*, k celé kladné é&islo.

c) (8b) Vlastné cisla symetrickej matice s realne.

d) (10b) Vlastné vektory x;, x; symetrickej matice A
zodpovedajlce réznym vlastnym hodnotam A; # A; si
ortogonalne t.j. xjx; = 0.

2. Nech A € C3%3. Odvod'te nasledujiice tvrdenia a overte na
ilustraénom priklade:
a) (6b) A(A71) = A(A)"L.
b) (7b) A(AK) = A(A), k celé kladné é&islo.
c) (8b) A(AH) = X\(A), kde X je ¢islo komplexne zdruzené k \ a
matica A" je hermitovska (a; = 3;).
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