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Zakladné pojmy

Vyroky, kvantifikdtory a sumacné symboly

Logika sa zaobera stidiom formalnych vlastnosti myslienky a stanovuje pravidla
spravneho, t. j. logického usudzovania. Na vyjadrenie myslienok pouzivame jazyk, ktory
sa skladd z vyrazov. Vyrazy moézu byt jednoduché alebo zlozené, ktoré sa tvoria z jed-
noduchych pomocou syntaktickych pravidiel jazyka. V zivom jazyku st vyrazmi slova a
vety. Vyrazy sa rozdeluju na konstanty a premenné. Konstanty su vyrazy, ktoré maju
nemenny (t. j. konstantny) vyznam. Premenné st vyrazy, ktorych vyznam sa moze
menit a v pripade potreby ich mézeme nahradit konstantami.
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Tabulka 0.0.1: Grécka abeceda

Vyrok je vyraz, ktory vyjadruje pravdivi alebo nepravdivi myslienku, preto ich
delime na pravdivé a nepravdivé. Kritériom pravdivosti je zhoda so skutoc¢nostou a
nemdze byt zdroven pravdivy a nepravdivy. Gramaticky je vyrok oznamovacia vetaE|

Vyrazy, ktoré obsahuji premenné, nazyvame vyrokové formy. Vyrokova forma nie je
vyrok, ale vyrok z nej vznikne, ak nahradime vSetky premenné pripustnymi konstantami.
Napr. ,2+ 3 =z “ je vyrokova forma a ,2 + 3 = 4“ je nepravdivy vyrok.

Vyrok vyjadruje pravdivi alebo nepravdivi myslienku, preto je vhodné zaviest po-
jem pravdivostna, resp. logicka hodnota vyroku. Pre pravdivy vyrok definujeme
pravdivostni hodnotu pravda (P) a pre nepravdivy vyrok pravdivostni hodnotu ne-
pravda (N)P] Pravdivostnt hodnotu vyroku p budeme oznacovat |p).

Vyrokovy pocet sa zaoberd pravdivostnou hodnotou zlozenych vyrokov, ktoré su
vytvorené z inych vyrokov pomocou logickych operacii. Zakladné logické operacie su
negécia vyroku, konjunkcia, disjunkcia, implikdcia a ekvivalencia vyrokov (tab. .

10d gramatickej vety je nutné odlisovat matematickii vetu. Je to pravdivy vyrok o matematickych
objektoch a vztahoch medzi nimi, ktory je dokdzany (napr. binomickd veta, Pytagorova veta, ...)
2Tiez sa pouziva 1, A (dno), T (true), Y (yes), resp. 0, N (nie), F (false), N (no).



Zékladné pojmy 3

Negacia vyroku p sa tvori vyrazmi ,nie je pravda, ze p“, ,nie je pravda, Ze plati p*“,
wnie p“, . non p“a podobne. Negaciu vyroku p oznacujeme p, pripadne p'.

Vyrok a jeho negacia maji opa¢né pravdivostné hodnoty. Dalej je zrejmé, ze negaciou
negécie vyroku p je pévodny vyrok p, t. j. (p) = D.

Konjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,,a“, oznacujeme ju p A g, resp.
p&q a citame ,p a q“, ,p a sicasne q“, ,p konjunkcia q“, ,konjunkcia vyrokovp a q“ a
podobne. Konjunkcia je pravdivé iba v pripade, ze st pravdivé oba vyroky.

Disjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,alebo“, oznacujeme ju pV ¢
(skratka z latinského vel — alebo) a ¢itame ,p alebo q“, ,p vel ¢, ,disjunkcia vyrokov
p, q ¢ a podobne. Disjunkcia je pravdiva, ak je pravdivy aspon jeden z vyrokov.

Implikacia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou slov: Ak (plati) ..., potom (plati) ... «.
Oznacujeme ju p = q a ¢itame ,Z p vyplyva q¢“, ,p potom q*, ,Ak plati p, potom plati
q“, ,p je nutnd podmienka pre q“ .q je postacujica podmienka pre p“. Vyrok p sa
nazyva podmieniujici (predpoklad) a ¢ podmieneny (zéver). Implikécia je nepravdivé iba
v pripade |p| = P a |¢q| = N.

Ekvivalencia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou konstrukcie: ,,... (plati) prave vtedy,
ak (plati) ... “. Oznacujeme ju p < ¢, pripadne p ~ ¢ alebo p = ¢ a ¢itame ,p (plati)
prave vtedy, ak (plati) q¥, ,p plati vtedy a len vtedy, ak plati ¢, ,Z p vyplyva q a
naopak z q vyplyva p“, ,p je nutna podmienka a siicasne postacujica podmienka pre g
a podobne. Ekvivalencia p < ¢ je pravdiva v pripade, ze |p| = |¢| a mdZeme ju nahradit
zlozenym vyrokom (p = ¢q) A (¢ = p).

p P | pPANq | gAp | pPVq | qVp | P=q | q=P | P=q | g
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Tabulka 0.0.2: Pravdivostné hodnoty zlozenych vyrokov

Nemad zmysel hovorit o pravdivosti vyrokovej formy, pretoze obsahuje premenné. Ale
ma zmysel uvazovat, pre aké premenné vznikne pravdivy alebo nepravdivy vyrok. Tau-
tolégia je vyrokova forma, ktord po nahradeni vSetkych premennych konstantami dava
vzdy pravdivy vyrok. Naopak z kontraindikacie vznikne vzdy nepravdivy vyrok.
Teraz uvedieme niektoré dolezité tautologie.

Zakon dvojitej negacie: p < P, t.j. papmajirovnaki pravdivostni hodnotu.
Zakon vylicenia tretieho: pVp, t.j. bud plati vyrok p alebo jeho negacia p.
Zakon sporu: pADp, t.]j.nemdze byt vyrok p pravdivy a zaroven nepravdivy.
Zikony de Morganove: pVg< (DAq), vresp. pAg< (PVQ).

Zikon hypotetického sylogizmu: [(p=¢)A(¢=71)] = (p=71).

Zakon transpozicie: (p = ¢) < (¢ = D), t.]j. obratend implikacia.
Komutativne zdkony: (pAq)< (qAp), (®PVaq < (qVp).

Asociativne zakony: [(pAg) Ar]< pA(gAT)], [(pVaVr]<pV(gVr).
Distributivne zdkony: pA(¢Vr) < [(pAq)V (pAT)], pV(gATr) < [(PV ) A(pVT)].
Vztah ekvivalencie a implikdcie: [p < q] < [(p=q) A (¢ = Dp)]-
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Zékladné pojmy 4

e Negicia implikacie: p=g¢< (pAq), t.j. princip dékazu sporom.

V matematike casto skimame, ¢i je nejaky vyrok pravdivy vseobecne, t. j. platny pre
vsetky prvky z oboru tuvahy, alebo iba pre niektoré prvky, pripadne iba pre prave jeden
prvok. Na druhej strane nas niekedy zaujima, ¢i existuje aspon jeden prvok, pre ktory je
tento vyrok pravdivy. Hovorime, ze vyrok kvantifikujeme.

Ak danu vlastnost alebo dany vztah spiﬁajﬁ vsetky prvky z oboru uvahy, kvan-
tifikujeme dany vyrok vSeobecnym kvantifikatorom. Oznacujeme ho symbolom V a
vyjadrujeme ho slovami ,kazdy“, ,vsetky“, ,Ziadny“ a podobne.

Ak dant vlastnost alebo dany vztah spliia aspon jeden prvok z oboru tvahy, kvan-
tifikujeme vyrok existencnym kvantifikatorom. Oznacujeme ho symbolom 3 a vyjad-
rujeme ho slovami ,existuje”, ,jestvuje*, ,niektoré“, ,aspon jeden“ a podobne

Symbolom 3! vyjadrujeme, ze danu vlastnost alebo dany vztah splna prave jeden
prvok (aspoii jeden a najviac jeden). Namiesto oznacenia 3z sa pouziva fz.

Ozna¢me symbolom F(x) skutoc¢nost, ze prvok x m4 vlastnost F' (napr. Ze prvok x
patri do nejakej mnoziny F'). Kvantifikdcia sa vzdy vztahuje k oboru kvantifikicie, t. j.
k mnozine premennych prvkov x. Ak pouzijeme kvantifikdtor, potom viazeme premennii
na ttito mnozinu a z vyrokovej formy F(z) sa stava vyrok.

Vx F(x) ,Pre vSetky x, pre ktoré plati F(x).“ t. j. ,Kazdé x md vlastnost F.*

Va F(z) ,Nie je pravda, Ze kazdé x ma vlastnost F.“, t. j. ,Nie kazdé x m4d vlast-
nost F.“ t.j. ,Existuje aspon jedno x, ktoré nema vlastnost F.*.

Va F(x) ,Nie kazdé x ma vlastnost F.“ t. j. ,Existuje x, ktoré nemd vlastnost F.*.

Va F(z) ,Pre kazdé x plati, Ze nem4 vlastnost F.“ t. j. ,Kazdé x nem4 vlastnost F.*.
V hovorovej re¢i pouzijeme dvojitti negaciu: ,Ziadne x nema vlastnost F'. .

Va F(z) ,Nie kazdé x nemé vlastnost F.“ t.j. ,Neplati, e kazdé x nema vlastnost F.“.
Jx F(x) ,Existuje aspoii jedno x, ktoré md vlastnost F.“
dx F(x) ,Nie je pravda, ze existuje x, ktoré ma vilastnost F.“, t. j. ,Neexistuje x, ktoré

ma vlastnost F.“ t.j. ,Kazdé r nema vlastnost F.*.

Jz F(x) ,Neexistuje z, ktoré ma vlastnost F.“ t.j. ,Kazdé x nema vlastnost F.*.

Jz F(x) ,Existuje aspoil jedno x, ktoré nem4 vlastnost F.“

3z F(z) ,Neexistuje x, ktoré nema vlastnost F.“

Z predchédzajiceho vyplyva, ze Va F(z), Vo F(z) a 3z F(z), resp. 3z F(x), Iz F(z) a
Va F(z) vyjadruja tie isté vyroky. To znamend, ze negicia kvantifikitora je ekvivalentnd
negécii kvantifikovaného vyroku a ze pri negacii vyroku sa menia kvantifikatory navzajom
a vyrokova forma sa meni na svoju negéciu.

Znak > (velké grécke sigma) sa pouziva na zjednodusSenie zépisu sic¢tu s mnohymi
s¢itancami. Ich pocet moéze byt konecny ale aj nekonecny. Tento stcet zapisujeme v tvare

n (oo}
DG =0+ Ggq1 -t an_1 Ay, TSP, Y a5 = a5+ asp1 + Ao+ Az
j=s j=s
a ¢itame suma (stcet) a; pre j=s az n, resp. az do nekonecna.
Na zjednodusenie sic¢inu pouzivame analogicky znak ] (velké grécke pi). PiSeme

[ee]
I1 a5 = Qs * As41 " Ap—1* Ap, TESP. II Aj = Qs " As41 * As42 * As43 "
j=s Jj=s
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Zékladné pojmy 5

a Citame siaéin (produkt) a; pre j=s az n, resp. az do nekoneéna.

Pismeno j nazgvame scitaci/ndsobiaci index, s € Z nazgvame dolna hranica a
n€ Z, resp. oo nazyvame hornd hranica pre séitanie/nasobenie. Za j dosadzujeme
postupne celoéiselné hodnoty od dolnej hranice po hornti hranicu (vratane hranic).

Nekone¢né sumy sa nazyvaju ¢iselné rady. Sucin n! = H;.Lzl j =123---n nazyvame
faktorial ¢isla ne N a ¢ftame n faktorial. Specidlne pre n=0 definujeme 0!=1.

Zakladné prvky matematickej teoérie

Hlavnym znakom stcasnej matematiky je, ze svoje jednotlivé discipliny buduje axi-
omaticky. Na zaiatku si najjednoduchsie pojmy (tzv. primitivne) a sibory viet (axi-
6my), o ktorych predpokladdme, Ze platia a nedokazujeme ich.

Vyber primitivnych pojmov a axiém je ovplyvneny réznymi podmienkami a hlavne
ucelom, pre ktory sa disciplina buduje. Najdodlezitejsia je podmienka bezspornosti
systému. To znamenad, ze v sytéme nemoéozeme odvodif vyrok a zaroven jeho negiciu.
Na tomto zadklade definujeme pomocou definicii nové pojmy a pomocou uz dokézanych
(. j. platngch) viet formulujeme a dokazujeme vety nové. Struktiiru matematiky mozeme
charakterizovat trojicou zakladnych kamenov, ktoré nazyvame definicia, veta a dokaz.

Definicia urcuje vyznam zaviddzaného pojmu pomocou uz zndmych pojmov.

Veta (poucka, tvrdenie, lema, pravidlo) je pravdivy vyrok o matematickych ob-
jektoch a vztahoch medzi nimi, ktory je dokazany, resp. nie sii o nom pochybnosti. Pra-
vidlom nazyvame oby¢ajne vetu, ktord obsahuje nédvod na dals{ postup (napr. konstruk-
ciu danych objektov). Lemy (pomocné vety) maji pomocny vyznam.

Dokaz vety, resp. daného tvrdenia je logicky proces, ktorého cielom je ukazat prav-
divost tvrdenia pomocou axiém, definicii a uz predtym dokazanych viet.

Priamy dékaz sa pouziva pri dokazovani platnosti viet tvaru p = ¢ (ak plat{ vyrok
p, potom plati vyrok ¢). Predpokladdme, Zze vyrok p je pravdivy a pomocou definicii,
axiom a uz dokazanych viet postupne ukazeme, ze plati vyrok q.

Nepriamy dokaz sa tiez pouziva pri dokazovani platnosti viet tvaru p = ¢. Nedoka-
zujeme povodny, ale nejaky ekvivalentny vyrok (napr. obratent implikdciu § = p) alebo
neplatnost negécie povodného vyroku (dokaz sporom — predpokladdme platnost negécie
p A q a ukdzeme jej nepravdivost, t. j. dospejeme ku sporu).

Matematicka indukcia je doélezity prostriedok na dokazovanie tvrdenia, ze prvky
danej mnoziny (najcastejsie V) spltiaji nejakt vlastnost F, t. j. Vne N,n > ng: F(n),
kde ng € N je vopred dané c¢islo. Samotny dokaz pozostava z krokov 1, 2 a zaveru:

Krok 1: UkéZeme, Ze tvrdenie F je splnené pre prvy prvok n=ng, t. j. Ze plati F(ng).

Krok 2: Predpokladame, ze tvrdenie F' plati pre nejaké prirodzené ¢islo n =k > ng
a (za tohto predpokladu) dokéZzeme, Ze tvrdenie F' plati aj pre nasledujice
prirodzené ¢islo n=k+1. Takze dokdzeme implikdciu F (k) = F(k+1).

Zdver:  V kroku 1 sme ukézali, Ze plati F(ng). Z kroku 2 vyplyva platnost F(no+1).
Z tohto opét na zdklade kroku 2 vyplyva platnost F'(ng+2), F(ngo+3) atd.
Potom je tvrdenie F' splnené pre vsetky prirodzené cisla n > nyg.

Nie vsSetky tvrdenia sa daji dokdzat uvedenymi spdsobmi. Ak potrebujeme overit
existenciu nejakého objektu (Jz F(x)), potom ndm stac¢i najst jeden prvok, pre ktoré F

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

Zékladné pojmy 6

plati — existenény dokaz. Na vyvrdtenie pravdivosti vyroku Va F(z) postadi jeden
prvok, pre ktory vlastnost F neplati — kontrapriklad. Ak potrebujeme zostrojit objekt
s danymi vlastnostami, takyto postup nazyvame konstruktivny dékaz.

Priklad 0.0.1. Dokéazte matematickou indukciou, ze pre vsetky n€ N plati nasledujici
vztah 14345+ -+ (2n—1) =

RieSenie.
Oznaéme F(n) = 1+3+5+---+(2n—1). Takze mame ukazat rovnost F(n)=n?.
Krok 1 [F(1)=12]: Plat{ trividlne, pretoze F(1)=1=12

Krok 2 [F(k)=k? = F(k+1)=(k+1)?]: F(k)=k* =
Fk+1) =143+ + (2k—1) + (2k+1) = F(k) + (2k+1) = k2 +2k+1 = (k+1)%. m

Mnoziny

Pod pojmom mnozina rozumieme neusporiadany sibor (skupinu, sihrn) predmetov
(veci, pojmov, &isel, ... ), ktoré nazgvame prvky mnoziny. MnozZiny sa obvykle oznacuji
velkymi pismenami a ich prvky sa ohrani¢uji zloZenymi zdtvorkami { }. Symbolmi € a ¢
vyjadrujeme, zZe prvok patri alebo nepatri do danej mnoziny.

Mnozinu povazujeme za dant, ak o kazdom predmete je urcené, ¢i do nej patri
alebo nepatri. Mnozinu definujeme vyjadrenim vsetkych jej prvkov, napriklad zapismi

A = {zoznam prvkov} = {z: podmienky pre z}.

Ak ma mnozina konecny pocet prvkov, nazyva sa konecnd mnozina. Ak nie je
konecna, nazyva sa nekonec¢na mnozina.

Hovorime, ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B ak, kazdy prvok mnoziny A
patri aj do mnoziny B a zapisujeme A C B. V opa¢nom pripade zapisujeme A ¢ B.

Hovorime, ze mnoziny A a B sa rovnaju (st totozné), ozn. A = B, ak maji rov-
naké prvky, t. j. ak A C B a zarovenn B C A. V opacnom pripade hovorime, Zze mnoziny
A a B st rozne (nerovnaja sa) a zapisujeme A # B.

Mnozinu, ktora neobsahuje ziadne prvky, nazyvame prazdna mnozina a oznacujeme
ju 0, pripadne {}. 0 je podmnozinou kazdej mnoziny a je koneéna.

Moze sa stat, ze prvkami mnoziny st opat mnoziny, napr. mnozina vsetkych podmno-
7in danej mnoziny A, tzv. potenénd mnozina mnoziny A 24 = {B: B C A}.

Prienikom mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vsetky prvky patriace
do mnoziny A a zaroven do mnoziny B, t. j. ANB = {x: x € A A x € B}. Ak pre mnoZiny
A, B plati AN B = (), potom ich nazyvame disjunktné.

Zjednotenim (sti¢tom) mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktord obsahuje vSetky
prvky patriace do mnoziny A alebo do mnoziny B, t. j. AUB = {x: x€ AV z€ B}.

Rozdielom mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vsetky prvky patriace
do mnoziny A a zdroven nepatriace do mnoziny B, t. j. A— B ={x: xt€ AANx ¢ B}.

Nech A C X. Doplnkom (komplementom, doplnkovou, resp. komplementar-
nou mnozinou) mnoziny A do mnoziny X nazyvame mnozinu A’ = X — A. Mnoziny
A a A’ sa nazyvaji doplnkové (komplementarne) vzhladom na mnozinu X.
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Zékladné pojmy 7

A B A B A X
l/ l/ \\ \\ l/ A

{ — ] {

\\ \\ /’ /I \\
ANB AUB A—-B A=X-A

Obr. 0.0.1: Prienik, zjednotenie, rozdiel a doplnok mnozin

Kartezianskym siG¢inom mnozin A a B nazyvame AxB = {[z;y] : € A, y€ B}.
Vyraz [z;y] sa nazyva usporiadana dvojica prvkov z a vy, pretoze zdlezi na poradi
prvkov z a y. Usporiadané dvojice [x1;y1] a [22; y2] sa rovnaja, ak plati 1 = 2, y1 = ya.

Podobne pre n€ N nazyvame vyraz [£1; X2;...;T,] usporiadana n-tica a mnozinu
Ay x---x A, = {[.Tl;l'?;...;xn}: xleAl,.’BQEAQ,...,.’EnEAn}
kartezianskym stc¢inom mnozin Ay, Ao, ... A,. Pre Ay=A=---=A,, = A zjedno-

dugene piseme Ax Ax---x A= A" t.j. A= AL, AxA = A%, AxAx A= A3

Veta 0.0.1. Nech X # (), A, B, C st lubovoIné mnoziny, potom plati:
AUD=A, AnD=0,0—-A=0, AnB=BNA, AUB=DBUA,
AN(BNC)=(AnB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC,
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUuB)N(AU(),
A,BCX = (ANB) =A"UB, (AUB) =AnNB, X' =0,0 =X, (A) = A

Binarnou relaciou medzi mnozinami A+#() a B +#() nazyvame kazdi podmnozinu
kartezidnskeho stc¢inu A x B. Slovo binarna ¢asto vynechavame. Ak T'C A x B, potom
skutocnost, ze prvok [z;y] patri do reldcie T', zapisujeme [x;y] €T, resp. xTy.

Jednym zo zékladnych pojmov v matematike je pojem zobrazenie (v matematickej
analyze sa uprednostiiuje nazov funkcia). Nech A#(), B+# 0. Zobrazenim (funkciou)
z mnoziny A do mnoziny B nazyvame kazdu relaciu f C A x B taku, ze pre kazdé
x € A existuje najviac jedno y € B, ze [z;y| € f.

Prvok z € A sa nazyva vzor (nezavisla premennd). Prislusné y = f(z) sa nazyva
obraz prvku z v zobrazeni f (zavisla premennd), resp. hodnota zobrazenia f
v bode z (funkéni hodnota v bode x).

Mnozinu D(f) vSetkych z € A, pre ktoré existuje y = f(z) € B, nazyvame defini¢ny
obor zobrazenia f. Mnozinu H (f) vSetkych obrazov y € B, pre ktoré existuje vzor x € A
taky, ze y= f(x), nazyvame obor hodnét zobrazenia f. To znamend, Ze

D(f) ={zcA: yeB,[x;ylef},  H(f)={yeB:3weD(f)[xylef}.
Namiesto zépisov [z;y] € f a xfy sa CastejSie pouzivaji zapisy
frx—=y,  resp. y=f(z), resp. y=f(z): D(f) = B.
Ak D(f) = A, potom f nazyvame zobrazenie zobrazujice mnozinu A do mno-

ziny B a znadime y = f(z): A — B, resp. f: A — B. Mnozinu f(C) = {f(z): z€C}
nazyvame obraz mnoziny C' C D(f) v zobrazeni f.
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Zékladné pojmy 8

Poznamka 0.0.1. Ak definicny obor nie je zadany, potom pod D(f) rozumieme mnoZinu
vSetkyjch x, pre ktoré existuje y= f(x) (t. j. mazimdlnu mozZnid mnoZinu vzorov).

Obor hodnot funkcie f je mnoZina H(f) = {f(x): x€D(f)}, takze zdpisom y = f(z),
x€D(f) je zdaroven urceny aj obor hodnét H(f). To znamend, Ze zdpis y= f(x), x € D(f)
a zdpis y=f(x): D(f) — H(f) su ekvivalentné.

Funkciu y = f(z) tvoria usporiadané dvojice [x; f(z)], takZe ju mézeme v rovine R2
zobrazit v pravouhlom stradnicovom systémg’|ako mnozinu bodov s tymito strad-
nicami. Txato mnozinu {[m,y] ER?*:2eD(f), y= f(ac)} nazyvame graf funkcie f.

Karteziansky stradnicovy systém sa skladé z z-ovej a na 11u kolmej y-ovej (stradni-
covej) osi. Ich prieseénik oznacujeme 0 alebo O a nazyvame pociatok stiradnicového
systému. Kazdému bodu X € R? je priradend dvojica hodnodt [z;y], ktoré nazgvame
2-0vA stradnica a y-ova suradnica (obr. .

Y Yy
I [22; y2] = Xo
, 2
T Y2
) X
/2 -1 (;WQ T2 e 1 .
X1 =[z1;91]  F-1 -3 —2 —1 0| 1v22 3
Obr. 0.0.2: Kartezidnsky systém Obr. 0.0.3: Dirichletova funkcia x(z)

Geometrickd interpretacia funkcie ndAm v mnohych pripadoch pomdze pri skimani jej
vlastnosti. Pojem grafu je ale u mnohych Iudi spojeny s pojmom krivka, t. j. ,stuvisla
ciara“. Tato predstava je ale zavadzajuca. Existuju funkcie, ktorych grafy maja velmi
malo spolo¢né s touto predstavou, dokonca sa daji velmi fazko nakreslit. Prikladom je
Dirichletova funkcia x (obr. definovand y(z) =1 pre z€Q, x(z) =0 pre z€1.

f: A — B je injektivne zobrazenie (injekcia, prosté zobrazenie), ak dvom
roznym vzorom z mnoziny A prislichaji rézne obrazy z mnoziny B t. j. V1,22 € A,
x1 #£xo = f(x1)# f(x2), resp. ak rovnaké obrazy maji rovnaké vzory, t. j. Vo, z0 € A,
f(z1)=f(z2) = x1 =22 (obratend implikdcia).

f: A — B je surjektivne zobrazenie (surjekcia, zobrazenie na mnozinu B),
ak ku kazdému obrazu z mnoziny B existuje vzor z mnoziny A, t. j. ak f(A) = B. To
znamend, ak plati: Vye B Jz€ A: y = f(z).

Hovorime, Ze f: A — B je bijektivne zobrazenie (bijekcia, jednojednoznacéné
zobrazenie), ak je injektivne a zaroven surjektivne (prosté na mnozinu B).

Je zrejmé, ze ak je zobrazenie y = f(z), x € D(f), t. j. f: D(f) — H(f) injektivne,
potom je zaroven aj surjektivne, t. j. je bijektivne.

Zobrazenia st mnoziny usporiadanych dvojic, takZze ich rovnost musime chapat
ako rovnost mnozin. Inymi slovami f = g prave vtedy, ak [z;y] € f < [z;y] € 9. To
znamend, ze zobrazenie f, = € D(f) sa rovna zobrazeniu g, z € D(g) prave vtedy,
ak D(f) = D(g) a pre vSetky z € D(f) plati f(z) = g(z).

Nech M C D(f) N D(g), potom zobrazenie f, € D(f) sa rovna zobrazeniu g,
x € D(g) na mnozine M préave vtedy, ak pre vSetky x € M plati f(x) = g(x).

3Tiez sa azyva kartezidnsky sturadnicovy systém.
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Zékladné pojmy 9
p q T s p q T p q T p q T
f1>§< f2>§< f3>% f4>§<
L]
a b c a b c d a b c d a b c

Obr. 0.0.4: Injekcie f1, sujekcie fa, f3 a bijekcia f,

Nech f: A— B, g: C — D, pricom H(f) C C. Potom zobrazenie F': A — D, ktoré
kazdému z € A priradi hodnotu z=g(y) € D, kde y= f(z), nazyvame zlozené zobrazenie
(kompozicia, resp. zloZenie) zobrazeni [ a g. Zlozené zobrazenie zapisujeme

F=g(f)=feg, resp. F(z)=g[f(x)]=I[fogl(x), zeD(f).

Zobrazenie f nazyvame vnutorna zlozka a g vonkajsia zlozka zobrazenia g(f). Ak
su funkcie zadané analyticky u = f(z), y = g(u), potom do vzorca pre g(f) staci za u
dosadit f(z). Hovorime, 7e vykonavame substiticiu premennej u vyrazom f(x).

/t t z z °z
d °s s d s d
cCe——sor r Y c > Y c:>~y
b e q q b q b
a:;.p P T ag—,m a.;,.m

/ 9 f g F=g(f)
Obr. 0.0.5: Zlozené zobrazenie F = g(f)

Identickym zobrazenim (identitou) nazyvame zobrazenie f(x) = x, z € D(f). Je
zrejmé, ze identita je injektivna a zaroven surjektivna, t. j. bijektivna.

Ak je y= f(x): A— B bijektivne, potom existuje zobrazenie x=f~1(y): B— A také,
ze plati [x;y] € f < [y;z] € f~1. Zobrazenie f~! nazyvame inverznym k zobrazeniu f.
Zrejme plati (f~1)~! = f. KedZe sa [z;y] € f a [y;2] € f~! liSia iba poradim prvkov, st
grafy funkeif f a f~! osovo stimerné podla priamky y = x (obr. .

Spravidla sa dodrziava dohoda, Ze argument funkcie f a inverznej funkcie f~! zna¢ime
rovnakym symbolom. Preto namiesto z = f~1(y) piSeme y = f~1(z).

Postupnostou nazyvame lubovolné zobrazenie f s defini¢cnym oborom N, t. j.

f=Alnfn)] i neN} ={[L F(D], 2, /)], B fB)], .-, [ f(n)], ..}
Pre jednoduchost oznaéime f(n)=a,, n€ N a postupnost f budeme zapisovat
F={rQ), £(2), f(3), ..., f(n), ...} ={a1, az, az, ..., an, ...} ={an},—; -
kde a,, neN nazyvameﬂ ¢leny postupnosti {a,} ~ . Obor hodnot H(f), t. j. mnozinu

n=1"
hodndt, ktoré nadobidaji a,, nazfvame mnozina hodnét postupnosti {a,} .

4Kazdy ¢len an, n€ N predstavuje usporiadani dvojicu [n;an], t. j. vzor a, je uréeny jeho poradim.
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Zékladné pojmy 10

Y g
glf]
g(u) = glf(@)]
u = f(z)
F=="
0 u T s
Obr. 0.0.6: Graf zlozenej funkcie Obr. 0.0.7: Graf inverznej funkcie

Veta 0.0.2. Ak st funkcie f: A— B, g: B— C bijekcie, potom aj funkcie g[f]: A—C,
—1.

: B— A su bijekcie.

Hovorime, ze mnozina A je ekvivalentna s mnozinou B, ozn. A ~ B, ak existuje
bijekcia f: A — B. Ak mnozZiny A a B nie si ekvivalentné, potom piSeme A 4 B.

Ak A ~ B, potom tiez hovorime, ze mnoziny A a B maji rovnaki mohutnost.
Ak existuje injekcia, ale neexistuje bijekcia (t. j. surjekcia) A — B, hovorime, Ze mnozina

Mnozina A sa nazyva nekonecne spocitatelna, ak je ekvivalentnd s mnozinou pri-
rodzenych ¢isel, t. j. ak A ~ N. Ak je A nekonecne spocitatelnd alebo koneénd, nazyvame
ju spocitatelna. Ak A nie je spocitatelnd, nazyvame ju nespocitatelna.

Mnozina moZe byt kone¢nd, nekoneénd, spocitatelna alebo nespocitatelnd (tab. .
Ak st mnoziny A, B spocitatelné, potom si AU B, Ax B, C'C A spocitatelné.

mnozina {

Tabulka 0.0.3: Konecnd, nekonecné, spocitatelna, nespocitatelnd mnozina

., ( prazdna
konecna {

konecne spocitatelna } spocitatelna
nekonecne spocitatelna } mnozina

nekonecnd { ¥ w
nespocitatelnd

Nech A C R. Ak pre vsetky = € A plati x < a, resp. b < z, potom ¢islo a € R, resp.
b € R nazyvame horné, resp. dolné ohranicenie mnoziny A. MnozZinu A nazyvame
zhora [resp. zdola] ohranic¢ena. Ak je A ohranic¢end zdola a aj zhora, potom sa nazyva
ohranicena. Ak mnoZina A nie je ohranicend zhora [resp. zdola], nazyva sa neohrani-
¢ena zhora [resp. neohranicend zdola]. Ak A nie je ohranifend, t. j. nie je ohranic¢end
zhora alebo nie je ohranicend zdola, nazyva sa neohranicena.

Nech A C R. Ak a€ R je horné [resp. dolné] ohranicenie mnoziny A a zaroven a € A,
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Zékladné pojmy 11

potom a nazyvame najvacsi prvok (maximum) [resp. najmensi prvok (minimum)]
mnoziny A a oznacujeme a = max A [resp. a = min A].

Najmensie z hornych ohraniceni nazyvame suprémum a najvicsie z dolnych ohrani-
¢eni nazyvame infimum mnoziny A, ozna¢ujeme sup A a inf A.

Cisla 1, 2=1+1,3=2+1,4=3+1, ..., n=(n—1)+1, ... nazyvame prirodzené. Mno-
zinu vsSetkych prirodzenych cisel oznacujeme N. Celymi ¢islami nazyvame ¢isla,
ktoré sa daju zapisat ako rozdiel dvoch prirodzenych ¢isel. Mnozinu vsetkych celych
¢isel oznacujeme Z. Do mnoziny Z patria vsetky prirodzené ¢isla, vsetky ¢isla k nim
opacné a ¢islo 0. V mnozine Z nie je vo vseobecnosti definovany podiel ¢isel. Kazdé ¢islo,
ktoré sa da vyjadrit ako m/n, kde me€ Z, n€ N sa nazyva raciondlne ¢islo. Mnozinu
vietkych raciondlnych ¢isel ozna¢ujeme Q. Cisla, ktoré nie sii racionalne, nazyvame
iracionélne (napr. v/2, e, 7). Minozinu vsetkych iracionalnych éisel oznacujeme 1.

Aj ked je mnozina redlnych cisel R nekonecénd, vsetky jej prvky si konecné. Preto
mé zmysel rozsirit mnozinu R o prvky minus nekone¢no a (plus) nekoneé¢no, ktoré
oznacujeme symbolmi —oo a co. Tto mnozinu nazyvame rozsirena mnozina realnych
¢isel a znacime R* = RU {—o00, c0}.

Operécie a relacie, definované na R, m6zeme ¢iastocne rozsirit aj na mnozinu R*. Pre
vsetky a € R plati —oo < a < co. Pre vsetky a,be R, b > 0 definujeme vyrazy:

00+00 =00, —00—00 = —00, G+ 00 =200, +00-00= 400, +oo-(—00) = Foo,

+b-00 = £00, £b:(—00) = Foo, % =0, FF = Foo, T3 = Foo.

Nedefinujeme vyrazy, nazyvaji sa neurcité a riesia sa pomocou limit:

+o +oo

[e]
00 —o00, +o00-0, =, =, F,

ol

Ak je mnozina A C R zhora, resp. zdola ohranic¢end, potom sup A€ R, resp. inf A€ R.
V opac¢nom pripade definujeme sup A = oo, resp. inf A = —co.

Intervaly a ich zjednotenia st najcastejSimi mnozinami, s ktorymi pracujeme.

Nech a,b€ R, a < b, potom ohranicenymi intervalmi s krajnymi bodmi a a b
(Tavym a, pravym b) nazyvame nasledujice mnoziny:

(a;b) ={x€R:a <z <b} uzavrety interval,

(a;b) ={z€R:a <z <b} zlava uzavrety a sprava otvoreny interval,

(a; by ={zx€R: a <z <b} zlava otvoreny a sprava uzavrety interval,

(a;0) ={z€R:a <z <b} otvoreny interval.
Ak I je ohraniCeny interval, potom dizkou intervalu T nazyvame ¢islo dy = b — a.
Nech a€ R. Neohranicenymi intervalmi nazyvame mnoziny:
(—o0sa) ={xeR: z<a}, (a; 0)={z€R: a <z},
(—o0sa)={zeR: z <a}, (a; 00) ={z€R: a <z}
Mnozinu R zvykneme zapisovat ako neohraniceny interval (—oo; co) = {zr€R} = R.
Tieto intervaly nazyvame nedegenerované.
Intervaly (a; a) = {z€R: a <z <a} = {a}, (a;a) ={r€R: a <z <a} =0 nazy-
vame degenerované.
Mnozina A C R sa nazyva suvisla, ak pre vSetky a,b€ A, a < b, plati (a; b) C A.
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Nech a € R, potom interval (a —d; a +0) = {z€R: |x—a| < §} oznadujeme Os(a) a
nazjvame d-okolim bodu a. Cislo § > 0 nazjvame polomer okolia.

Niekedy je vyhodné z okolia vyluéit samotny bod a € R. Mnozinu Os(a) — {a} nazy-
vame prstencovym d-okolim bodu a € R a oznacujeme Ps(a).

V pripade, Ze nie je velkost polomeru § podstatnd, hovorime o (prstencovom) okoli
bodu a a oznacujeme struéne O(a), resp. P(a).

Okolim (r-okolim) bodu oo nazyvame interval (r; co) = {x€R: r < z} a ozna-
¢ujeme O, (c0), resp. O(c0). Analogicky interval (—oo; r) = {r€R: z < r} nazyvame
okolim (r-okolim) bodu —oc a oznacujeme O,(—c0), resp. O(—o0). Tieto okolia st
zaroven aj prstencovymi okoliami.

O; (a) = (a—68;5a) a Of (a) = (a;a+9), Py (a) = (a—d;a)a Py (a) =(a;a+9)

nazyvame lavé a pravé (prstencové) j-okolie bodu q, t. j. jednostranné okolia.

Poznamka 0.0.2. Mnozina R=(—o0; c0) je okolim kazdého bodu a € R* (t. j. aj £o00)
s polomerom r=o00. MnoZina 0= (a; a) je okolim kaZdého bodu a€ R s polomerom 6 =0.

Bod a € A sa nazyva vniatorny bod mnoziny A C R, ak existuje okolie O(a) C A.
Mnozinu vsetkych vniatornych bodov mnoziny A nazyvame vnttro mnoziny A a ozna-
¢ujeme int A, resp. A°.

Bod a € R sa nazyva vonkajsi bod mnoziny A C R, ak je vonitornym bodom jej do-
plnku A’ = R—A. Mnozinu vSetkych vonkajsich bodov mnoziny A nazyvame vonkajSok
mnoziny A a oznacujeme ext A.

Bod a € R sa nazyva hrani¢ny bod mnoziny A C R, ak nie je ani vnitornym
a ani vonkajsim bodonﬂ mnoziny A. Mnozinu vsetkych hrani¢nych bodov mnoziny A
nazyvame hranica mnoziny A a oznacujeme 0A.

Bod a € R sa nazyva hromadny bod mnoziny A C R prave vtedy, ak v kazdom
jeho okoli O(a) lezi aspon jeden bod z mnoziny A, ktory je rozny od bodu a, t. j. pre
kazdé prstencové okolie P(a) plati P(a) N A#0.

Uzaverom mnoziny A C R, ozn. A, nazyvame zjednotenie mnoziny A s mnozinou
vsetkych jej hromadnych bodov. Mnozina A C R sa nazyva uzavreta, ak obsahuje vsetky
svoje hromadné body, t. j. ak A = A.

Ak bod a € A nie je hromadnym bodom A, nazyva sa izolovany bod mnoziny A.
Mnozina, ktora obsahuje iba izolované body sa nazyva izolovand mnozina.

Mnozina A C R sa nazyva otvorend, ak kazdy jej bod je vnutorny, t. j. ak A = int A.

Veta 0.0.3. Mnozina A C R je otvorena, prave vtedy ak je R — A uzavreta.
Ak st A, B C R otvorené, resp. uzavreté, potom si AN B, AU B otvorené, resp. uzavreté.

Veta 0.0.4. Ak st Ay C R, k€ N otvorené, potom A= U Ay je otvorend mnozina.

Ak st A, C R, k€ N uzavreté, potom A = ﬂ Ay je uAavreta mnozina.
k=1

Poznamka 0.0.3. MnoZiny {1}, k€N si uzavreté, ale Uy, {+} = {1: kEN} nie je
uzavretd, pretoze neobsahugje bod 0, ktory je jej hromadnym bodom.

(—%; %), ke N si otvorené mnoziny, ale (o, (—%; %) = {0} je uzavretd.

5T. j. v kazdom jeho okolf lezi aspon jeden bod z mnoZiny A a aspon jeden bod z mnoziny A’.
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Kapitola 1

Zaklady linearnej algebry

1.1 Linearne priestory

Jednym zo zdkladnych pojmov v algebre je pojem operdcia (napr. sCitanie, od¢itanie,
nésobenie, delenie — bindrne opericie, mocnenie, odmocnenie — unarne operacie). S¢itanie
dvoch ¢isel a+b = ¢ znamend, Ze dvom ¢islam a, b (z nejakej ¢iselnej mnoziny) priradime
iné ¢islo ¢ (z nejakej ¢iselnej mnoziny). Vo vSeobecnosti mézu byt rézne nielen mnoziny,
z ktorych pouzivame prvky, ale aj spésoby priradenia.

Zobrazenie f: A x B — C budeme nazyvat (zovSeobecnend) bindrna operéacia
mnozin A, B do mnoziny C. Ak plati B=C, t.j. f: Ax B — B, potom ju nazyvame
vonkajsia operacia na mnozine B. Ak plati A = B, t. j. f: Ax A — C, potom ju
nazyvame vniutorna operacia na mnozine A. Ak plati A= B =C,t.j. f: AxA— A,
potom ju nazyvame operacia na mnozine A.

1.1.1 Linearne priestory a podpriestory

Vo vseobecnosti mozeme linedrne priestory definovat nad lubovolnym komutativnym
telesom (napr. [41], [20]), ale pre nase udely tUplne postadi mnozina redlnych ¢&isel R so
svojimi operdciami + (s¢itanie) a - (ndsobenie).

Nech V' # () je nejaka neprézdna mnoZzina, na ktorej je definovand bindrna operécia
@®:Ax A— A, pricom plati:

e Existuje neutralny prvok © €V taky ze pre vSetky a €V plati a0 = O0da = aE|
e Ku kazdému a €V existuje symetrizacny prvok a €V, taky ze ada =aPa = 9E|
e Pre vSetky a, §,7€V plati asociativny zdkon, t. j. a® (8D ) = (a® ) ® 7.
e Pre vsetky «, S €V plati komutativny zakon, t.j. a® =8 a.
Dalej predpokladajme, Ze existuje vonkajsia operdcia ® : R x V — V také, 7e pre vietky
c1,c2 € R a pre vsetky a, €V plati:

e c10(c2®a)=(c1-c)Oaq, e 1 O(adB)=(c10a)®(c1®p),
o (c1+c)0a=(c0a)®(c0a), e lOa=aqa.

Takto definovani mnozinu V' s operaciami @, ® nazyvame linedrny priestor (nad
mnozZinou realnych é&isel R) a oznacujeme (V, ®, ®).

1Pri séitani redlnych é&isel sa neutrdlny prvok nazjva nulovy prvok, resp. nula a oznacuje 0. Pri
néasobeni redlnych ¢isel sa neutrdlny prvok nazyva jednotkovy prvok, resp. jednotka a oznacuje 1.
2Pri séitani redlnych &isel sa symetrizaény prvok k &islu ¢ nazyva opaéné &islo a oznacuje —c. Pri

nésobeni redlnych é&isel sa symetrizaény prvok k &islu ¢ nazjva inverzné ¢&islo a oznacuje 1/c, resp. ¢~ 1.

13
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Prvky t € R niekedy nazyvame skalary a prvky a € V nazyvame vektory, preto
niekedy linearne priestory tiez nazyvame vektorové priestory.

Poznamka 1.1.1. Ak (V,®,®) je linedrny priestor, potom existuje jediny neutrdlny
prvok O, ku kazZdému a €V existuje jeding symetrizacny prvok a.
Strucne uvedieme niektoré vlastnosti linedrneho priestoru. Nech o, B,v€V, c€ R, potom:
cOO=00a=0. c® a = 0 prave vtedy, ak c =0 alebo a = ©.
a=(-1)oa. a®f=ady, potom 5 =r. a® B =r, potoma =@ p.

Mnozina R" = RXRx--- xR = {(z1;22;...;%n): T1,%2,...,2, € R}, n€ N sa skladd
z usporiadanych n-tic redlnych ¢isel. Bindrna operacia scitanie je pre vsetky z,y € V,
T = (215225 ..52n), ¥ = (Y1;925- . -3 Yn) dand predpisom

(1325 5@n) + (Y1525 -5 9n) = (@1 H Y1522 + Y233 Tn + Yn).
Vonkajsia operécia ndsobenie je pre vSetky c€ R, x €V, x = (x1;x2;. ..;x,) definovand
e (T15@2;. .3 2n) = c(T1; 225 . s 2p) = (cx15 0225 . . Cp).

Priestor (R",+,:) je linedrny a pre svoje metrické vlastnosti sa casto v litera-
ture nazyva Euklidov (n-rozmerny) priestor. Jeho neutrdlnym (nulovym) prvkom
(vektorom) je ©, = (0;0;...;0). Symetrizacny prvok k prvku (vektoru) z je prvok
—x = (—x1; —x2;...; —T,) & nazyva sa opacny prvok (vektor).

Pre n = 1 dostaneme priestor (R, +, -) redlnych ¢isel (redlna os), pre n = 2 dostaneme
redlnu (euklidovu) rovinu (R?, +,-) a pre n = 3 redlny priestor (R3,+,-). V praxi struéne
piseme R, R?, ..., R".

Ako ukazuju nasledujice priklady, linedrne priestory nemusia tvorit iba usporiadané
n-tice, ale aj iné objekty ako si napriklad polynémy alebo funkcie.

Priklad 1.1.1. Mnozina P, = {p(z): p(x) = po + p12+ - + ppnz™, o, P15 - .., Pn € R}
polynémov stupna najviac n (n€ N) tvori linedrny priestor nad telesom redlnych ¢isel R
spolu s operaciami s¢itanie polynémov a nasobenie polynémov redlnymi ¢islami.

Ak p(2), q(x) € Po, p(x) = po+pra+---+ppa”, ¢(x) = go+ @+ +gnz", c€ R, potom
p(@)+q(@) = (po+qo)+(P1+a1)r+- - +(pntan)a™, cp(z) = (cqo)+(cqr)r+- - +(cqn)z".
Neutrélnym prvkom je polyném o(z) = 0+ 0z + -+ - + 0z™ = 0, symetrizaénym prvkom
k p(x) je polyném —p(z) = —po — pr1z — -+ — ppa™.

Mnozina M, = {p(z): p(x) =po+p1x+ -+ pux™, po,P1,---,0n € R,prn 70} polynd-
mov stupiia prave n (n € N) netvori linedrny priestor. S¢itanie polynémov dokonca nie
je ani operécia, napr. p(z) + (—p(z)) = p(z) —p(x) =0¢ M,. m

Poznamka 1.1.2. Proky mnoZiny P, modzZeme reprezentovat usporiadanymi (n+1)-ti-
cami, napr. p(x) = po + p12 + p2x® € Py moZeme reprezentovat trojicou (po;pi;p2)
analogicky plati (—1;0;2) pre 222 — 1 alebo (0;0;0) pre neutrdlny prvok o(z) = 0.

Priklad 1.1.2. Mnozina Fig,qy = {f(z): f(x) je spojitd na intervale (0; 1)} tvorf line-
arny priestor nad telesom redlnych ¢isel R spolu s operaciami s¢itanie funkcii a nasobenie
funkeif redlnymi c¢islami.

Ak f,g€ F.1), c€ R, potom aj ich sticet je spojitd funkcia, t. j. f + g€ Fo,1) a taktiez
cf € Fp;1y. Neutrdlnym prvkom je konStantna funkcia y = 0, = € (0; 1) a inverznym
(opafnym) prvkom k funkcii f je funkcia —f, ktord je tiez spojitd. m
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Ak (V,®,®) je linedrny priestor, potom (W, &, ®) sa nazyva linedrny podpriestor
priestoru (V,®,®),ak W C V a pre vSetky o, BEW, c€R platﬂ adpeW, cOaceW.

Priklad 1.1.3. Priestor (R?,+,-) nie je linedrnym podpriestorom priestoru (R3,+,-).
Ale ked oznaéime R? = {(x1;x2;0): 21, x2 € R}, potom mnoZiny R? a R? maji prakticky
rovnaké prvky a (R?,+,-) je linedrnym podpriestorom priestoru (R?,+,-). m

Nech (V,®, ®) je linedrny priestor, ¢; € R, a; € V,i=1,2,... k, k€ N. Linedrnou

kombinaciou prvkov aj, s, ..., a; nazyvame prvok y € V definovany vztahom
X=(c10a)®(ca®a) @D (ck, ®ay),
pricom prvky cq,co, ...,k € R nazyvame koeficientami linearnej kombinacie.
Prvky ai,a9,...,ar €V nazyvame linearne nezavislé, ak rovnica

(c10a)P(2@an)® - ® (e ©®ag) =0

plati prave vtedy, ak ¢y = c3 = -+ = ¢ = 0. V opac¢nom pripade nazyvame a1, ao, ..., ay
linedrne zavislé. To znamend, ze rovnica (¢; ® a1) @ (c2 Q@ az) ® -+ @ (¢, © ag) = O
plat{ aj pre nejaké nenulové ¢;, i€ {1,2,...,k}.

Priklad 1.1.4. V priestore (R?,+,-) st prvky:
(1;1;1), (0;0;0) linedrne zavislé, pretoze 0 - (1;1;1) + 1 - (0;0;0) = (0;0;0). Prvky
(1;1;1), (1;1;0), (2;2;1) st linedrne zavislé, pretoze (1;1;1) + (1;1;0) = (2;2;1).
Prvky (1;0;0), (1;1;0) st linedrne nezdvislé, pretoze ¢1(1;0;0) + c2(1;1;0) = (0; 0;0)
ma jediné riesenie ¢y +c3 =0, co =0, t. j. ¢ = c2 = 0.

V priestore (Py,+,-) st prvky (priklad [1.1.1)):
1, , 22 linedrne nezavislé, pretoze neexistuje trojica redlnych ¢isel ¢i, co, c3, pri¢om
aspoi jedno z nich je neulové tak, aby ¢, + cox +c32? = 0. Prvky 1 + 2, 1 — z, x st
linedrne zavislé, pretoze (1 +x) — (1 —z) — 22 = 0.

V priestore (Fig; 1y, +,-) st prvky (priklad |1.1.2)):

sinz, cosx linedrne nezavislé, pretoze rovnica c; sinx + ¢ cosx = 0 plati pre vsetky
x€(0; 1) iba vtedy, ak ¢; = ¢o = 0. Naopak 1, sin? z, cos? x s linedrne zavislé, pretoze
—1+sin?z + cos? z = 0 pre vietky z€(0; 1). m

Nech (V,®,®) je linedrny priestor, nech aq, as,...,ar € V, k€ N. Potom plati:

e O, a1,as,...,q, su linedrne zavislé.

e a;,aq,q,...,q st linedrne z4vislé pre fubovolné «;, i€{1,2,...,k}.

e Ak st aq,ao,...,q linedrne zavislé, potom [, a1, ao, ..., qx st linedrne zavislé pre
Tubovolné e V.

o Ak st oy, q9,...,q; linedrne nezavislé, potom plati a; # O, «o; # a; pre Iubovolné
i,5E{1,2,... K}, i#].

o Ak st ag,qg,...,qf linedrne nezavislé, potom Tubovolnych j, j < k z nich vybratych

navzajom roznych prvkov je tiez linedrne nezavislych.

® ajy,qo,...,q st linedrne zavislé prave vtedy, ak jeden z nich je linedrnou kombinédciou
ostatnych prvkov.

3(W,®,®) je samozrejme tieZ linedrny priestor.
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Nech (V,®,®) je linedrny priestor, nech ay,as,...,a, € V, n € N si linedrne ne-
zavislé. Prvky «q,as,...,a, tvoria bazu priestoru V', ak neexistuje prvok g €V,
BF#a; prei=1,2,...,n taky, ze 8,1, aq, ..., q, su linedrne zavislé. Pocet prvkov bazy

nazyvame rozmer (dimenzia) priestoru V.

Pozndmka 1.1.3. Linedrny priestor (V,®,®) moze mat viacero roznych bdz, ale vsetky
tieto bazy musia mat rovnaky pocet prukov.

Priklad 1.1.5. Priestor (R™, +,), n€ N mé dimenziu n, bazu tvoria napriklad vektory
g1 = (1;0;...50),e2 = (0;1;...;0), dots, &, = (0;0;...;1). Tdto bdza sa nazyva sa kano-
nicka (prirodzend). Pre (R3, +, ) st to prvky &1 = (1;0;0), g2 = (0;1;0), e3 = (0;0; 1).
Priestor polynémov (P,,+,-), n € N z prikladu mé dimenziu n+1, bazu tvoria
napriklad vektory 1, z, 22, ..., 2.

Priestor (F.1y,+,-) z prikladu nem4 koneéni dimenziu, ale nekoneénﬁﬂ [

Ak aq,a9,...,a, € V, n €N tvoria bdzu linedrneho priestoru (V,®,©) a S€V je

lubovolny prvok, potom existuja ¢isla c1,co, ..., c, € R také, z
B=(c10a1)®(ca@az) P & (crn ®ay).

Prvky c1,co,...,c, nazyvame stiradnice prvku g v baze «ay,as,...,a, a oznacujeme

[c1;¢25. .. 5¢n]. Pri uréovani stradnic prvku zalezi na poradi ¢lenov bazy. Ak sa zmeni

poradie bazickych prvkov, analogicky sa zmeni aj poradie stiradnic.

Priklad 1.1.6. Uvazujme priestor (R3,+,-) a prvok 8 = (3;5;4).
Stradnice vektora 5 v baze €1 =(1;0;0), e2=(0;1;0), e3=(0;0; 1) st [3;5;4], v bdze €3,
€1, €2 Sfﬂ [4;3;5] a v baze (0;1;1), (1;0;1), (1;1;0) st [3;1;2]. m

1.1.2 Zobrazenia linearnych priestorov

Ak st (V1,®1,®1), (Va,®2,®2) linedrne priestory, potom zobrazenie f: V3 — V;
nazyvame linearnym zobrazenim, ak pre vsetky o, 5 € V1, ¢ € R plati

fla® B) = f(a) &y f(B) (aditivnost), [f(c®1 a) =c®s f(a) (homogénnost).

Pre linedrne zobrazenie f: Vi — V5 plati:
e Ak O je neutrdlny prvok priestoru Vi, potom Oy = f(01) je neutralny prvok Vs.
o Ak ay,a9,...,ap € V1, c1,Ca,...,c, € R, k€N potom plati

fllerOran)+(c2O109)+- -+ (cr@row)] = 102 f(ar)+eaO2 fag)+- - +erOa f o).
e Ak ag,q9,...,a € Vi st linedrne zavislé, potom f(ay), f(az),..., flar) € Va st
linedrne zavislé.

e Ak (Wy,®1,01) je podpriestor linedrneho priestoru (Vi,®1,®1), potom jeho ob-
raz (f(W1), @2, ®2) je podpriestor priestoru (Va, @2, ®2).

4Uréovanie bazy tohto priestoru prekracuje ramec tejto publikicie, méze fiou byt napriklad nekoneény
systém polynémov y = x?, z€(0; 1), i = 1,2,...

5To znamend, 7e kazdy prvok linedrneho priestoru sa da vyjadrit ako linedrna kombinécia jeho bazy.

6Kedze st ¢leny bazy presunuté, st rovnako presunuté aj stradnice.
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Priklad 1.1.7. Uvazujme linearny priestor (R!, +,-) a linearny priestor (R*,®, ®), pri-
¢om Rt ={zeR,x >0} aprez,y € R, c € R st operdcie & a @ definované

z@y=Iln(r-y)=hz+lny, cOr=Inz°=c-Inzx.
Potom zobrazenie f: RT™ — R urcené predpisom f(z) =Inz, z € R je linedrne. m

Linedrny priestory (Vi,®1,®1), (Va, @2, ®2) sa nazyvaju izomorfné, ak existuje bi-
jektivne linedrne zobrazenie f: Vi — V5. Zobrazenie f nazyvame izomorfizmus.

Veta 1.1.1. Nech n € N, potom kazdy n-rozmerny linedrny priestor (V,®,®) je izo-
morfny s linedrnym priestorom (R™, +, ).

Predchadzajica veta inymi slovami hovori, ze vSetky n-rozmerné linedrne priestory sa
daju reprezentovat linedrnym priestorom (R™, +, ), t. j. pomocou usporiadanych n-tic.

Nech prvky aj,as,...,a,, n € N tvoria bdzu linedrneho priestoru (V,®,®). Pre lu-
bovolny prvok 8 € V,, oznac¢me jeho suradnice v tejto baze ako [c1;ce;. .. ;¢p], teda

B=(c1O0a1)®(ca®as) - & (ck © ay).
Potom zobrazenie ¢: V' — R"™ definované vztahom ¢(f) = (¢1;¢2;...;¢p) je izomorfiz-

musﬂ linedrnych priestorov (V,®,®) a (R™,+, ).

1.2 Matice a determinanty

1.2.1 Matice a ich zakladné vlastnosti

ObdlZznikova schéma A zloZend z m - n prvkov, m,n € N, ktoré s usporiadané
do m riadkov a n stlpcov sa nazyva matica typu m x n:

aiil a12 e Aly o Qin
a1 a22 ctr Agy crc Q2p
A = A= z(ai') :(au)
J)mxXn 17 )
a1 Q2 0 Qg 0 Qin
Am1 aAm2 **° Gmj “° Amnp

Na maticu typu m X n sa mozeme pozerat ako na m riadkov usporiadanych n-tic
(riadkové vektory) alebo ako na n stipcov usporiadangch m-tic (stipcové vektory).

Prvky a;; matice A su spravidla ¢isla. Ak st prvky matice redlne ¢isla, nazyva sa
realna matica. Ak su prvky matice komplexné ¢isla, nazyva sa komplexna matica.
Prvky matice mézu byt aj iné objekty, ako st napriklad funkcie, polynémy alebo aj
matice. Matice sa v praxi (a nielen matematickej) pouzivaji velmi casto.

Ak z danej matice A vyberieme len tie prvky, ktoré sa nachadzaji vo vopred zvolenych
riadkoch a vopred zvolenych stipcoch, takto vzniknutd maticu nazgvame podmatica
matice A (stlpcovy alebo riadkovy vektor st tiez podmatice).

7o je bijektivne linedrne zobrazenie (izomorfizmus), ktoré pri danej baze priradi kazdému prvku
priestoru (V, ®, ®) jeho sdradnice.
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Priklad 1.2.1. B je podmaticou matice A, vybrali sme 1. a 3. riadok, 1., 2. a 4. stipec.

2 0 4 -1 2 0 4 -1 5 0 1
A=[43 -2 0, (43 -2 o0 :>B:<51_6).-
5 1 2 6 5 1 2 —6

Ak rozdelime dani maticu A na niekolko jej podmatic tak, ze tieto tvoria pévodnu cela
maticu, potom ju nazyvame blokova matica a jednotlivé podmatice nazyvame bloky
matice A. Ako ukazuje nasledujuci priklad, vSetky bloky v jednom riadku rovnaky pocet
riadkov a vSetky bloky v jednom stlpci maja rovnaky pocet stipcov.

Priklad 1.2.2. Rozklad matice A na bloky A1, ..., Aas:

ailp a12 |13 A1a | Q15

A-|ara ‘a a ‘a (A1 | A | A1z (A1 Al Ags -
S D D Az \ Ago \ Aazs Agq Agp Azz )’
a31 (32 | G33 A34 | A35

3 Ak m = n, potom A = (a;;)nxn Sa& nazyva Stvorcovad matica radu n (stupna n).
Stvorcova matica stupna n sa nazyva:

e nulova matica, ak pre vietky 7,7 = 1,2,...,n plati a;; = 0. Oznacuje sa @ = O, .

e jednotkova matica, ak a;; = 1 pre i=j, a;5 = O pre i #7, kde 4,5 = 1,2,...,n
Oznacuje sa £ = E,x, = E,.

e diagonalna matica, ak a;; = 0 pre i #j, kde 4,5 = 1,2,...,n. Prvky a1, ag, ...,
Gnp tvoria tzv. hlavni diagonalu.

e horna trojuholnikova matica, ak a;; =0 pre i>j, kde ¢,5 = 1,2,...,n.

e dolna trojuholnikova matica, ak a;; = 0 pre i <j, kde i,7 =1,2,...,n.

e symetrickd matica, ak a;; = a;j; pred,j =1,2,...,n.

e antisymetricka matica, ak a;; = —a;; pre i,j =1,2,...,n (zrejme a;; = 0).

Rovnost dvoch matic ma zmysel iba, ak maja rovnaky typ, t. j. maji rovnaky pocet
riadkov a rovnaky poéet stipcov. Matica A = (@ij)mxn sa rovnd matici B = (b;;)mxn,
oznacenie A = B, ak pre vsetky ¢ =1,2,...,m, j =1,2,...,n plati a;; = by;.

Nech A = (@ij)mxn, B = (bij)mxn, ¢ € R, potom definujeme sticet matic A + B
a skaldrny nasobok ¢isla a matice ¢- A = cA (po prislusnych prvkoch) nasledovne

A+ B = (aij)mxn + 0ij)mxn = (@ij + bij)mxn, €A =c(0ij)mxn = (€CQij)mxn-

Maticu (—1) - A = — A nazyvame opacna matica k matici A. To znamend, ze ak
A + B = O, potom st matice A, B opacné, t. j. A= —B, resp. B =—A.

Priklad 1.2.3. Uvedieme priklad stctu dvoch matic a ndsobku matice skaldarom:
2 0 =2 -1 0 -3 10 -5 2 0 -2 —-6 0 6
+ = s —3 . = .
(3 —4 1) ( 14 —2) (4 0 —1) (3 —4 1) (—9 12 —3)
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Nech A = (aij)mxn, B = (bij)nxp, t. j. pocet stipcov matice A sa rovnd poétu
riadkov matice B. Stucin matic A - B = AB definujeme nasledovne:

AB = (aij)mxn - (0ij)nxp = (Cij)mxp, Pricom c;; = a;1bi1j + ai2boj + -+ + ainb,

prei=1,2,...,m, 5 =1,2,...,p. To znamend, ze sc¢itavame postupne nasobky prvkov
i-teho riadku matice A a j-teho stlpca matice B

c PR c . PR C
all a12 ... al’ﬂ bll o bl o b1 11 1] 1p
......... J p
b21...b2, ... b
J 2p _ .
@1 ;2 Qin, . o =\ %1 Cij Cip
......... bnlbnb
J np
Am1 Am?2 Amn mxn nxp Cm1 Cmyj Cmp

mXp

Priklad 1.2.4. Vo vseobecnosti neplati AB = B A ani pri Stvorcovych maticiach.

-2 -2 —4 2 —6
(2 =1 3)ixs- 1] =(7)1x1, 1] (2 =1 3)ixs= 2 —1 3
4 3x1 4 3x1 8 —4 12 3x3

) G0 2) G a) ()0 3)e

Pre IubovoIné matice A,,xn, Bnxp, Cnxp, Dpxr, jednotkové matice E,,, E,, nulové
matice Oy, xn, Opxr a lubovolné ¢, d € R platia vzt’ahyﬁ

o A(BD)=(AB)D, t.j. Ansxn(BuxpDpxr) = (AmxnBnxp)Dpxr-

e (B+C)D =BD+CD, t.j. (Bnoxp+ Crxp)Dpxr = BnxpDpxr + CrxpDpxr.
o A(B+C)=AB+ AC, t.j. Apxn(Bnxp+ Cnxp) = AmsnBnxp + AmxnChrxp-
o ¢(dA) = (cd)A = cdA, t.]. c(dAmxn) = (cd)Amxn = cdAmxn.

e (CA)B=c¢(AB)=cAB, t.j. (cAan)BnXp = C(AanBnXp) = cAmxnBnxp-

o B, A=A=AFE,, t.j Es,Apnxn=Anxn = AnxnEny.

L4 ®m,><n +A=A=A+ 9771,><na t. .] ®m><n + Amxn = Amxn = Amxn + emxn-

L4 ®'m><nB:®m><pa BG)pXT:@TLX’V‘) t. .] gmannXp:@mxp7 anpgpxr:(anxr-

Pre Stvorcovi maticu A, x,, definujeme 0-tu mocninu matice A vztahom A’=E,
a pre k€ N definujeme k-tu mocninu matice A vztahom A* = A*"'A. To znamens,
e A"=E, A'=A A>=A-A A=A -A.A, atd.

Ak A={(a;j)mxn je typu mxn, potom matica B = (b;;)nxm typu nxm taka, ze pre
vSetky 1=1,2,...,n,j=1,2,...,m plati b;; =a;; sa nazyva transponovana k matici A
a oznaluje sa B=AT = (a?})nxm (. j. pre prvky matic AT, A plati vztah aiTj = aj;).

7 definicie vyplyva, Ze Stvorcova matica A typu nm X n je symetrickd prave vtedy,
ak A = AT a antisymetrickd prave vtedy, ak A = —A7T.

8Uvedené rovnosti ostant v platnosti aj v pripade, ak ¢,d, A, B, C, D st komplexné.
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Poznamka 1.2.1. Uvazujme lubovolni stvorcovi maticu A= (a;j)nxn a k nej transpono-
vani AT = (azj)nxn =(aji)nxn. Potom sicet A+AT = (@ij)nxn+(@ji)nxn = (Aij+0ji ) nxn
je symetrickd matica a rozdiel A — AT = (@ij)nxn — (@ji)nxn = (@ij — @ji)nxn je anti-
symetricka matica. Z toho vyplijva, Ze mozZeme maticu A vyjadrit ako siucet symetrickej
a antisymetrickej matice vatahom A = 3(A + AT + $(A— ATy,

Pre Iubovolné matice Apxn, Bmxn, Cnxp a Iubovolné ce R platia vzt’ahyﬂ
(AN"=A, (A+B)"=A"+B", (cA)"=cA", (BC)"=C"B".

Poznamka 1.2.2. Oznacme symbolom A, x, mnoZinu vsetkych matic A = (aij)mxn
typu m X n, potom A« spolu s operdciami scitanie matic a ndsobenie matice skaldrom
tvori linedrny priestor s dimenziou m -n. To znamend Ze (Apxn,+,) tvord linedrny
priestor s dimenziou m - n.

Priklad 1.2.5. (Ao, +, ) tvori linedrny priestor s dimenziou 4. Bazu tvoria napriklad

. 1 0 0 1 0 0 0 0
matlceBlz(O 0),32:(0 O>’B3:<1 0),34:(0 1).

Pre Tubovolnii maticu A € Asyo potom plati

A— (a11 0,12> =a11B1 +a19Bs + a1 B3 + assBy. 1
as1 Q422

1.2.2 Determinant matice

Determinant Stvorcovej matice je ¢islo, ktoré urcitym sposobom charakterizuje tuto
maticu. Definuje sa pomocou permutacii. Pojem permutécia je citatelovi urcite znamy
z kombinatoriky, kde vyjadruje vyber n prvkov z n-prvkovej mnoziny {1,2,...,n}, pricom
nés zaujima v akom poradi tieto prvky vyberame. Ak vyberieme postupne ¢isla 2,4, 1, .. .,
potom dany vyber mézeme vyjadrit funkciou p : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} nasledovne:
p(1) = 2 (prvé sme vybrali ¢islo 2), p(2) = 4 (druhé sme vybrali ¢islo 4), p(3) =1 atd.

Nech n € N, kazdé bijektivne zobrazenie m : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} nazyvame
permuticiou mnoziny {1,2,...,n} a strucne zapisujemﬂ m=(n(1);7(2);...;7(n)).

Ozna¢me mnozinu vSetkych permutacii mnoziny {1,2,...,n} symbolom II,,, je zrejmé,
ze mé n! prvkov. Nech m€1l,, 4,j€{1,2,...,n}, i < j. Hovorime, Ze (i; j) predstavuje
inverziu v permutdcii 7, ak plati 7(i) > 7(j). Znamienkom permutdcie 7 nazyvame
¢islo znm = (—1)*, kde k je pocet inverzii danej permutécie 7.

Priklad 1.2.6. II, = {(1;2),(2;1)}, pricom permutéicia m; = (1;2) nemd inverzie,
znmy = (—1)° = 1. Permutdcia m = (2;1) m4 jednu inverziu, znmy = (—1)! = —1.

I3 = {(1;2;3),(1;3;2),(2;1;3),(2;3;1),(3;1;2),(3;2; 1)}, pricom 7 = (1;2;3) nemd
inverzie, m3 = (1;3;2) ma jednu inverziu (2;3) [7(2) =3 > 7(3) =2], 73 = (2;1;3)
mé jednu inverziu (1;2), mq4 = (2;3;1) md dve inverzie (1;3), (2;3), 75 = (3;1;2) ma
dve inverzie (1;2), (1;3), m¢ = (3;2;1) mé tri inverzie (1;2), (1;3), (2;3). Potom plati
ZNT] =ZNTy =2Z0T5 =1, 20T = zZN73 = zZn7g = —1. A

9Uvedené rovnosti ostani v platnosti aj v pripade, ak ¢, A, B, C st komplexné.
10Napriklad zapis m = (3;1;2) vyjadruje permutéciu 7(1) = 3, 7(2) = 1, 7(3) = 2 mnoziny {1, 2, 3}.
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Nech A=(ai;j)nxn, n€N je Stvorcovad matica. Determinantom matice A radu n
(stupna n) nazyvame ¢islo

det A= 3 (=1)*air(1) - G2r(2) " Gr(n)s
well,

kde k znamena pocet inverzii danej permutacie 7. Oznacujeme

aix aiz - Qip

az1 Q22 - A2p
det A = [aij| = [aijlnxn =

an1 an2 e Ann

Determinant matice A predstavuje sucet n! sicinov prvkov z matice A takych, Ze z kaz-
dého riadku a z kazdého stlpca je vybraty préave jeden prvok.

Poznamka 1.2.3. Hornd trojuholnikovd matictEl mda vsetky prvky pod hlavnou diagond-
lou nulové, potom jedini permutdciu, ktord neobsahuje Ziadny z tychto nulovych prvkov,
tvori hlavnd diagondla (je to identita a nemd inverzie). Ak permutdcia obsahuje z pr-
vého riadku lubovolny prvok ai; # a11, potom z prvého stlpca méze obsahovat iba nejaky
prvok 0 = a;1 # a1, a sucin bude 0. To znamend, Ze ak A, «, je hornd alebo dolnd
trojuholnikova matica, potom det A = a1 - aoss - - - Gpp. Specidlne plati det E,, = 1.

a1 a2 ais ot QAln-l A1n ail1 ai2 ai3 - Ain-1 QAin
0 a2 az23 o0 A2n-1 az2n 0 a2 a3 -+ A2n1 aon
0 0 ass - A3n-1 asn 0 0 ass -+ azn1  asn
0 0 0 A An1mna Qnin 0 0 0 - Gnaina Gnan
0 0 0 e 0 e 0 0 0o --- 0 QAnn

Determinanty sa v praxi zriedkakedy pocitaji pomocou permutacii. Vynimkou st
matice druhého a treticho stupna, ktoré sa pocitaju pomocou Sarusového pravidla. Pri
vypocte determinantov sa va¢Sinou matice upravuji na horny (resp. dolny) trojuholni-

73

kovy tvar alebo sa pouziva Laplaceov rozvoj podla nejakého riadku alebo stlpca.
Nech A=(aij)nxn, €N je Stvorcovad matica, potom plati:
o det A = det (AT).
e Ak ma A mé dva riadky (resp. stipce) rovnaké, potom det A = 0.
e Ak ma A jeden riadok (resp. stipec) nulovy, potom det A = 0.

e Ak matica B vznikne z matice A vyndsobenim jedného jej riadku (resp. stipca)
¢islom k, potom det B = k det A.

e Ak B vznikne z A vymenou dvoch riadkov (resp. stipcov), potom det B = — det A.

° Al} matica B vznikne z matice A pripocitanim k-ndsobku jedného jej riadku (resp.
stlpca) k Iubovolnému inému riadku (resp. stlpcu), potom det B = det A.

e Ak matica B vznikne z A pripocitanim Tubovolnej [ineérnej kombinécie jej riadkov
(resp. stlpcov) k Tubovolnému inému riadku (resp. stlpcu), potom det B = det A.

1 Dolné trojuholnikovd mé nulové prvky nad hlavnou diagonalou.
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e Ak rozlozime prvky jedného riadku (resp. stipca) na stcet dvojic prvkov, potom plati:

aii ai2 ce a3 a1l ai2 -+ a13 ail aiz --- ais

a21 aze - Q23 G21 G22 - +- Q23 a21 @22 -+ Q23
= +

ai1+bi1 ai2+biz -+ ain+bin Qi1 G2 - Qin bir biz - bin

an1 an2 e Ann Anl An2 **° QAnn Anl An2 *** QAnn

Oznac¢me Stvorcovi podmaticu rddu n—1, ktord vznikne z matice A=(ai;)nxn, NEN
vynechanim ¢-teho riadku a j-teho stlpca symbolom A;;. Cislo Aij = (—1)" det A;; sa
nazyva algebraicky doplnok prvku a,;. Pre lubovolné ¢,j€{1,2,...,n} plati

ai1 A1 +aipAio + -+ ainAiy = det A, alel]- + anggj + -4 (lnjAn]' =det A.

Posledné dva vztahy nazyvame Laplaceovym rozvojom det A podla prvkov i-teho
riadku, resp. j-teho stlpca.

Poznamka 1.2.4. Ak A = (aij)nxn, B = (bij)nxn sU Stvorcové matice, potom pre
determinant ich sicinu plati det (AB) = det A - det B.

Priklad 1.2.7. II; obsahuje kladnt permutdciu m = (1;2), t. j. m(1) =1 pre aiq,
m1(2) =2 pre ass (stin aj1agz) a zdporndi permuticiu mo = (2;1), t. j. m1(1)=2 pre aja,
m1(2)=1 pre as; (suéin —aj2a21). Potom pre determinant matice A=(a;;)2x2 plati

aip  ai2
a21  A22

det A =

= 11G22 — @120G21-

Mnozina I3 obsahuje (priklad [L.2.5) tri kladné permutécie (152;3), (2;3;1), (3;1;2), t
11022033 + a12a23a31 + a13a21a32 a tri zdporné permutacie (1;3;2), (2;1;3), (3;2;1), t
—@11023032 — (12021033 — A13022a31. Potom pre determinant matice A= (aw)gxg plati

a11 Qi a3
det A= as1 a2 a3 | = a11a22a33 + a12a23a31 + 13021032
as1 Q32 ass3 —Q11023032 — 112021033 — 413022031 .

Uvedeny sposob vypodétu (plati iba pre Asxa a Azx3) sa nazyva Sarusovo pravidlo. m

Ay @12 Q13 | @11 G12 a1y @12 013
> < a a a > a a as a2 423
21 22 2 21 22 1
a1 Ao >
asy @32 433 | a3y 32 asy a3z as3
a11a22 — ai12a21 aii1az2a33 + ai2a23a31 + a13a21032 ail a2 a3
—a11023a32 — 12021033 — 13022031 as1 Q22 G93

Obr. 1.2.1: Sarusovo pravidlo pre matice Asyxo a Azxs

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 23

Priklad 1.2.8. Plati (kxr01 ...k danému riadku sa pripo¢ita k-nasobok 1.riadku):

40 24 40 2 4 s 6 s
| 8 2 =2 3|-2xx01 _ |0 2 -6 -5 |_ 141 o
detA=1 4 6 0 5|+t |06 2 9| Y 4(13 j ?_
01 -1 1 01 -1 1

Laplaceov rozvoj podla 1. s‘cipca7 prvok a; = 4. Ostatné tri prvky v stipci st nulové,
t.j.plati det A=4-A11 +0- Ao +0-A13+0- Ay = 4A4.

2 —6 —b5|-2xr03 0 —4 -7 4 7
=4/6 2 9|-6x103 =4/ 0 8 3 :4-(—1)3“-1’ 8 3’=
1 -1 1 1 -1 1

=4-(—-4-3—(-7)-8)=4-(-12+56) =4-44=176. m

1.2.3 Hodnost matice

Hodnostou matice A=(a;;)mxn, m,n €N rozumieme maximalny pocet jej linear-
ne nezavislych riadkov (presnejsie riadkovych vektorov) a oznacujeme h(A). Ak A je
Stvorcovd matica rddu n, potom ¢&islo n — h(A) nazyvame defekt (nulita) matice A.

Nasledujtice tpravy matice A sa nazyvaji elementarne tipravy matice A:

e vzijomnd vymena dvoch riadkov (resp. stipcov),
e vyndsobenie riadku (resp. stipca) nenulovym c¢islom,
e pripoditanie k-nasobku riadku (resp. k-nésobku stipca) k inému riadku (resp. stipeu).

V praxi sa pouzivaji na zistovanie hodnosti matice, pretoze nemenia jej hodnost.

Poznamka 1.2.5. Riadkové (resp. stl})cové) elementdrne upravy matice A= (a;;)mxn je
mozné vykonat aj pomocou ndsobenia tejto matice zlava alebo sprava vhodnou maticou:

e Vzdjomnid vymenu i-teho a j-teho riadku (resp. i-teho a j-teho st[pca} ma-
tice A dosiahneme jej vyndsobenim zlava (resp. sprava) maticou, ktord vznikne z ma-
tice E,, (resp. E,) vjmenou i-teho a j-teho riadku (resp. i-teho a j-teho stlpca).
Napriklad pre vimenu 1. a 3. riadku, resp. 1. a 2. stlpca v matici typu 2 x 3 plati:

0010 a1l aiz ais as1 asz ass a2 ail a3 ail aiz a3 010
0100 azi a2 a3 | _| a2 a2 a3 Az 21 Gz3 | _| a2 as2 a3 100
1000 as1 asz ass3 a1 a2 a1z |’ as2 asi ass as1 asz ass 001 ’
0001 a41 Q42 @43 a41 Q42 Q43 42 41 Q43 41 @42 G43

e Vyndsobenie i-teho riadku (resp. i-teho st[pca} matice A nenulovym c¢is-
lom k dosiahneme jej vyndsobenim zlava (resp. sprava) maticou, ktord vznikne z ma-
tice E,,, (resp. E,, ) nahradenim prvku e;; = 1 prokom e;; = k. Napriklad pre ndsobenie
2. riadku, resp. 2. stlpca cislom k plati (ex = k):

1000\ /a1 a2 a3 a1 a2 a3 a1 kais ais aii a1z ais 100
0kO0OO a1 az2 a23 | | kaz21 kazz kazs a1 kazz a3 | | az21 a2 a3 0kO
0010 asiaszass | | asi ase assz |’ az1 kasz azs || as1 as2 ass 001
0001 41 Q42 Q43 aq1 Q42 @43 aa1 kasz as3 a41 @42 G43
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e Pripocitanie k-ndsobku j-teho riadku k i-temu riadku (resp. k-ndsobku i-te-
ho stipca k j-temu st[pcu) v matici A dosiahneme jej vynasobenim zlava (resp.
sprava) maticou, ktord vznikne z matice E,, (resp. E, ) nahradenim proku e;; = 0
prvkom e;; = k. Napriklad pre pripocitanie k-ndsobku 3. riadka k 1. riadku, resp.
k-ndsobku 1. stlpca k 3. stlpcu plati (e15 = k):

10k0 ai1 ai2 @13 a11+kas1 aiz+kasr aiz+kas:

0100 az1 G22 a23 | az1 a2 a23

0010 asi asz ass | asi as2 ass ’

0001 a41 Q42 @43 aq1 42 a43
a11 a1z kaii+aiz ail aiz2 ais 10k
a1 a22 kazi+az3 _ | @21 a22 ass 010
a31 a3z kasi+ass asi as2 ass 001
@41 a42 kag+aa3 a41 Q42 Q43

Vykonanie viacerjych elementdarnych tuprav po sebe dosiahneme tak, Ze vyndsobime ma-
ticu A prislusngmi maticami (maticami na vimenu, ndsobenie alebo pripocitanie riadkov,
resp. st[pcov) postupne zlava, resp. sprava. Ak vyndasobime tieto matice medzi sebou, do-
staneme transformacni maticu B, xm, resp. maticu B, x., ktorou ked vyndsobime zlava,
resp. sprava maticu A, dostaneme rovnaki maticu ako po pouZiti elementdrnych riadko-
vych, resp. stl})covy’ch uprav. Napriklad pre vgmenu 1. a 3. riadku a ndsobenie 2. riadku
cislom k plati:

0010 1000 0010 0010 a11 a12 a13 a3l a32 as3s
0100 0kO0O | 0k0O . 0k0O az1 agz az3 | kao1 kasgs kass
1000 0010 1000 1000 a3l a32 ass ailr a1z ai3
0001 0001 0001 0001 41 A42 A43 a41 Q42 Q43

Kazdd maticu A=(a;;)mxn je mozné pomocou elementérnych tprav previest (Gaus-
sova elimina¢na metdda) na niektory z nasledujicich tvarov matic typu m x n:

by bis -+ buy - biy
bll b12 "'bl’lnfl blm blTL (1)1 b;z b; b;
0 bao - bam—1boam -+ Doy .

OO0 b TSR g gy, | PRSI
O O 0 b"n/’n, bn771 0 O o 0 o 0

bir bi2 - bin—1 bin bir big - b oo bin

0 bag -+ bap_1  bop 0 bag -+ bap -+ boy

0 O tee b3 n—1 b3n O O te bSk T b?m,

0 o --- bnflnfl bnfln » Tesp- 0 0o --- bkk: e bk:n pre m > n’

0 0 --- 0 b 0O 0 -0 ---0

0O 0 --- 0 0 0O 0 -0 ---0
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bi1 b1z -+ b1k -+ bin
0 bag -+~ bag -+ bop
0 0 -+ bgp -+ bsp
7requ DY DY PR ... ... DRI prem:n'

bll b12 e bl n—1 bln
0 bag -+ bap—1 bop
0 o --- b;jnf] bSn

(en)
(an)

bn—l n—1 bu—l n ; B
0 0 ... 0 b"n 0 O ---0 ---0

Kazdi maticu A= (a;j)mxn je mozné pomocou elementéarnych Gprav previest (Jor-
danova elimina¢nd metéda) na niektory z nasledujicich tvarov matic typu m x n:

by 0 -~ 0 0O --- 0 1761 [F 8 8 8
O S O S ol
0 0 O 00 ek 0 0 ber 0 0 pre m < n,
0 0 “ bmm 0 0 0 0 Y 0 ..... 0 .
b1 0 0 0 by, O 0 0 0
0 0 ---by1,-10 , Tesp. 0 0 b 0 e 0 pre m > n,
bin 0 0 0 bin 0 0 0 0
0 Do 0 O 0
0 b2 0 0 0 0 - 0
0 0 0 0
...... , Tresp. pre m = n.
0 0 o bp1n1 0 8 8 b(l;k 8 8
0 0 ’ 0 bn’n,

Je zrejmé, ze vysledny tvar matice upravenej Gaussovou alebo Jordanovou eliminac-
nou metédou nie je jednoznac¢ne urceny.

Ak upravujeme dant maticu A = (a;;j)mxn Gaussovou eliminacnou metédou na tro-
juholnikovy tvar alebo Jordanovou elimina¢nou metédou na diagonalny tvar, dostaneme
matice s rovnakou hodnostou ako pévodna matica A. Pocet nenulovych riadkov
a nenulovych stipcov v takto ziskanej diagondlnej matici je rovnaky. Tieto riadky, resp.
stipce su linearne nezavislé a je ich maximalny pocet. To znamen4, ze aj v pdévodnej ma-
tici A a tiez v trojuholnikovej matici ziskanej Gaussovou eliminédciou je maximélny pocet
linearne nezavislych riadkovych vektorov rovnaky ako maximéalny pocet linedrne nezavis-
Iych stipcovych vektorov a plati h(A) = h(A”") < min {m,n}. Pre nulové matice ©,x,,
m,n€N plati h(©,,«,) = 0 a pre jednotkové matice E,, n€ N plati h(E,) = n.

12Stadi vynasobit nejaky riadok alebo stipec nenulovym redlnym cislom.
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Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 26

Ak matica B vznikne z matice A pomocou elementarnych tprav, potom hovorime,
7e matica A je ekvivalentna s maticou B (matice A, B su ekvivalentné) a ozna-
cujeme A ~ B. Ekvivalentné matice maji rovnaki hodnost a relacia ~ je reflexivna
(A~ A), symetrickd (A~B < B~ A) a tranzitivna (A~B, B~C = A~C).

Priklad 1.2.9. Hodnost h(A) = 4, pretoze plati{”]

36131\ — 103 12111 1 2 1 2 1
A 11211 11211 | +1x:01 0 3 3 2 2
o 12111 | —r01 36131 | —3xro01 0 0-2 0-2]-1x
42133 42133/ —4xr01 0—-6 -3 —-1—-1/ +2xr02
12121 12121 12121
03322 03322 03322
00202 [+ix T {00101 “loorir | T MA =4

00333/ +31x 00111/ —1xr03 00010

Hodnost matice sme urcili Gaussovou elimina¢nou metédou. Moézeme pokracovat dalej
Jordanovou elimina¢nou metédou, ale pre zistovanie hodnosti matice to je zbytocné.

12121\ —2xr04 12101\ —1xr03 1200 O0Y +3x

A 03322 | —2xr04 03302 | —3xr03 0300 -1

00111 |-1xr04 7100101 “loo10 1 ~
00010 00010 0001 0
3600 0\ —2xr02 3000 2 30000
{o300-1 N 0300-1| (03000 _
0010 1 0010 1 00100 |°
0001 0 0001 0 00010

2 1
—2xs01 44 xs02 —1xs03

Stvorcovii maticu A= (@ij)nxn, n€ N nazyvame reguldrnou, ak h(A) = n. Ak ma-
tica A nie je reguldrna, nazyva sa singularna.

7 definicie vyplyva, ze matica A je regularna prave vtedy, ak elementarnymi tpra-
vami dostaneme reguldrnu trojuholnikovu maticu (Gaussova eliminécia), resp. reguldrnu
diagondlnu maticu (Jordanova elimindcia), t. j. matice, ktoré maji na hlavnej diagonéle
iba nenulové prvky. To znamend, Ze ich determinant je tiez nenulovy.

Matica A je singuldrna prave vtedy, ak h(A) < n, t. j. elementdrnymi tGpravami
dostaneme trojuholnikovu, resp. diagonalnu maticu s aspon jednym nulovym prvkom na
hlavnej diagondle a teda nulovym determinantom.

Poznamka 1.2.6. Stvorcovd matica A= (@ij)nxn, nEN je reguldrna prdve vtedy, ak
det A # 0 a singuldrna prave vtedy, ak det A = 0.

Reguldrna matica mad riadkové (a taktiez stl})cm)é) vektory linedrne nezdvislé. Singuldrna
matica md riadkové (a taktieZ stl}?(zové) vektory linedrne zdvislé.

Ak vynédsobime maticu A = (a;j)mxn, Mm,n € N reguldrnou maticou B = (b;;)mxm
zlava alebo reguldrnou maticou C' = (c¢;;)nxn sprava, jej hodnost sa nezmeni, t. j. plati
h(BA) =h(A) = h(AC).

B3k xr01 ... k riadku sa pripoéita k-nisobok 1. riadku, — r01 ... riadok sa presunie na 1.riadok.
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Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 27

1.2.4 Inverzna matica

Nech A =(a;;j)nxn, n € N je Stvorcovd reguldrna matica, t. j. det A # 0. Stvorcova
matica typu n X n sa nazjva inverznou maticou k matici A a oznacuje A~1, ak plati

AA'=E,=A"'A.

Ku kazdej Stvorcovej reguldrnej matici A existuje prave jedna inverzné matica A7
Ak pre maticu B plati AB = E,,, resp. BA = E,, potom je B inverznou maticou
k matici A, t. j. B=A""'. To znamena4, 7e plati tiex BA=E,,, resp. AB=E,,.

Ak st A~!, B7! inverzné matice k maticiam A, B typu n x n, potom plati:

(AHY ' '=A, (AB)'=B'A!, E,'=E,.

Poznamka 1.2.7. Pre matice A, A~ typunxn plati AA~' = E,,. Pre ich determinanty

plati det (AA™ ) =det A -det (A~ )=det E, =1, t. j. det (A™1) = g~

Stvorcovii maticu A, x,, n € N mdzeme pomocou riadkovych elementarnych tiprav
previest na jednotkovi maticu E,. Potom existuje transformaénd matica B, x, (po-
znémka takd, ze BA = E,,, t. j. B=A"!. Ak aplikujeme riadkové elementarne
tpravy (nie stipcové) Jordanovej eliminaénej metédy na blokovii maticu (A|E,,)
typu n X 2n tak, aby sa matica A previedla na jednotkovi maticu F,, potom sa pri
tychto upravach jednotkova matica FE,, z pravej strany blokovej matice prevedie na in-
verznt maticu A~ t. j. (A|E,)~(E,|A™).

Priklad 1.2.10. Vypocitame inverznt maticu k matici typu 4 x 4. Plati:

1 2-2 1]1000 1 2
2 2-1-2/0100 | —2xr01 0 -2
1-1 1 2/0010|—-1xr01 7| 0-3 —1010 | =3xr04 ~
1 1-1 1/0001/ —1x:01 0 -1 ~1001/) —1x

10 0 1{-100 2\ —1xr03 10 00)-30-1 5

1000\ +2xr04

2 1

3—-41-2100 | —2xr04
(A‘EZL) - 3 1
1 0

00 1—-4| 010 -2 ] —4xr03 00 10| 81 4-14

“loo o 1| 201-3 “loo 01| 20 1 -3 ~
01-1 0| 100-1 01-10] 10 0 =1/ +1xr02
1000|/-30-1 5 1000|-30-1 5

|oo1of 81 4-14| w8 |0100| 91 4-15 (A
0001 20 1 -3 | = r04 0010 81 4-14 4 '

0100 91 4-15/ —r02 0001 20 1 -3
1

1 2-2 1\ —30-1 5

|2 2-1-2] | 91 4-15
= A =17 71 9| =| 81 4-14| "™

1 1-1 1 20 1 -3

Pri predchadzajicom vypocte nemusime najprv overovat regularnost matice A, t. j. ¢i
mé vobec zmysel hladat inverznt maticu A~!. T4to skutocnost sa overuje automaticky.
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Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 28

Ak sa riadkovymi ipravami nedd matica A previest na jednotkovi maticu E,, (vznikni
nulové riadky), potom je singuldrna a neexistuje k nej inverznd matica.
Inverznd maticu k A = (a;j)nxn, 7 € N mdzeme vypocitat pomocou algebraickych

doplnkov A;; prvkov a;j, 4,5 = 1,2,...,n. Pre inverznt maticu A~ plati
A A - Am
-1_ 1 12 22 n2 | _ 1 T
A T detA _detA(Aij) :
Aln A2n e Ann

Priklad 1.2.11. Vypocitame inverzni maticu k matici typu 3 x 3. Plati:

12 1]100Y\ —1xr03 0 210—
(AlE3)=121—-1]010 | —2x103 ~| 0 —1 1101 =2 | +1x101 ~
11-1]001 1 1-1(00 —1xr01

~|00 3| 11-3 00 3| 11-3
10-3[-10 2/ +3x 30-91-30 6/ +3xr02

01 2| 10-1Y\ +3x (03 6] 30 -3\ —2xr02
03011 -2 3\ —r02 (3000 3 3

~[003[1 1-3]5rw3~[030[1-2 3|=(E334™")
300{0 3 3) 01 0031 1-3
12 1\ 0 3 3 0 1 1
= A'=(21-1 :% 1-2 3| =Y "% 1
11-1 1 1-3 Us Yy —1

Teraz vypocitame inverzni maticu pomocou algebraickych doplnkov

12 1 12 1 9 1
det A=21—1|-1xr03 = |10 0| =(-1)*"" 1 _1‘ =—(-2-1)=3,
11-1 11-1
2 1 2 1
Au:(_l)l-‘rl 1-1[=0, A21:(—1)2+1 =3, A31=(—1)3+1 1-1|=-3,
1-1 1-1
1 1 1 1
A12:(—1)1+2 2 —1|=1, A22:(_1)2+2 =2, A32:(_1)3+2 2 —1|=3,
198 -1 1 -1
12 12
Apz=(-1)""3]21 =1, Aypz=(—1)*"3 =1, Asz=(—1)*3|21 =-3
11 11
A Agy Az 0 3 3
= A71 = deiA Ao Aoy Azg = % 1-2 3|.m
Az Az Ass 1 1-3
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1.3 Systémy linearnych rovnic

Systémom (resp. suistavou) m linedrnych rovnic s n nezndmymi a1, zs, ..., 2
nazyvame
a1y + apprz + -+ an, = b
a21T1 + Gg2T2 + -+ a2Tp = by
Am1T1 + AmaT2 + - + GppTn = bma
pricom m,n€ N, a;; €ER, b; € R, i =1,2,...,m, j = 1,2,...,n st pevine dané prvky
ax;€ER,j=1,2,...,n st nezndme hodnotyE Ak oznacime
aip aiz2 - aip Ty b1
a1 Gz - Gz ) ba
A= n , = , b=
Om1 Gm2 ** Amn mxn ZTm mx1 bm mx1
potom moézeme systém zapisat v maticovom tvare
ailp aiz2 - Gin T b1
Gaz1 Q22 - G2 T2 ba :
L = , t.j. Az =0b.
Aml Gm2 *° Gmn Tm bm

Matica A typu m X n sa nazyva matica systému, vektor b sa nazyva vektor pra-
vych stran. Matica (A|b) typu m x (n+1) zjednodusuje zapis a nazyvame ju rozsirenou
maticou systému a systém linedrnych rovnic Az = b je 1ou jednoznacne urceny:

a112%1 + a12%2 + -+ 1Ty = by aiy a1z - aip | by

a21T1 + G22%2 + -+ A2pTn = b a1 G2 -+ Gan | bo
resp.

Am1T1 + Am2T2 + -+ + AGmpTy = bma Am1 Am2 *** Amn bm

Riesenim systému linearnych rovnic Az = b sa nazyva kazda usporiadana n-ti-
cau = (ur;us;...;u,)’ takd, ze Au = b. Riesit systém linedrnych rovnic znamens
urcit vSetky jeho rieSenia.

Dva systémy linearnych rovnic s rovnakym poc¢tom neznamych sa nazyvaji ekviva-
lentné, ak maji rovnaké mnoziny rieseni. Pocet rovnic nemusi byt rovnaky.

Dany systém Ax = b riesime tak, ze ho prevedieme elementarnymi riadkovymﬁ (nie
stipcovymi) operaciami na ekvivalentny systém linearnych rovnic Cx = d, ktory vieme
riesit. Pre rozsirené matice oboch systémov plati (A|b) ~(C|d).

Je zrejmé, Ze je efektivnejsie robit ipravy s maticou (A|b) ako s rovnicami. V oboch
pripadoch vykondvame tie isté ipravy, iba ich inak zapisujeme. Napriklad linedrnu kom-
binéciu rovnic (ag1+2a11)r1 + (aga+2a12)xe + - - - + (a2, +2a1, )T, = ba+2by v maticovom
tvare zapisujeme (agl +2a11 aoo+2a12 -+ aop+2ain | b2—|—2b1).

1V mnohych pripadoch je potrebné riesit systémy lineadrnych rovnic s komplexnymi éislami.
15Mohli by sme pouzit iba vymenu stipcov, kde sa meni poradie nezndmych 1, z2,...,Zm, ktoré by
sme si museli pamétat. Je zrejmé, ze umiestnenie stlpca b nemozeme menit.
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Rozsirent maticu (A|b) mozeme pomocou riadkovych elementarnych tprav a vymeny
stlpcov previest na ekvivalentnd maticu typu m x (n + 1)

ci1 0 -+ 0 cigyr - cin | o

0 co2 -+ 0 copg1 -+ Con | d2

1 0 0 - cri Chkt1 - Cn | di
(Cld) = 0O 0 ---0 0 . 0 dps1 |7 (1.1)

0o 0---0 0 0 0

o 0---0 0 ---0 0
pricom k € N, k < m, k < n a vyslednd matica v zavislosti od jej hodnosti nemusi
obsahovat ziadne nulové riadky, t. j. ani riadok (0 0 -+ 0|dg+1) pre dry1 = 0. Prvky
€11,C22, - - -, Ckr SU nenulové a ostatné prvky moézu byt nulové alebo nenulové. Ak sme
pouzili aj vymenu stlpcov, potom sa zmeni poradie pévodnych neznamych x1, xa, ..., x,.

Nezname v novom poradi oznac¢me 1,23, ..., Ty

Poradie nezndmych nemd vplyv na riesitelnost systému. RieSitelnost systému (C|d)
a teda aj (A|b) zévisi v prvom rade od hodnoty dj.;. St dve moZnosti:

o Ak dj,1 # 0, potom poslednéd nenulova rovnica 0 = 0-Z7+0-Z3+- - -+0-T;, = dg41 # 0
déva spor, ¢o znamend, Ze systémy (C|d) a tiez (A|b) nemajui rieSenie. Pre hodnosti
matic potom plati k = h(C) < h(C|d) =k +1, t. j. k=h(A) < h(Alb) =k + 1.

e Ak di 1 =0, potom h(C) = h(C|d), t. j. h(A) = h(A|b) a st dve moznosti:

o Ak k=n, potom méa (C|d) po vynechani pripadnych nulovych riadkov tvar

ci1 0O --- 0 dl
clay=| "= 0 d
0 0 o Cpn dn

Plati h(C) = h(C|d) = n, t. j. h(A) = h(A]|b) = n a existuje jediné riesenie

v tvare 1 = %,:Tg: c%? iy Ty = C‘i”;,t.j. T; = (‘,1— pret=1,2,...,n.
o Ak k<n, potom ma (C|d) po vynechani pripadnych nulovych riadkov tvar
ci1 0 -+ 0 crpq1 - | da
0 C ... 0 C ...c d
Clay=| "2 T
0 O - Crk Chkt1 - Ckn | dg

Plati h(C) = h(C|d) = k < n, t. j. h(A) = h(A|b) = k < n. V matici (C|d) je
viac stipcov ako riadkov, takze mdme n—k nezndmych Thils -« Tn, za ktoré
mozeme volit lubovolné realne ¢éisla ty41, .. ., t,. Potom pre ostatné nezname plati
CiiTi = di — Ci g 1Thg 1 — " — CinTp = di — Cipg1lpgr — - — Cintpn, 1 =1,2,...,k
a existuje nekonecne vela rieseni v tvare 7; = (% — %llkﬂrl — = (;’ﬁ//”
pre i=1,2, ...k, Thr1 = tht1, ..., Tpn = tp, kde tg41,...,t, € R st lubovolné.
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Veta 1.3.1 (Frobeniova). Systém m linedrnych rovnic o n nezndmych Az = b ma riese-
nie prave vtedy, ak h(A) = h(A|b). Navyse plati:

e Ak h(A) = h(Alb) = n, potom mé systém prave jedno rieSenie.

o Ak h(A) = h(A|b) < n, potom m4 systém nekonecéne vela rieSeni, pri¢om n — k ne-
znamych je Tubovolne volitelnych.
Priklad 1.3.1. Rieste systém linedrnych rovnic x1 — zo 4+ 2x3 = 1, x1 — 229 + 223 = 2,
T1+ T2 +x3 =3, r1 — 222 — x3 = 1 s tromi nezndmymi 1, T2, 3.
Riesenie.
Rovnice mézeme pisat v tvare

1 — IL‘2+2I3:1 1-1 2 1

. $1—2£C2+2£C3:2 o 1-2 212
Ax =b: vy 4+ gt 15 =3 alebo (Alb) = 11 113
I1—21‘2— 1‘3:1 1-2-1 1

Rozsirentt maticu systému budeme upravovat riadkovymi elementarnymi tpravami

1-1 211 1 -1 2|1\ —1xr02 10 2 0\ +2xr03
1-2 22| -1xr01 0-1 0]1]-1x 01 Of -1
1 1 1]3]| —-1xr01 0 2-—-11]2]+2xr02 00 -1 41 —1x
1-2-1]1/) —1xr01 0—-1-31|0/ +1xr02 00—-3| -1/ —3xx03
100 8 100 100 8
010 -1 010 010 -1
001 _4 = h(A)=h 001 =3, h(A|b)=h 001 _4 = 4.
000 | —13 000 000 | —13

KedZze h(A) = 3 sa nerovna h(A|b) = 4 (posledna rovnica 0 = —13 predstavuje neprav-
divy vyrok), tento systém linedrnych rovnic nem4 riesenie. m

Priklad 1.3.2. Rieste systém linearnych rovnic s tromi neznamymi x1, xo, x3

r1 + 3172 + x3 = 5
2%1 —+ T2 —+ I3 — 2
x1 + T2 + Swz = -7
3r1 — 220 + x3 = —3.
Riesenie.
Po pouziti riadkovych elementarnych tprav plati
1 31 5 1 3 1 5 1 3 1 5\ +3xr04
2 11 2 | —2xr01 0 -5—-1] -8 -1x 0 5 1 8 | +5xr04
1 15| -7]-txx01 7|0 =2 4|12 -ix 7|0 1-2| 6[+1x04 "
3—-211] -3/ —3xr01 0—-11 -2 | —18/) —2xr02 0-1 0| -2/ —1x
10 1| -1\ —1xr02 100 1 100 1
00 1] -2 001 | —-2| —r03 010 2
00-2| 4|+2x02 1 000| 0f—=r04a " [001|-2
01 O 2 010 2/ — 102 000 0

Plati h(A) = h(A|b) = 3 a systém m4 jediné rieSenie 1 =1, 22 =2, 23 = —2. &
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Priklad 1.3.3. Rieste systém linearnych rovnic so Styrmi neznamymi x, xo, 3, T4

1 + 3x9 — 223 + x4 =1
2I1+ I2+ I3+£L‘4:2
$177Z2+ 81‘3*5&111
201 — 9z + 11y — 24 = 2
xr1 — 2209 + 3x3 =1.
Riesenie.
Po pouziti riadkovych elementarnych tprav plati

1 3-2 11 1 3-2 1]1\ +5x%

2 1 1 1]2]|-2x01 0 =5 5—-1]0]|-1x

1 -7 8—-1|1|-1xr01 ~] 0—-=10 10 -2 0| —2xr02 ~

2-9 11 -1 | 2| —2xr01 0—15 15 -3 | 0] —3xr02

1-2 3 0|1/ —1xro1 0 =5 5—-1|0/ —1xr02
515 —-105 | 5\ —3xr02 /50 525
05 —511/0 05-5110

~loo oo0]o ~lo00 oo0lo], tj ™ . fg?if‘*:g
00 00]0 00 00]0 2 3 4=
00 00]0 00 00/0

Ak zvolime X3 = t3, x4 = ty4, l3,14 GR, potom bHxy = 5 — bty — 2ty, bxy = Stz — 1y, t. j.
r=1—1t3— %1547 To =13 — %t4. Kedze parametre t3, t4 st lubovolné, mézeme namiesto
t4 zvolit 5t4 a vyhneme sa zlomkom. Potom plati 3 = t3, x4 = bty, dHx1 = 5—5t3 —2-5ty,
Bro = bty — bty, t. j. x1 = 1 — t3 — 2ty, xo = t3 — t4 a rieSenim je kazda usporiadana
Stvorica (1 — tg — 2t4;t3 — tq4;t3;5t4) = (1;0;0;0) + ¢3 (—1;1;1;0) + ¢4 (—2; —2;0;5), kde
t3,t4 € R st lubovolné parametre. m

Ak b = O,,%1 (nulovy stipcovy vektor), potom systém nazyvame homogénny.
Ak b # O,,x1, potom systém nazyvame nehomogénny. Maticou A je jednoznacne
uréeny homogénny systém a rozsirenou maticou (A|b) je jednoznacéne ureny nehomo-
génny systém linearnych rovnic.

1.3.1 Homogénne a nehomogénne systémy linearnych rovnic

Rozsirend ekvivalentnd matica (1.1)) mé v pripade homogénneho systému linedrnych
rovnic Az = © po vynechani nulovych riadkov tvaIE

ci1 0 -+ 0 crpgg1 - cin | O ci1 0 -+ 0 crpq1 -+ Cin

0 C PRI 0 C o-oC 0 0 C P O C v-oC
Cley=| | 2. e Jresp. | o o

0 0 -~ cprcCrkgr " Con | O 0 0 -+ cpk Chkt1 " Ckn

pri¢om c¢;; # 0 pre vSetky i=1,2,... k a plati h(A|®) = h(A) = k < n. To znamen4, Ze
homogénny systém linearnych rovnic ma vzdy riesenie.

16y pripade homogénneho systému sa nezvykne pisat nulovy stipec ® na pravej strane, pretoze pri
jednotlivych dpravach sa nemeni a stile zostava nulovy.
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Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 33

Ak k=mn, potom jedinym riesenim je T; = ;=0prei=12,...,n To znamena, ze
homogénny systém Ax = @ m4 prave jedno tzv. trividlne riesenie = = (0;0;...;0)7.
Ak k <n, potom systém Az = © m4 nekonecéne vela rieSeni (T1;Tz;...;%n)7
v tvare T; = — "‘“ka — = ’”tn prei=1,2....k, Tpr1 = ths1,-.., Ty = ty, kde

tkt1,-..,tph €R s lubovolne Pre tk+1 = =t, = 0 dostaneme trividlne riesenie.

Poznamka 1.3.1. Vsetky usporiadané n-tice redlnych cisel tvoria linearny priestor s di-
menziou n a neutrdlnym prvkom @, = (0;0;...;0). RieSenie & homogénneho systému
Ax =0 maozZeme povazovat za usporiadanii n—tictﬂ x=(x1;m;...;2,) ER".

Nech Ax=0 je homogénny systém m linedrnych rovnic s n nezndmymi. Trividlne riese-
nie ©,=(0;0;...;0) md homogénny systém vidy. Nech c€ R, nech uw=(u1;us;...;uy),
v=(v1;02;...; vn) su riesenia systému Ax=0, t. j. Au=0, Av=0. Potom plati

Alut+v)=Au+Av=0+0 = 0O, A(cu) =cAu=c® =0,
t. j. u+ v, cu su tiez rie§eni4§| systému Ax = ©. To znamend, Ze vSetky rieSenia

systému Ax=0O tvoria linedrny podpriestor priestoru vsetkych usporiadanich n-tic
redlnych cisel. Pre k = n md systém iba trividlne riesenie a tento linedrny priestor sa

rovnd jednoprvkovej mnozine {(0;0;...;0)}. Pre k < n mdzZeme riesenie vyjadrit v tvare
(T1; T2 -3 T a:T+1; Thy2; - -ﬁ) =
_ (_Cikt1 k+2 _ Cin Cakt1 kt2 . ._Cony .
_( ci1 b1~ ci1 bh+2 T en bni — ca2 trt1 ca2 bht2 c22 bns -
Ck k41 1»1\+2 Ck . . . . —
. Creke tk tk‘+27 7(5kkt”7 tk+17 tk+2’ ceey tn) -
. _Clk41., _ C2k+41. . CkE41.,
=t (T -2 L 10 5 0)+
_Clkt2, _ C2ki2, . _Ckkt2,
+tgra o oy 0 S o ;01 ...;0)+
. _Cin. __C2n. Ckn .
(=G =22 CH,OO i 1),
kde tigy1,...,t, € R je n—k vhodne zvolengch cisel. To znamend, Ze usporiadané n-tice
_Clk41. _ C2k+1., . _CkEk+1.1.0. . _Clk+2.  C2k+42. . (kk+2
( e T e T e 105 0), ( e T e T e 0515 50), ...,
(f%; —Ln; - ?’;Z ;0;0;...;1) sd bdzou (bdzickymi rieSeniamsi) pre poradw neznd-
mych T1,T2,...,Ty, G d7mﬁn77(1 priestoru je n — kB

Priklad 1.3.4. Rieste homogénny systém linedrnych rovnic

T4 — X2 — 203 — x4+ x5 =0
r3 + 2x4 + w5 =0
203 + 4dxy + 225 =0
T, — X9 — T3+ x4 + 225 = 0.
Riesenie.
Nulovy stlpec na pravej strane nie je potrebné pisat, pretoze stale zostdva nulovy.

1-1-2-11]0 1-1-2-11]0\ +2xr02 1-1033]0
00 1 21/0 00 1 210 0 012110
0 0 2 42|0f-2x027]10 0 0 00]0 ~10 0000]0
1-1-1 12]0/ —1ixro01 0 0 1 210/ —1xr02 0 0000|0

17Intuitivne sme rieSenia pisali ako usporiadané trojice, resp. Stvorice aj v predchadzajucich prikladoch.

18, ubovolna linedrna kombindcia rieseni daného homogénneho systému je opit jeho rieSenim.

19Pri praktickom rieSeni systémov poradie nezndmych nie je potrebné menit. Vyber nezndmych, ktoré
st volitelnymi parametrami je zrejmy z vypoctu.
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Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 34

Dostali sme novy ekvivalentny homogénny systém s dvomi rovnicami a piatimi nezna-
mymi x1 —x9 + 324 + 325 =0, x3 + 224 + x5 = 0.
Takze mame tri voliteIné nezname zo =to, x4 =t4, v5="15, kde to, t4,t5 € R. Potom plati
T1 = X9 —3x4—3T5 = to—3t4—3t5, v3 = —2x4—x5 = —2t4—t5. RieSenim je usporiadand
pitica (x1; To; 3; T4;25) = (to—3ty—3ts; to; —2ty—ts; ta; ts), ta, ta, t5 € R. Dalej plati
(ta—3ty—3ts;ta; =2ty —t5ita;ts) = ta (1;1;0;0;0) 414 (—3; 05 —2;1;0)+¢5 (—3;0; —1; 05 1).
To znamena, ze vSetky riesenia systému tvoria trojrozmerny linedrny priestor s bazickymi
rieSeniami (1;1;0;0;0), (—3;0; —2;1;0), (—3;0; —1;0;1). m

Nech Az =0b je nechomogénny systém m linedrnych rovnic s n nezndmymi. Nech u, v
st dve Tubovolné jeho riesenia, t. j. Au=b, Av=>b. Potom pre ich rozdiel u — v plati

Alu—v)=Au—Av=b-b=0.

t. j. w — v je riesenim homogénneho systému Ax = ©. Potom existuje rieSenie w ho-
mogénneho systému Ax = O také, Zze plati w = w — v, t. j. u = w + v. To znamena,
Ze ak pozndme rieSenia homogénneho systému (tvoria linedrny priestor — rieSenie w
sa dd vyjadrit ako linedrna kombindcia bézickych rieSen{), potom ndm staci ndjst jedno
Iubovolné riesenie nehomogénneho systému a mame urcené vsetky jeho riesenia. Tito
vlastnost nazyvame vlastnostou superpozicie riesenia.

Priklad 1.3.5. Rieste nehomogénny systém linedrnych rovnic (vid priklad [1.3.4])
Ilfl‘gle‘g* T4 + CC5:74

T3+ 2x4+ 25 = 6
2x3 + 4dxy + 225 = 12

T4 — X2 — X3+ x4 + 225 = 2.
Riesenie.
Ulohu riesime rovnako ako pri homogénnom pripade.
1-1-2-11[-4 1-1-2-11[-4\ +2xr02 1-1033]8
0 01 21| 6 0 01 21| 6 0 012116
0 0 2 42|12]-2x02"[0 0 0 00] 0 1o ooo0o0|0]
1-1-1 12] 2/ —1xr01 0 0 1 21| 6/ —1xr02 0 000010

Ak polozime zo =tg, x4 =14, x5 =15, ta,t4,t5 € R, potom pre zvysne dve nezndme plati
r1 = 8+x9—3x4—3x5 = to—3ty—3t5, r3 = 6—2x4—1x5 = 2t4—1t5. RieSenim je
(21525 w33 a3 05) = (8412 —3ts—3t5; to; 6—2ta—t5; ta; t5) =
= (8;0;6;0;0) + 12 (15150505 0) + 4 (=35 0323 1;0) + 5 (=3;0; =15 05 1), t, 4, t5 € R,
pricom (8;0;6;0;0) je (jednym) rieSenim nehomogénneho systému a péatice (1;1;0;0;0),
(=3;0;2;1;0), (—=3;0;—1;0; 1) st bazickymi rieSeniami homogénneho systému. m
Poznamka 1.3.2. Ak v predchddzajiicom nehomogénnom systéme v poslednej rovnici

nahradime pravi stranu inou hodnotou, napr. r1 —xe —x3+ x4+ 2x5 = 0, systém nebude
mat riesenie. Hned po prvej iprave dostaneme dve rovnice s roznymi pravymi stranami

a po ich odcitani v dalsom kroku neriesitelnid rovnicu 0 = —2.
1-1-2-11|-4 1—-1-2—-11/|-4\ +2x102 1-1033| 8
0 01 21| 6 0 01 21| 6 0 0121 2
0 0 2 42]|12| —2xr02 0 0 0 00] O 0 0000} O
1-1-1 12|0)/ —1xx01 0 0 1 21| 4/ —1xr02 0 0000]-2
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Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 35

Speciilne systémy linedrnych rovnic

Uvazujme systém linedrnych rovnic Az = b s rovnakym poctom rovnic a nezné-
mych n. Nech A = (a;;)nx, je reguldrna, t. j. det A # 0. Potom h(A) = h(Alb) = n
a systém Ax = b mé préve jedno rieSenie (Frobeniova veta|l.3.1). Po vyndsobeni rovnosti
b = Ax zlava inverznou maticou A~' dostaneme rovnosti

A=A Az)= (A 'A)x = E,x = z.

. ez e~ . 2 2 4 —1
Potom jediné riesenie daného systému ma tvar € = A~ b, resp.

T Ay Ay oo A by bi1Ai1 +boAor + -+ by Ant
ro | 4 Aig Agg -+ Apa ] b | biAia +boAss + -+ by Ao

T detA .. T detA
Tn Aln A2n e Ann bn blAln + b2A2n + -+ bnAnn
Oznac¢me pre i=1,2,...,n symbolom B; maticu, ktord vznikne z matice A nahrade-

nim ¢-teho stipca stipcovym vektorom b:

bi a2 - aip ann bi - a, ail a2 - by

by azp -+ asy as bz -+ ag, a1 a2 -+ by
Bl: ... DY DRI ’B2: DY . 7-~-’Bn: .

bn Ap2 " Apn an1 bn s Opp apl p2 - - bn

Pre i =1,2,...,n predstavuje b1Ay; + boAg; + -+ 4+ by Ay Laplaceov rozvoj podla
i-teho stlpca matice B;, t. j. by A1; + boAg; + - - + by Ap; =det B;. Potom plati

x1 A Aoy - A b1 det B4

T2 1 Ag Aoy --- Apa bo det B,
z=| " |=ATb=gx | T T T mweal

Tp Aln A2n Ann bn det Bn

Takéto vyjadrenie jediného riesenia systému linearnych rovnic Ax = b s reguldrnou ma-
ticou A sa nazyva Cramerovo pravidlo.

Poznamka 1.3.3. Praktické pouzitie Cramerovho pravidla je zloZitejsie, pretoZe je po-
trebné vypocitat n+1 determinantov stupna n, kym pri pouziti Gaussovej alebo Jordanovej

elimindcie vystacime s dpravou jednej matice typu n x (n+1).

Priklad 1.3.6. Rieste homogénny systém linedrnych rovnic
—x1+ 210 +23=1
r1 — X9 +x3 =1
xr1 + 19 — Tr3 = 1.

Riesenie.
-1 1 1|1\ —-1x -1111]1 1-1-11|-1 10011
1 -1 1]1] +1xr01 ~ 00212]~10 0 1 1]~1010}1
1 1-11]1/) +1xr01 0202 0 1 0 1 0011

Systém ma jediné riesenie x1 =1, zo =1, x3 =1, t. j. 11 = 29 = x3 = 1.
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Iné riesenie.
Pre inverzni maticu systému plati

-1 1 1(100\ —2x 2 —-2-21-200\ 4+1xr02+1xr03
1-1 1010 | 4+1xr01 ~[ 0 O 2] 110 ~
1 1-1]001/ +1xro01 0 2 0 101
200]011 200|011 011
~(002|110 | =3 ~[020[101]) = A'=1[101
0201101/ — r02 002|110 110
011 1 1
RieSenie ma potom tvar x = A b= % 101 11=(1],tj z1=wo=23=1.
110 1 1

Iné riesenie.
Pri pouziti Cramerovho pravidla musime vypocitat 4 determinanty. Najprv musime ove-
rit, ¢i vobec tuto metédu mozeme pouzit. To znamend, ¢i plati det A # 0.

-1 1 1 —-111 —-111
det A = 1 -1 1|+ix01 =| 002|—=1w03 =—| 020|=—(-1)-2-2=4,
1 1-—1|+1xr01 020]|—r02 002
1 1 1 1 1 1
det By =|1-1 1|-1xr01 =|0-2 0| =4,
1 1—-1|-1xr01 0 0-2
—11 1|-1xr02 -20 0 20 0
det B, = 11 1 = 11 1 +%><r01 = 01 1|=4,
11 —1]-1xr02 00 -2 00 -2
—1 11|-1xr03 -2 00 -2 00
detB3=| 1—-11|-1xr03 =| 0-20 = 0-20|=4.
I 11 1 11| +3x101+3xr02 0 01
Riesenie ma potom tvar xy= d(f;il = % =1, x0= d(f(ft]% :%:1, T3= ‘ff;ti?’ :%:1 [

1.3.2 Vlastné hodnoty a vlastné vektory matice

Nech A=(a;;)nxn, n€N je stvorcovd matica, ktorej prvky su redlne ¢isla (vSeobecne
to mézu byt aj komplexné ¢isla). Cislo ¢ sa nazyva vlastna (resp. charakteristicka)
hodnota (resp. ¢islo) matice A, ak existuje nenulovy stlpcovy vektor = # © taky, ze

aip a2 - QAip Z1 Z1
. a1 A2 -+ G2 T2 X2

Az =z, t.]. B =4
Anpl Gp2 - Anpn Tn Tn

Vektoﬂ x# O sa nazyva vlastny (resp. charakteristicky) vektor matice A prisla-
chajici k vlastnej hodnote 0.

20Tento systém mézeme vyriesit jednoducho iba s pouzitim obyé¢ajného sedliackeho rozumu. Ak zvizime
symetriu koeficientov pri nezndmych premennych navzajom a rovnaké ¢isla na pravej strane, dostaneme
r1 = x2 = x3 a po dosadeni do niektorej z rovnic dostaneme riesenie 1 = x2 = x3 = 1.

2INulovy vektor je rieSenim pre kazdé §, pretoze A® = O = §O.
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Kedze plati * = E,, @, potom mo6Zzeme rovnost Ax = dx upravit
Ax=0x=0E,x & O =Ax—E,x = (A—-J0E,).

Rovnost (A —dE,,)x = © predstavuje homogénny systém n linedrnych rovnic s n nezné-
mymi. Tento systém mé netrividlne rieSenie & #© préave vtedy, ak h(A —JE,,) < n. To
znamend, Ze matica A — §E,, musi byt singuldrna, t. j. det (A — 6 E,,) #0. Detereminant

ain —90 a2 t A1n
det (A—0E,)=| 21 @270 G g gn el ys 4 by
an1 An2 ot App — 6

je polyném stupna n s readlnymi koeficientami a nazyva sa charakteristicky polyném
matice A. Rovnicalfl det (A—6E,)=(—1)"0" 4+ by,_10""1 + - + 510 + by =0 sa nazjva
charakteristicka rovnica matice A. Jej korenmi st vlastné hodnoty matice.

Ak je 0y vlastnou hodnotou matice A, potom k nej prislichajici vlastny vektor « je ne-
trivialnym riesenim homogénneho systému (A~ E, )z = ©. Cislon—h(A—6,E,,), t. j.
defekt matice A—dgE,,, sa nazyva geometricka nasobnost vlastnej hodnoty ¢y ma-
tice A a udéva maximéalny pocet linedrne nezdvislych rieSen{ systému (A — o E,)x = O,
t. j. dimenziu linedrneho priestoru vsetkych vlastnych vektorov prislichajucich k vlastnej
hodnote &g. Nasobnost vlastnej hodnoty &g ako korena charakteristickej rovnice budeme
nazyvat algebraickou nasobnostou vlastnej hodnoty ¢; matice A. Geometrickd né-
sobnost vlastnej hodnoty &y je vZdy mensia alebo rovné jej algebraickej nasobnosti.

Vlastné vektory zodpovedajiuce roznym vlastnym hodnotdm matice A su
linedrne nezavislé.

Poznamka 1.3.4. Charakteristickd rovnica (—1)"6™ + b, 16" L+ +b 5 + by =0 md
sice vsetky koeficienty redlne cisla, ale jej korene mozu byt aj komplexné cisla.

Ak md rovnica s redalnymi koeficientami komplexny koren a+13, potom ma aj komplexne
zdruzeny koren o —if3. To znamend, ze ak md charakteristickd rovnica matice A kom-
plexné korene, potom ich je parny pocet. Ku komplexnym vlastnym hodnotam prindlezia
komplexné vlastné vektory.

Ak 6 = a+1p je komplexnd vlastnd hodnota matice A a k nej prislichajici vlastny vek-
tor jex =uw+iv (r; =u; +iv;, 1=1,2,...,n), potom ku komplezne zdruZenej vlastnej
hodnote 6 = o — i3 prislicha komplezne zdruZeny vlastny vektor T = u — iv.

Priklad 1.3.7. Urcte vlastné hodnoty a k nim prislichajtce vlastné vektory matice

212
A=|[212
113
RieSenie.
Pre charakteristicki rovnicu det (A—JdE3)=0 matice A plati
2=6 1 2 |-1x102 —0 0 0 |+6x -1 1 0
2 1-6 2 =12 1-0 2 =02 1-0 2 |+2xr01 =
1 1 3-6§ 1 1 3-§ 1 1 3—4§|+1xr01

22Permutdcia, ktord uddva stupeii polynému je (a11 —6)(azz —8) - - - (ann — ) a koeficient b, = (—1)™.
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-1 1 0
=8| 0 3-0 2 |=8(-1)(-1)?
0 2 3-¢

= —0(3-6-2)(3—642) = —0(1-08)(5—-6) =0 & & =0, & =1, d3 = 5.

33— 2
2 3-¢6

’ =-6((3-6)>—-2%) =

Pre kazdua vlastni hodnotu ur¢ime vlastné vektory tak, ze vyriesime homogénny systém

(2—(5)371 + To + 203 =0 2—56 1 2
2rx1 + (1—5)1‘2 + 203 =0, t.j. 2 1-6 2
1 + T9 + (3—5).733 =0 1 1 3-§
212\ —1xr02 0 0 O 00 0O\ —ro3 10 -1
212 | —2xx03 ~| 0-1-4]-1x ~[01 4 ~l01 4
113 1 1 3/ +1x02 10 -1/ =101 00 0

Ak polozime x5 =t, potom x1 =x3=t, xo = —4x3=—4t, t. j. vlastné vektory prislichajice
k 0; = 0 maji tvar &= (t; —4t; )T =t(1; —4; 1)T, kde t€ R, t #0.

112 1 1 2\ +ixr02 101
202 | —2x01 ~[0-2-2]-1x ~[|011
112/ —1xr01 0 0 0 000
Ak polozime x3=t, potom x1=—x3=—t, xo0=—x3=—1, t. j. vlastné vektory prislicha-

juce k 6o = 1 majt tvar & =(—t; —t;t)T =t(—1; —1;1)T, kde t€ R, t#0.

-3 1 2\ +3x103 0 4—4)\+5x 01—-1\-1xr02 (00 O
24 2 |-2x003~[0-6 6]-1x~[01-1 ~l01-1
1 1-2 1 1-2 11-2)-1xx02 \10—1

Ak polozime x3 =t, potom xy =x3 =1, x9 =x3 =1, t. j. vlastné vektory prislichajice
k 03 = 5 maji tvar = (t;;t)T =t(1;1;1)7, kde t € R, t#0. m

Priklad 1.3.8. Urcte vlastné hodnoty a k nim prislichajtce vlastné vektory matice

11 1

A=1[101 0

00 -1

Riesenie.

Charakteristickd rovnica det (A—dE3) = (1-6)*(=1—6) =0, t. j. 12 =0, 65 = —1.
01 1 +%><r03 010 010 t 1
00 0 ~[000]| =3 ~[001] = 2z={0]=¢t[0
00-2/ —1x 001/ —r02 000 0 0

2

Dostali sme dve rovnice x5 = 0, x3 = 0. Vlastné vektory prislichajice k dvojnédsobnej
vlastnej hodnote §1 2 = 0 maji tvar x=(¢;0;0)7 =¢(1;0;0)7, kde t € R, t#£0.

211\ —1xw02 (201 —t -1

03 = —1 020 ~1020| = z=|—-t]|=t|—-1],teR, t#0.
000 000 2t 2

Ak polozime 23 =t, potom 1 =z =—1 —3t;

23 =—3t, t.j.x=(—1t;-1t;)T, te R, t#£0.
Lepsie je zvolit x3=2t, t. j. ®=(—t; —t;2t)7, t€ R, t#0, aby sme sa vyhli zlomkom. m
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Priklad 1.3.9. Urcte vlastné hodnoty a k nim prislichajice vlastné vektory matice

3 2-1
A=1-1 3 1
Riesenie. 0 1 2
Charakteristickd rovnica ma tvar
3—60 2 -1 2 -1
~13-6 1 |=(-1)"3-9) 3—=6 1|+ (=1)**(-1) =
0 1 2-§ 1 2-§ 1 2-9

= (3-0)[(3=8)(2—9) — 1]+ [2(2—0) + 1] = (3—6)*(2—6) — (3—0) + (5—20) =
=(6-3)%(2-0)+ (2—6) = [(0-3)> +1](2-9) =0 < 6, =2, dp3 = +i+3.

12 -1\ —2xr03 10 -1 10 -1
0 =2 —11 1] +1xr01-3x103 ~| 00 O] —=103~|01 O
01 O 01 0/ —r02 00 O
Vlastné vektory maji tvar &= (¢;0;t)T =(1;0;1)7, kd@tec, t#£0.
i2 -1\ —ix 1-2i i 1-21i i —2x102
—1i 1 ~l =1 i 1 | 4ixe0r ~[ 0 =i 141 | 4ix ~
01i—-1 01 i—-1 01 i—1
10 —i-2 10 —i-2
~[01-1+i ~lo1 i1, &y @ T (H2es=0

01 i—-1/ —1xr02 00 0

Ak polozime x3=t€ C, potom z1=(14+2)zg=(2 4+ i)t, za=—(1—1)z3=(1 — i)t. Vlastné
vektory prislichajice k 62 = 3 —1i maji tvar x=((2 +1i)t; (1 —i)t; )T =t(2 +1i;1 —i; 1),
kde t € C, t # 0. Vlastné vektory prislichajice k d3 = 3 + i maju potom komplexne
zdruzeny tvar £=t(2 —i;1+1i;1)7, kde t€ R, t#0. m

1.3.3 Matice a linearne zobrazenia

V predchadzajicich castiach sme matice Studovali v stvislosti so systémami linedrnych
rovnic. Matica typu m x n reprezentuje nejaké linedrne zobrazenie R™ — R™ a naopak
kazdé linearne zobrazenie sa dé reprezentovat nejakou maticou.

Uvazujme maticu A = (ajj)mxn, M,n € N s redlnymi prvkami. Potom zobraze-

nie f: R" — R™ definované pre = (z1;22;...;7,)’ € R" predpisom f(x)= Az, t. j.
fi(z) aip aiz -+ Qip T 1121 + A12%2 + +++ + A1 Ty
flz)= fa(x) _| @21 a2 --- a2 T2 | _| @121 + a2 + - - + A2p Ty
fm(a:) Am1 Am2 *** Amn Tn Am1T1 + Am2T2 +---+ AmnTn

je linedrne zobrazenie. Stipcovy vektor @ méa n zloziek a obraz f () je tiez stipcovy vektor
a ma m zloziek f;(x) = fi(z1;x0;...;2n) = 11 + Giox2 + -+ + iy, 1=1,2,...,m.

23Kedze rieSenia charakteristickej rovnice st komplexné ¢&isla, budeme predpokladat, ze volitelny pa-
rameter ¢ je tiez komplexné cislo.
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Ak uq,us,. .., u, je baza linedrneho priestoru R™, potom kazdy prvok u € R™ mbzeme
vyjadrit ako linedrnu kombindciu w = ayu; + asug + - - - + ap iy, kde [ag; as;. . .5 ay) st
stradnice vektora u v baze ui, us, ..., U,.

Zobrazenie f(x)= Az je linedrne a i-ty stipec matice A tvoria stradnice prvku f(u;)
v prislusnej (usporiadanej) baze v, va, ..., v, linedrneho priestoru R™, t. j.

f(ui):ah-'vl + aoiV2 + -+ AV, 1=1,2,...,n

Maticu A= (a;j)mxn Nazyvame maticou linedrneho zobrazenia f v usporiadanych
bazach uq,us,..., , U, linedrneho priestoru R™ a v, vo, ..., , V., linedrneho priestoru R™.
Zobrazenie f je linearne, takze plati

f(u) = flaaur + agua + -+ + apuy) = ar f(ur) + aaf(uz) + -+ + an flu,) =
= a1(a11v1 + a21V2 + -+ Am1Vm) + a2(a12V1 F a22V2 + -+ ApaU) + -
4 an(a1,01 + a2pV2 + -+ A Um) =
= (@101 + a1 + -+ - + 1,0 )1 + (a2100 + ag202 + - - 4 A2p 0y )V 4 - - -
ot (amiar + ameaz + 0+ Apn@n )V, = P11 + Pav2 + -+ Brvm.

Teda [a1; ;. . . ; ] st siradnice prvku u v béze uq, us, . . ., uy, linedrneho priestoru R™,
[B1; B2; - . .5 Bm] st stradnice f(u) v béze vy, va,..., v, linedrneho priestoru R™ a plati
B aip Qi2 - Ain Qg B 851
. as1 Q2 *+ @ o) a
B—Aa. t ] Ba | _| a1 a2 20 2| kde p= B2 o= | @
Bm Am1 Gm2 *° Gmn Qp ﬁm Qp

Priklad 1.3.10. Urc¢te maticu linedrneho zobrazenia f: R® — R?, ak pre zobrazenie f
plati f((1:2;3)7)=(-1;=3)7, f((2;1;3)" )= =3)%, f((2:1;1)")=(2;1)". Bazy v pries-
toroch R?, R? st kanonické, t. j. (1;0;0)%, (0;1;0)7, ( :0; )T resp. (1;0)7, (0;1)7.
Riesenie.

Matica A=(a;;)2x3 bude typu 2 x 3. Vzhladom na kanonické bazy, budd mat dané prvky
stradnice totozné s ich zlozkami. Potom musi platit 8 = Aa, t. j.

1
=1\ _ (a1 a12 a13 o | = [ + 2a12 + 3ai3
-3 az1 a2 a3 3 a1 + 2a2 + 3az3
2
4\ _ (a1 a2 a13 1= 2a11 + a1z + 3a13
-3 az1 a2 a3 3 2a21 + a2z + 3asz3
2
2\ _ (o1 a12 a3 1= 2a11 + a1z + aiz
1 az1 a2 a23 1 2a91 + ag2 + ags )’

Dostaneme dva systémy troch linedrnych rovnic s tromi neznamymi

aill —+ 2a12 + 3(113 = 71 as1 =+ 2(122 =+ 3CL23 = *3
2a11 + a2 + 3a13 = 4 2a21 + a9y + 3azz = —3
2a11 + a2 + aiz = 2, 2a21 + az + a3 = 1.
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Tieto systémy maji zhodné matice, rozsirené matice systémov maji roznu iba pravi
stranu. Takze mozeme vSetky elementarne upravy vykondvat sucasne a spojit ich zapisy.

123 |-1 123 (-3 123]1—-1]1-3
213 41, resp. 213 |-3 = 213 41 =3 ] —=1xr03 ~
211 2 211 1 211 2 1
123]1—-1]1-3 f%XrOQ 120 (-4 3
~1 002 2|1—4 +%>< ~1001 1(-2 ~
211 2 1) —1xr02 210 1 3/ —2xr01
1 20|—4 3 +§xr03 100 2 1 100 2 1
~10 01 11-2 ~1001 1|-2|—-r03~|010]-3 1
0-30 9|1-3/ —1x 010]-3 1/ —r02 001 1]1-2

3

Dostali sme a11 =2, a1o=—3, a13=1, resp. as1 =1, aso =1, as3=—-2, t. j.

2-3 1
A_<1 12).-

Nech uq,us,...,u, je usporiadana baza linedrneho priestoru R", vi,vs,...,0, je
usporiadand béza linedrneho priestoru R™ a wi,ws, ..., wy je usporiadana baza linear-
neho priestoru R*, kde n,m,k € N. Nech f: R* — R™ je linedrne zobrazenie reprezen-
tované maticou A = (a;j)mxn v usporiadanych bazach wi,us,...,u, a v1,V2,..., U,
nech g: R™ — R* je linedrne zobrazenie reprezentované maticou B = (b;;)kxm Vv uspo-
riadanych bazach vq,ve,..., v, a wi, wa,...,wg. Oznaéme u € R*, v = f(u) € R™,
w = g(v) = g(f(w)) = (g0 f)(u) € R".

Ak [ag;a9;. .. ;] st stradnice prvku w v bdze uy, ua, ..., Uy, [B1;52;...;0m] st
suradnice prvku v v bdze v1,va, ..., Um, [Y1;72; - - - ; Yk st siradnice prvku w v baze wq,
w, ..., wy avektory o = (ar;ag; .. ;o) B = (815 Ba; - Bm) sy = (5 v25 -5 v) "
su stlpcové vektory prislusnych siradnic, potom plati

B=Aa, ~v=Bp=B(Aa)=(BA)a.

To znamens, 7e matica zloZeného zobrazenia g(f): R" — R* v usporiadanych bazach

UL, U,y ..., Uy & W, W, ..., W je C=(c;j)rxn=DBA.

Nech wq,us9,...,u, a v1,vs,...,v, su dve usporiadané béazy priestoru R™, n € N.
Predpokladajme, Ze linedrne zobrazenie f: R™ — R™ reprezentované v usporiadanych ba-
zach uy,Us, ..., Uy & V1, V2,...,V, maticou A=(a;j)nxn je bijektivne. V tomto pripade
musi byt matica A reguldrna, teda k nej existuje inverzng matica A~

Ak [ag; 25 .. .5 o] 80 stradnice prvku w € R™ v bdze uq, ua, ..., Un, [B1;52; .- -; Bm]
st stradnice prvku v = f(u) € R" v baze v1,va, ..., v, a vektory a = (ag;as;...;a,)7,

B = (B1;P2;-..;Bm)T st stipcové vektory prislusnych stradnic, potom plati
B=Aa, A'p=A"'Aa)=(A'A)a=a, t.j a=A"'p

Matica inverzného zobrazenia f~': R" — R" k zobrazeniu f: R" — R" v usporia-
danych bézach vy, va,..., v, & w1, Us, ..., ug je A .

Priklad 1.3.11. Urcte matice linedrnych zobrazenia f: R> — R? a f~!: R> — R?, ak
pre zobrazenie f plati f((1;2)7)=(3;1)T, f((2;1)7)=(1;2)T pri kanonickych bazach.
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Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 42

Riesenie.
Matica A= (a;j)2x2 zobrazenia f bude typu 2 x 2, suradnice prvkov budd totozné s ich
zlozkami. Pre stradnice potom plati 8 = Aa, t. j.

3\ _(ana (1) _ (an+2a LY _ (e a2 \(2)_ (2611 + a2
1 a1 az J\ 2 a1+ 2az2 )’ 2 a1 az J\ 1 2a01 +ags )’

Dostaneme dva systémy dvoch linedarnych rovnic s neznamymi aq1, @12, resp. asy, ao2

a1 + 2a12 = 3 as1 + 2a99 =1 1231\ —2xr02
2a11 + a2 =1, 2a91 + a9 =2 21 (112 —2xr01
-3 0 1]1—-3\ —1xr02 30|1—-113 - A-1 —-15
0-3|-5 0/ —1xr01 03 510 3 30)°

Matica A~} = (z4)2x2 zobrazenia f~! bude tieZ typu 2 x 2, prifom a = A8t .

1\ (xi1 22\ 3 _ (311 + 212 2\ (i wi2 \( 1\ _ [ x11+ 2202
2) \zo1 x2 J\ 1) \3Bwar +x22 )’ 1) \@o1 @a2 J\2) \@a1+ 2w )

Dostaneme dva systémy linedrnych rovnic s dvomi neznadmymi x11, T12, resp. Ta1, T2

3r11 + r12 =1 3To1 + x99 = 2 31|12\ —-3xr02
r11 + 2712 = 2, To1 + 2x99 = 1 121211/ —2xr01
0—-5]—-5|—1\ —1xr02 051]5]1 501013 1 1{05
~ ~ ~ = A — 1
-5 0 0]—-3/ —1xro1 501013 05151 5\31)/)°

Ak vyuzijeme vlastnost, ze inverznym zobrazeniam zodpovedaju inverzné matice, plati

a=3(50) awa=jom= At (577)=4(5])

Poznamka 1.3.5. Stradnice proku u=(1;2)" v kanonickej bize uy = (1;0)T, ug = (0; 1)T
sa rovnaji jeho zlozkdm, t. j. [1;2]. Analogicky si siradnice prokuv= f(u)=(3;1)T v tejto
baze [3;1]. Ak oznacime a, resp. B stl/pcové vektory tychto suradnic, potom a=wu, B=v
aplati B=Aa, a = A8, t. j. v=Au, u= A tv:
05 3
(1)

(=(5)0G) (3)-

Uvazujme linedrny priestor R, n€ N. Nech uy, uo, ..., u,, resp. r1,7a, ..., T, su dve
rozne bazy tohto priestoru. Zaujima nés ako sa zmenia siradnice nejakého prvku w pri
prechode od bazy w1, us, ..., u, k baze r1,72,...,7,, t. j. vztah medzi jeho siradnicami
[a1; Q2. .. ;] v bze wp, ua, . .., u, a suradnicami [p1; p2;. .. ; pm] v bdze 71,79, . .., Th.
Hladdme linedrne zobrazenie f: R™ — R™ pomocou, ktorého vypocitame zmenu siradnic.

Kazdy bazicky prvok ri,rs, ..., r, moézeme vyjadrit ako linedArnu kombinaciu prvkov
Ui, Us, ..., u, druhej bazy. Potom pre kazdé i=1,2,...,n existuju ¢isla p1s, p2i,-- -, Pni
(stiradnice prvku r; v bdze ui, us,. .., u,) také, ze

=

Ty = D1iW1 + Do + -+ Priy, 1=1,2,...,n.
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Ak mé prvok we€ R™ v baze uy,us, ..., u, stiradnice [ay; as;...;a,] a v druhej béze
T1,T2,...,Ty suradnice [p1; po;. .. ; pn), potom plati

U=0o1U + Uz + -+ Uy = P17 + P2r2 + -+ Pty =
= p1(p11ur + P21z + - - + ppity) + p2(praty + Protia + -+ Ppotiy) + -
o PPt + Ponty + - F Puntn) =
= (p11p1 +p12p2 + -+ Prapr)Us + (P21p1 + P22p2 + -+ Panpn)uz +
4 (Pn1p1 + Pnzpz + 0+ Panpn) Un.

Pre stradnice v jednotlivych bazach z toho vyplyva

a1 = p11p1 + Pi12p2 + -+ + DPinPn Qi P11 P12 Pin P1
Qg = p21p1 + P22p2 + - + DanpPn £ ] Qz | _ | P21 P22 - Pa2n P2
Oy = Pp1P1 + Pn2pP2 + < + PnnPn, Qp Pn1 Pn2 " Pnn Pn
Matica

P11 P12 - Pin
P— P21 P22 - P2n
Pnl Pn2 *** Pnn

sa nazyva matica prechodu od bazy ui,us,...,u, k baze r{,ro,...,r,. Matica P je
maticou linedrneho zobrazenia Px a je regularna. V opac¢nom pripade by nezabezpecovala
prechod od jednej bazy k druhej baze. Existuje teda inverzna matica P~

Ak oznadime a = (ai;ag;...;a,)7, resp. p = (p1;pa;...;pn)T stipcové vektory
stradnic prvku uw v baze wy, us, ..., u,, resp. v baze r1,rsy, ..., r,, potom pre transfor-
maciu stradnic pri prechode od jednej bazy k druhej platia vztahy

a=Pp, resp. P la=P (Pp)=np.

Priklad 1.3.12. Nech u; = (1;0)7, uy = (0; 1)T, resp. 71 = (2;3)T, 7o = (3; 1)7 st dve
bézy linedrneho priestoru R?. Uréte matice prechodu od jednej bazy k druhej a uréte
stiradnice prvku u = (—3;1)” v danych bézach.

Riesenie.
Pre vyjadrenie 71, ro pomocou w1, us plati 1 = pr1wg + p21Us, 7o = prat] + paous, t. j.

(3) = (0 (1) = () (1) = (5) o (1) - (32)

Potom pre matice prechodu P od w1, us ku r1, 75 a P 'od r1, T2 ku uy, us plat

P— P11 P12 _ 23 P_1: 1 P11P21 _ 1 1-3 _1 -1 3
P21 P22 31 )7 det P\ Py Poy -7\ -3 2 7 3-2)°

MdetP=1-3—-2-(=2) =7, P11 =43, Pa1 = =2, Pla = —(—2) = 2, Pas = +1.
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Kapitola 1. Zaklady linedrnej algebry 44

Prvok uw = (—3;1)7 m4 v baze u, uy stradnice [—3; 1] a v bze 71, 7o stiradnice [py; pa],
pre ktoré plati u = p171 + para:

-3\ 2 " 3 N 23| =3\ —1xx0143xr02 (70 6
1) =Pig) P21 31| 1) 43xr01-3xx02 ~\ 07| —11)
6. 11

5 —7] a transformacné vzorce pri zmene béaz pre suradnice

prvku w st (ag;a2)” = P(p1;p2)7, resp. (p1;p2)T = P~ (13 a0)7

()G () e 3 (L0)=4(52) ()

Uvazujme linedrne zobrazenie f: R — R™, m,n € N definované pre vsetky u € R"
vztahom v = f(u) = Au, kde A=(a;;)mxn je matica tohto linedrneho zobrazenia v bazach
U1, U, ..., Uy, linedrneho priestoru R™ a v, va,...,v,, linedrneho priestoru R™.

Nech 71,79,...,7, je bdza R" a s1,8s,...,8m je baza R™. Ulohou je uré¢it maticu
B = (b;j)mxn tohto linedrneho zobrazenia v bézach rq,rs,...,7, a $1,82,...,8m,. To
znamend, Ze chceme transformovat maticu linedrneho zobrazenia [ z jednej dvojice
baz wy,us,...,u, a v1,vs,...,V, na ind dvojicu baz ri,rs,..., T, a S1,82,...,8m.

Ak [ag;a9;. .. ap] st stradnice prvku w v bdze wy, us, ..., u, a [B1;82;...; Bm] s
suradnice prvku v = f(u) v baze v1,va,..., Uy, potom plati vztah 8 = Aa, pricom
a=(ap;a;...500)T, B=(B1;62;- -5 Bm)T s stipcové vektory prislusnych stradnic.

Analogicky plati ¢ = Bp pre [p1; p2;. . . ; pn] suradnice prvku w v baze r1,73,..., 7y,
[p1;©2; - . . ; om] suradnice prvku v=f(u) vbaze s1,82,...,8m, kde p = (p1;p2;...;pn)"
@ = (01;902; .. .;0m)T s stlpcové vektory prislusnych siradnic.

Dalej existuje matica P = (pij)an prechodu od bazy wi,us, ..., u, kury,ro,..., 7,
takd, ze a« = Pp, resp. p = P~ la. Taktiez existuje matica Q@ = (¢ij)mxm prechodu od
bazy v1,Va,...,Um ku 81,82, .., 8, takd, 7e B = Q, resp. o = Q' B.

Ak to zhrnieme, potom plati

¢=Q 'f=Q 'Aa=Q 'APp=(Q 'AP)p, t.j. B=Q 'AP.

Sturadnice u v baze rq, ro st [

)

Poznamka 1.3.6. Predpokladajme, ze f: R™ — R™ a Ze sa stotoznia bdzy uy,us, . .., Uy,
a v1,Vs,...,0,. Tiez predpokladajme, Ze sa stotoznia bazy r1,72,...,7y @ S1,82,...,8n.
Potom budi proky w, v= f(u) = Au budi vyjadrené v rovnakej baze uy, usg, ..., u, a ana-
logicky pruky w, v = f(u) = Bu v rovnakej bize ri,7r9,...,7,. Potom Q = P (matica
prechodu od bdzy wy, s, ..., U, ku bize r1,79,...,7,) a B = P lAP.

Jadro linearneho zobrazenia f: R" — R, m,n€ N nazyvame mnozinu
{ueR": f(u) =0,,}.

Jadro linedrneho zobrazenia f tvoria vietky prvky & = (z1;29;...;7,)7 € R" také,
7e f(x) = Az = O,,. Su to rieSenia homogénneho systému Ax = ©,, a tvoria linedrny
podpriestor priestoru R™.

Dimenziu linedrneho priestoru f(R") = {ve€R™: f(u) = v,u€ R"} nazyvame hod-
nostou zobrazenia f a dimenziu jeho jadra nazyvame defektom zobrazenia f. Hod-
nost, resp. defekt zobrazenia f sa rovnaji hodnosti, resp. defektu matice A, ktord toto

zobrazenie reprezentuje (vid. na str. [23).

25 Jadro po anglicky kernel.
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