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Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Diferencialna rovnica

Pod diferencialnou rovnicou rozumieme rovnicu v tvare

F(X)y)y/ay”)"')y(n)) :Ov

kde F(x,y,y",y",...,yM) je funkcia n 4 2 premennych
definovana na nejakej oblasti v R"2.



Najvyssi rad derivacie, ktora sa v rovnici vyskytuje.

Integralna krivka diferencialnej rovnice je krivka s rovnicou
y = ¢(x), kde funkcia ¢(x) je riesenim danej rovnice.
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Diferencialne rovnica prvého radu ma vseobecny tvar

F(x,y,y") =0,

kde F(x,y,y’) je funkcia troch premennych definovana v nejake;j
oblasti v trojrozmernom priestore R3.
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Normalny tvar diferencialnej rovnice prvého radu je

y' = f(x,y).

Tento tvar vznikne zo vieobecného, ak z neho mozno derivaciu y’
vyjadrit explicitne ako funkciu premennych x a y.
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Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Tvary rovnice prvého radu

Diferencialny tvar

Diferencialny tvar diferencialnej rovnice prvého radu je
M(x, y)dx + N(x, y)dy =0,

kde M(x,y) a N(x, y) st funkcie premennych x a y.Tento tvar
vznikne z norméalneho tak, ze dosadime

_M(x,y)
N(x,y)

dy
/—— =
=9 2 f(x,y)




dx

Symetricky tvar diferencialnej rovnice prvého radu je

__dy
P(x,y)  Q(x,y)
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Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Geometricky vyznam

Smerové pole

Diferencialna rovnica prvého radu

y' =1f(x,y)

priraduje kazdému bodu [x, y] definicndho oboru D(f) funkcie f
smernicu y’ prislusného rieenia. Tak je v D(f) urcené pole smerov,
smerové pole.

Toto smerové pole graficky znazornujeme tak, ze vykreslime body
[x,y] € D(f) a dotyénice zodpovedajtcich integralnych kriviek so
smernicami f(x, y) vyznacime vektormi vychadzajacimi z danych
bodov.




Ak polozime y’ = ¢, kde ¢ € R, ziskame krivky spliajiice rovnicu
f(x,y) = ¢, v jednotlivych bodoch tychto kriviek je danou rovnicou

predepisana rovnaka hodnota smernice c. Tieto krivky nazyvame
izokliny.
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Zobrazte smerové polia diferencialnych rovnic:
Q@ y =x-y,
Q y =xy,
Q Y =x+y(l-y)
Q y =cos2x — x
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Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Zaciatoéna aloha

Zaciatoc¢nou Glohou rozumieme diferencialnu rovnicu
y, = f(X>y)

so zaCiato€nou podmienkou
y(x0) = yo.

Geometricky to znamena, ze integralna krivka y = ¢(x) prechadza
bodom [xg, yo]-



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Metoda separacie premennych

Rovnica so separovanymi premennymi

Rovnicou so separovanymi premennymi nazyvame diferencialnu
rovnicu, ktord mozno pisat v tvare

p(y) -y = q(x),

kde p(y) a g(x) st spojité funkcie.

Kazdu diferencialnu rovnicu prvého radu, ktora sa da previest na
tento tvar nazyvame rovnicou so separovatelnymi premennymi.

Prechod od rovnice so separovatelnymi premennymi ku tvaru
rovnice so separovanymi premennymi nazyvame separaciou
premennych.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Metoda separacie premennych

Ak funkcia y = ¢(x) je riesenim diferencialnej rovnice
py) -y = q(x),
na nejakom intervale J, tak
ple(x)] - ¢'(x) = q(x),

a po integracii dostavame

[ pletan - )ax = [ axax,

[ ety = [ atex.

alebo



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Priklady

© y = cosx + Inx,

r_ 1
@y =5

© y =siny,
0y = TH
ey =1
oy =44

Q (y* +xy?)dx + (x* — yx*)dy = 0,
Q)= ﬁ

Q y =7,

@ (14 y?)(e**dx —e’dy) — (1 +y)dy = 0.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Homogénna rovnica

Homogénna rovnica

Pod homogénnou rovnicou rozumieme rovnicu, ktorii je mozné

zapisat v tvare
r=r()
X

Predpokladame, ze f(u) je spojita funkcia na intervale (a, b).

Potom riesime substiticiou u = £, odkial y = u-xa y' = v+ xu/
Rovnica tak prejde do tvaru
Ux+u=f(u),

a tato rovnicu rieSime separaciou premennych.



Q@ y=1(1+In%)

Q@ (x+2y)dx —xdy =0,
0y =-"7

Q@ (2\/xy —y)dx+xdy =0,
9 23 .y = y(2x? — y?),

0 xy =y —xex,

Q@ xy' —y=xtg%,

Q (x*+y?)y =2xy.
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Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Rovnica y' = f (%)

Predpokladame, ze f(u) je spojita funkcia na intervale (a, b). Ak by
platilo v = ¢ = 0, tak by rovnica

I f ax + By +7
= ax+ by + ¢

bola homogénna v pripade, ze ab — a # 0, alebo v tvare
y' = konst. ak by bolo ab — 3a = 0.

Budeme teda dalej predpokladat, ze plati

V24?40,



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Rovnica y' = f (%)

Ak by platilo ab — Ba = 0, tak v pripade, ze « = a = 0 alebo
8 = b =0, ma rovnica separované premenné.
Nech teda plati o + a® # 0 a 32 + b?> # 0 a nech je napr. b # 0.

Potom z rovnice ab — 8a = 0 dostavame

az%=>04X+ﬁy+7:%X+5Y+’Y:§(3X+bY)+'Y’

a rovnica ma teda tvar

,_f(f(ax—l—by)+7>.

Y= ax+ by +c



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Rovnica y' = f (%)

Rovnicu

,_f(ﬁ(ax—i—by)%—’y)

Y= ax+ by + ¢

prevedieme substitliciou ax + by = z na tvar

B
1, B 5zt
b(za)_f<z+c>’

€o je rovnica so separovanymi premennymi.

Podobne postupujeme v pripade, ze b=0a 8 # 0.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Rovnica y' = f (%)

Ostava teda vyriesit pripad ab — Sa # 0. Existuje jedinad dvojica
Cisiel h a k taka, ze plati

ah + Bk + v = 0
ah + bk + ¢ = 0

Substiticiou x = £+ h a y = n+ k potom rovnicu upravime na tvar

Y a+by)



Rovnicu

y = <a§ + 577)
aé+bn)’
dalej prevedieme na tvar

a+
y'=f ),
a+ b

3
Co je opat homogénna rovnica.
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_ x+y-3
° y,_fH_—§_1_1
Q@ By —7x+7)dx+ (3x -7y —3)dy =0,
Q@ (x—y)dx+ 2y —x+1)dy =0,

/I x+2y+1
0y = 2x+4y+3"’

Q@ (x+x+1)dx+(2x+2y —1)dy =0,

2
_ +2
0y =2 <Xf;y_1) :
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pisat v tvare

y' = a(x)y + b(x).

Diferencialnu rovnicu prvého radu nazyvame linearnou, ak ju mozno

O funkciach a(x) a b(x) predpokladame, ze su spojité

Ak je b(x) = 0, nazyvame ju homogénnou.
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Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Linearna diferencialna rovnica 1.radu

Homogeénna linearna diferencialna rovnica je rovnicou so
separovanymi premennymi

y'=a(x)y.

Riesenie y = 0 nazyvame trividlne. Pre netrivialne riesenia mame

dy
— = a(x)dx
)

odkial
Iny = /a(x) dx,

¢o zapisujeme aj v tvare

y:C-exp{/a(X)dx}.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Linearna diferencialna rovnica 1.radu

Ak je b(x) # 0, hovorime o nehomogénnej linearnej diferencialnej
rovnici. Jej rieSenie uréime metddou variacie konstant. Jej
podstatou je hladanie riesenia v tvare

y = C(x) - exp {/a(x) dx}.

Teda integraén( konstantu v rieSeni homogénnej rovnice
povazujeme za funkciu premennej x. Derivovanim dostavame

Y = C'(x) - exp { / a(x) dx} + C(x) - exp { / a(x) dx} - a(x).



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Linearna diferencialna rovnica 1.radu

Po dosadeni do rovnice

y'=a(x) -y + b(x),

sa na oboch stranach rovnice objavia Eleny

C(x) - exp { / a(x) dx} - a(x).

Po ich vzajomnom vyruseni ziskame diferencialnu rovnicu pre
neznamu funkciu C(x) v tvare

C'(x) - exp { / a(x) dx} = b(x),

¢o je opat rovnica so separovanymi premennymi.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Linearna diferencialna rovnica 1.radu

Riesenim poslednej rovnice dostavame

C(x) = / b(x)exp{— / a(x) dx}dx,

a pre riesenie pédvodnej nehomogénnej rovnice tak plati

y:exp{/a(x)dx} - </b(x)exp{—/a(x)dx}dx+K>,

kde K je integracna konstanta.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Priklady

e —mewf

Q X’y +xy+1=0,

(5] y’+y-cosx:%sin2x,

Q (1+x?)y —2xy = (1 +x3)?,
@y +tgy =25,

Q@ ycotgx+y =2, y(0)=-1,
Q@ ) +2xy =2xe X,

QO xy + (x+ 1)y =3x%e™,
Qy —X—H—(x+1)3.




Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Bernoulliho diferencialna rovnica

Bernoulliho rovnica

Diferencialnu rovnicu prvého radu nazyvame Bernoulliho, ak ju
mozno pisat v tvare

y' = a(x)y + b(x)y",

kde r je konstanta.

O funkciach a(x) a b(x) predpokladame, Ze st spojité a b(x) # 0.

Taktiez predpokladame r #0 a r # 1.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Bernoulliho diferencialna rovnica

RieSime substiticiou

Derivovanim dostavame

/ /

(1_r)y7ry =u,
a rovnica sa transformuje na rovnicu
v =(1-r)a(x)u+ (1-r)b(x),

¢o je linearna rovnica, ktori riesime metédou variacie konstant.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Priklady
1 1
(1) y’—;y+;,
Q )y +xy =x3?
3

Q y +yx=x
Q (1—-x3)y —xy = axy?,

Q@ (yInx —2)ydx = xdy,

Q y — y' cosx = y?cosx(1 —sinx),
Q@ xy +2y +x%y3eXx =0,

Q y — ytgx = y*cosx,

Q xydy = (y? + x)dx.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Rovnica nerozriesena vzhladom na derivaciu

Rrovnica v tvare

F(x,y,y")=0.
V tomto pripade je zvykom oznacovat y’ = p a rovnicu zapisat v
tvare

F(x,y,p) =0.

Riesenie najdeme tzv. metédou derivovania v parametrickom tvare.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Rovnica nerozriesena vzhladom na derivaciu

Rovnice, v ktorych sa nevyskytuje neznama funkcia y, tj. rovnice
F(x,y") =0.

Mézu vzniknat dve 3pecifické situacie:

¢o je rovnica so separovanymi premennymi, alebo

x=g(y') teda x=g(p).

Dalej sa venujeme druhému pripadu.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Rovnica nerozriesena vzhladom na derivaciu

Zo vztahu
y'=p = dy=pdx
a z rovnice
x=g(p) = dx=¢g'(p)dp
mame

dy =g'(p)-pdp = y=/g’(p)-pdp-

Parametrické vyjadrenie riesenia teda je

x=g(p), y= /g’(p)'pdp-



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Rovnica nerozriesena vzhladom na derivaciu

Rovnice, v ktorych sa nevyskytuje premenna x, tj. rovnice

F(y.y') =0.
Premennt x povazujeme za funkciu premennej y, takze plati
1
/ p—
Y = dx
dy

&im je rovnica prevedena na predchadzajaci tvar.



Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu
Rovnica nerozriesena vzhladom na derivaciu
Rovnice, v ktorych sa nevyskytuje premenna x, tj. rovnice
F(y,y')=0.
Ak je mozné rovnicu previest na tvar
y=a(y) teda y=a(p)

Dalej plati p = j—i odkial

/ /
dX:d—y:a(p)dp = X:/a(p)dp.
p p

Parametrické vyjadrenie riesenia teda je

y=qa(p), x= / alfjp) dp.




Q ¢ +y =x,
Q@ y”° —3x/+x3=0,
Q@ x=y +Iny,

0 y=y"+3

2 1.2
QO y=y"—yx+3x°,
Q )y’e =y,

@ y(1+y?)=2akde acR,
0 y=y*+2°
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Zakladné pojmy Metédy rieSenia rovnic prvého radu

Lagrangeova rovnica

Rovnica tvaru
y=x-a(y) + B

Polozime y’ = p a dostavame rovnicu
y =x-a(p) + B(p)-
Derivovanim podla x dostavame

d d
p=alp)+x-a/ ()3 + (P L.

odkial
o2 Bp)
a(p) —p a(p) — p

¢o je linearna diferencialna rovnica.

)



(1] y:2Xy'—|—y’2'
@ y=x/(y'+2),
Q@ y=y'x+ 2 kdeacR,
o y:ylx_3y13
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