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Kapitola 1

Integral realnej funkcie

1.1 Neurcity integral

Zavedenie pojmu derivacie sme motivovali tlohou uréit okamzita rychlost hmotného
bodu, ktory sa pohybuje po priamke. Ulohu mézeme obratit a hladat drahu hmotného
bodu za predpokladu, Ze poznéame jeho okamzitd rychlost v danom case.

Priklad 1.1.1.

Uvazujme hmotny bod pohybujtci sa po suradnicovej osi z v kladnom smere rychlostou
v(t) =2t +2,t€(0; 00), pricom v ¢ase to = 0 mé polohu zg.

Hlad&me funkciu, ktora vyjadruje drahu tohto bodu, t. j. hfadame funkciu z(t), t € (0; o)
tak, aby platilo 2'(t) = v(t) = 2t + 2, t€(0; c0) a x(tg) = x(0) = zo.

Prvej podmienke vyhovuje kazda funkcia z(t) = t2 + 2t + ¢, t € (0; ), kde ¢ € R je
Tubovolné. Este musime uréit c€ R tak, aby x(0) = z¢. Plati o = 2(0) = 02 +2-0+c = ¢,
t. j. ¢ = xo. Z toho vyplyva, ze hladanou funkciou je x(t) = t? + 2t + o, t€(0; 00). m

Nech I C R je otvoreny interval. Hovorime, Ze funkcia F'(z), x € I sa nazyva primi-
tivna funkcia k funkcii f(z), x €I na intervale I, ak pre vSetky x € I existuje derivacia
F'(x) a pre vietky z €I plati F'(z) = f(z).

Pozndmka 1.1.1.

Aj nadalej budeme uvazovat otvoreny interval I C R.

Ak by bol interval I uzavrety, resp. otvoreny iba na jednej strane, potom by sme v tijchto
krajnych bodoch wvaZovali jednostranné derivdcie funkcie F'.

Veta 1.1.1.
F(z) je primitivna k f(z) na intervale I, c€ R (konstanta) —-
G(x) = F(x) + ¢ je primitivna k f(x) na I.

Dokaz.
xel = G'(x)= (F(VL)—&—C) =F(z)+d =f(z)+0=f(z). m

Veta 1.1.2.
F, G st primitivne k f na intervale I = F —G je konstantné na I.
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Dokaz.
xel = (F—G>/(I) = <F(m) — G(T)) =F(x)—G'(x)= f(z)— f(z)=0

mal: veta 4.3.8 a)

F—G je konstantna na /. m

Ak I nie je interval, potom veta neplati. Dokazuje to nasledujtci priklad
MnoZinu I musime rozdelit na intervaly a na kaZdom z nich uZ uvedena veta plati.

Priklad 1.1.2.

z3 rxelh

Omaeme I,=(~1; 0), b=(1;2), 1 = [ UL, F(a)=a*, z€ 1, Gx)={ 1y’ |

z°—1, x€ls.
Funkcie F(z), G(z) st primitivne k funkcii f(x) = 322, x € I na mnozine I.
Ich rozdiel nie je na I konstantna funkcia, pretoze (F—G) (x) = {O’ z€l,
1, xels.

Restrikcie (F—G)(z) =0, z€l;, (F—G)(z) =1, 2 €I, st konstantné funkcie. m

Poznamka 1.1.2.
Nech F je primitivna funkcia k funkcii [ na intervale I. Z definicie primitivnej funkcie
vyplyva, Ze funkcia F je na intervale I spojita (mal: veta 4.1.4).

Z predchadzajiaceho vyplyva, Ze v8etky primitivne funkcie k danej funkcii f(z), z €T
na intervale I sa navzajom liSia o konstantu a tvoria mnoZinu {F(z) + ¢; c€ R}, pri¢om
F(z), z €I je T'ubovolna z primitivnych funkcii k f. Tato mnozina sa nazyva neurcity
integral funkcie f na intervale [ a oznacuje saﬂ

/f(m)dx:F(x)—&—c, xz€l, ceR.

Na urcenie neur¢itého integralu funkcie nam postadi jedna (Tubovolna) primitivna
funkcia. Proces hladania primitivnej funkcie sa nazyva integrovanie. Zapis neurcitého
integralu funkcie f na intervale I je uréeny na za¢iatku integra¢nym znakom [ a
na konci symbolom diferencialu dzEl Funkcia f sa nazyva integracna funkcia alebo
integrand, x sa nazyva integra¢na premenna a c sa nazyva integracni konstanta.
Interval I sa nazyva definiény obor (obor definicie) integralu. Ak nie je obor definicie
integralu explicitne zadany, potom pod oborom definicie integralu myslime maximalny
moZny interval (resp. zjednotenie intervalovE[), na ktorom integral existuje.

Je zrejmé, Ze nie ku kazdej funkcii f(x), z € I existuje na intervale I primitivna funkcia
(priklad . Ako dokazuje veta ak je funkcia f spojitd na intervale I, potom
k nej primitivna funkcia existuje. Samozrejme existuju aj nespojité funkcie, ktoré maju
primitivne funkcie (priklad [I.1.3)).

Veta 1.1.3.
f(x), z €1 je spojita na intervale I = na I ku f existuje primitivna funkcia.

Dokaz tejto vety je s doterajsimi vedomostami zlozity a vykoname ho aZ neskor, ked
budeme poznat stvislosti medzi neur¢itym a uréitym integralom (veta[L.2.27] str. [63).

1Symboly pre mnozinu sa vynechavaji a namiesto {F(z) + ¢; c€ R} sa stru¢ne pise F(x) + ¢, c€ R.
27 uvedeného dévodu nemusime zloZitejsie vyjadrenia funkcie f(x) pri integrovani davat do zéatvoriek,
ale kvoli prehl'adnosti sa to doporucuje.
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1.1 Neurcity integral

Vzorec [a € R| Platnost Vzorec [a € R| Platnost
_at1
/d:[: /1(1:1:::1:+c, TER /1”(1:1:: T to a#—1, z€ R—{0}
/ =Inl|z| +ec, x€ R—{0} /f/<< ; dz=In|f(z)| +¢, f(x)#0, z€D(f)
/e“dLL*LJrQ a#0,z€ER /aIdJ’—l”aJrc a>0,a#1, z€R
/sm(udi* S L@ a#0,x€ER /cosawdw:““{%+c. a#0, x€ER
/sz = wt(# 4@, a#0, zER, /Cojfam = t“%{# + ¢, a#0, zER,
rAEL keZ g GEHDT pez
/sinhard;r:"‘”}%—}—c, a#0,z€ER /(:oshamdm:w%—‘rc, a#0,x€R
dz __ _ cotghax . . LA __ tghaz § )
/sinhg ax a +e G'#OT zre R*{U} /coshg ax a +e G'#OT TER
/ Z(I;L = 5 arctg £ +c1 = f% arccotg  + cg, a#0,z€R
/Izdfaz = /2% L’”i” — ﬁ el = zlu In 11: + ¢, a#0, z€ R—{+£a}
dx . Gm 8 — o 0 2_ .2 _ zVa*—x* = a dx
m = arcsin Tal + c1 arccos Tal + c2, /\/a r?dr = \/ﬁ
a0, 2€ (= |al; |a)
dz 1 le o v22 — a2l 4 (22— _ \/12*"2 a
/ ——— In |z + Vx a?| +c, / a?dz = \/7
0, e =[] )
" 4w - ) - - ) 5 G o Im 2 .
/ limz =In (I+\/a:2+a3)+c, /\/J:’«leda:ffﬁL%' \/ﬁ a#0,zeR

Tabulka 1.1.1: Neurdité integraly zakladnych elementarnych funkeii

Priklad 1.1.3.
a) Funkcia f(x) =sgnx, z€(—1; 1) nema na (—1; 1) primitivnu funkeciu.

Pre z€(0; 1) plati f(x)=1 a na intervale (0; 1) mé& f primitivnu funkciu F(z) = = + ¢,

c€ R. Analogicky na (—1; 0) ma f primitivnu funkciu F(z) = —x + ¢, c€ R.

Na intervale (—1; 1) je problém v bode z =0, pretoze pokial F’(0) existuje, musi platit

F(0)= lim F'(z)=—1, F,(0) = lim F'(z) =1, t. j. F'(0)# F(0). To je spor.
z—0~ z—0t

b) Funkcia f(z) = 2zsin 2 — cos 1, € R—{0}, f(0) = 0 je nespojita v bode z = 0.
Ukazeme, ze F(z) = 22 sin L xER {0}, F(0)=0 je primitivnou funkciou k f na R.

2#0 = F'(z)= [2?sin %] =2xsinl —2? L cosd =2zsind —cos i = f(x).
r=0 = F’(O)zlim%g(o)—hm 2S:l“l”—hmxsml—Ozf(O).l
z—0 z—0 x—0
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V tabulke st uvedené zakladné vzorce pre integrovanie. Tieto vzorce tizko stuvisia
so vzorcami pre derivacie elementarnych funkeii (mal: tab. 4.1.1) a pre praktické potreby
je nevyhnutné si ich zapamitat. Vzorce je potrebné chapat aj s oborom definicie,
ktory musime rozloZit na jednotlivé intervalyﬂ Platnost tychto vzorcov dokdZeme priamym
derivovanim pravych stréan.

Derivovanie a integrovanie st inverzné operacie na intervale I. Pre vSetky z €I plati:

(/f(x) dx)l = (F@) +¢) = f(), /F’(a:) d = /f(:r) dz = F(a) +c.

Priklad 1.1.4.
a) /cotgxdx:/c"”d:vf/[smaj] de =Inlsinz|+c¢, e R—{kr; ke Z}, ceR.

sin T sinx

3
b) /\5/:(;3d:c = /.’L’% dr =2 4 o= §x§ +c= %\5/908 +c¢, x>0, ceR.

3
5+1

/mdx:§+c, x>0
c) /|x|dx: X } = /|x|dx:%+c,xeR,ceR.l
/(fx)dx:f§+c, <0

1.1.1 Metédy integrovania

Integrovanie je vo vSeobecnosti zlozity proces a niektoré (aj elementarne funkcie) ne-
vieme integrovat bez pouZitia nekone¢nych funkcionalnych radov. Z vety vyplyva,
7ze ku kazdej spojitej funkcii definovanej na intervale existuje na tomto inter-
vale primitivna funkcia. Problém je v tom, Ze nie v8etky z tychto primitivnych funkcii
vieme vyjadrit pomocou elementarnych funkeii. Na ich vyjadrenie potrebujeme spominané
nekone¢né funkcionélne rady. St to napriklad integraly (me N U {0}, ne N, m+n > 2):

e(E=™) sin (z™) cos (z™)
/ /$3+1 I /h.lw ’ xm dx, rm dx Tm d.’If

Zakladom integovania je rozklad integrandov na jednoduchsie funkcie (metoda roz-
kladu) a transforméacia integrandov na iné, lahsie integrovatelné funkcie (metdda per par-
tes, substituéné metody). Niekedy mozeme integral dopredu odhadnit a bez integrovania
dopocitat nezndme parametre (metoda neurditych koeficientov). Jednotlivé metody mo-
Zeme navzajom kombinovat. Existuju aj tabulky integralov [28] a softvérové aplikacie na
symbolické vypoclty (Maxima, Maple, Wolfram Mathematica, ...), ktoré moZeme pri vy-
poc¢te integralov pouzit. Ale aby sme tieto pomocky mohli G¢inne vyuZit, musime vediet
integrovat.

Veta 1.1.4 (Metéda rozkladu).
F, G st primitivne funkcie k f, g na intervale I, a,b€R, |a|+ [b] >0 —

3Napr. [z%dz = a+1 +c, a # —1, x € R— {0} predstavuje dva vzorce: jeden pre x € (—oo; 0) a druhy
pre z€(0; 00). Tieto vzorce su rovnaké, lisit sa mozu iba o konstantu.
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1.1 Neurcity integral 7

aF+bG je primitivna funkcia k funkcii a f+bg na intervale I a plati:
/(af(x) + bg(w)) dz =af f(x)dx + b/g(:v) de = aF(x) + bG(x) + ¢, z€l, ceR.

Dékaz. ,
xel = (aF(:L‘) + bG(x)) =aF'(z) +bG' () = af(x) + bg(z). m
Pozndmka 1.1.3.
Vyraz af f(z)da + b[g(x) dz znamend mnoZinu vsetkjch primitivnych funkcii, takZe by
sme mali spravne pisata [ f(x)dz +b[g(z)de = {aF(x) + bG(x) + ¢; x €I, c€ R}.
V tomto zmysle predstavuje a [ f(x)dz+b[g(z)dz = [[af(x)+bg(x)] dz rovnost mnozin
a{F(x)+ci;x€l,c;€R}+b{G(x)+co;x€l,co€R} =
={aF(z) +bG(x)+c; zel,ceR}.
V prazi chapeme a [f(z) dz+b[g(z)de = aF (z)+b[g(z) dx ako sicet mnoZin a zdtvorky
{} nepiSeme. Na pravej strane integracni konStantu priradend k primitivnej funkcii F(z)

pisat nemusime, pretoZe je zahrnutd v symbole b [ g(x) dx. Na konci vypoctu integrdlu sa
vSetky integracné konstanty scitaji do jednej vyslednej (vid priklad ‘

Priklad 1.1.5.

dz _ sin? :v+c052 x _ 1 1 _ o 4
a’) /sin2 rcos2x / sin? x cos? x de = cos2 x + sin? x dz = tgx —cotgx + ¢

TER, £ keZ, ceR.

L2 2
b) /tgzxdx:/§;g2§dx:/t;;;sxwdzz/(@—1)dx:tgx—x+c,

zeR, x# IV keZ ccR.

c) /@dxz/%dxz/(x—Q—k%)dx:z—;—2x+ln|x\+c,x€R—{0},CER.

d) /(2cosx+x3+ ﬁ) dz = 2sinx + % +3arctgr +c, 7€ER, cER. m

Veta 1.1.5 (Metoéda per partes).
u, v maju spojité derivacie u’, v’ na intervale I —

/u(x) V' (2) dr = u(z) v(z) — /u’(x) v(z)dz, zel. (1.1)
Dékaz.
Zo spojitosti v/, v’ na I a z vety vyplyva existencia [u(z)v'(z)dz, [u'(z)v(x)dz
na I. Zvysok vyplyva zo vztahu [uv]” = v'v 4w/, t. j. w’ = [uwv]’ — v, z€I. Plati:

el = u(z)'(z) = [u(z)v(z)] - (2)v(z) =

/u(m)v/(x) dz = /[u(m)v(x)]/d¢ - /u'(m)v(x) dz = u(z)v(z) — /u’(:c)u(bL) dz. m

4Namiesto zapisu fﬁ dz sa tiez pouziva f—f‘%‘;),
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Priklad 1.1.6.

u=x u'=1 . .
a) [xcosxdr = |, =xsinz— [sinzdr =
vV =COsST

v =sinzx

=zxsinx 4+ cosx +c¢, xER, ceER.

— ;1
b) /lna:dx: {z,;llnx z;g] :xlnx—/dxlenx—a:+c,x€(0;oo),ceR.

u' =1 zdx 1 [0+2z
c) /arctgwdx = {v — arctg T 1+1z2 = rarctgx— 122 =xarctgr—; Tra? dz =

= rarctgr — %ln‘l—i—mzy +c=wxarctgr —InvV1+a22+c,z€R, ceER. W

u =

v =

Poznamka 1.1.4.
Vzorec ([L.1) mozZeme pisat tieZ v tvare

/u'(a:) v(x)de = u(z)v(z) — /U(JJ) v'(z)dz, zel.
Nie kazdd volba funkcii w, v must viest k cielu, napr. v priklade b):

u =z u zé 22 cosx 2’ sinz
rcosxdr = T2 = L9082 4 5 de = ---
vV =COoST |V =—sInw

Metodu per partes mozZeme pouZit viackrdt za sebou, ale musime si dat pozor, aby sme sa
pri jej opdtovnom pouZiti nevrdtili k pévodnemu integrdlu (priklad ‘

Priklad 1.1.7.
Vypocitajte neuréity integral J = / cos 5z sin4x dx.

Riesenie.
/ sin bz . .
= cos b, = 539 .
J = [ : —sin4; z/—4cos4x :| = 751n5x551n4x — %/Sln Sx cosdx dx =

_ [u’:sinSz

cos bz . .
U =—F .
5 ] — sinbxsindx 4 [ cos 5z cos 4z é/cos Sxsindx dx] .
v =cosdx

v’ = —4sin4dx 5 5 5 5

Dostali sme rovnicu, v ktorej J povazujeme za nezndmy parameter:

J = sm5z551n4:1:+4c0552150054z+£J s ] = 551n5351n4z + 4COSS;COS4:L’ 4 c, x,CER.

Pri opacnej (t. j. nespravnej) druhej volbe funkeii u, v by sme dostali:

/ sindx . . . .
u' =cosdx |u = HE2L sin 5z sin 4z 4 | sin 5 sin 4 5 :
= 4 — = 2 ‘ “
[v —sin 5z v’—5c0551::| 5 5[ I 4/c055x51n4a:dx =J.

Iné riesenie.
PouZijeme vzorec sin a«—sin § = 2 sin % cos O‘—;FB (mal: veta 3.1.9). Ak poloZime 4 = O‘Tfﬁ,

5= potoma=2212 8 —5414=9 =208 — 5 4=1aplath:

. sin9x _ sinz __ —cos9x _ —cosz __ cosx _ cos9x
J_/[ 2 2 ]dx— 9.2 5 tc= "= — "5 *¢ rER,ceER. m
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Priklad 1.1.8.
Iy = /x"egﬁdx = {“,fx:
VvV =€

= Jo= [2%e*dz = [e®dx =2+ ¢, 7ER, cER,

/ n—1
u =nx _
e } =" e” —n/x“ le?de = 2" e® —nJ,_1, n€N.

Jy=zxe"—Jy=xe’—e"+ ¢, xR, cER,
Jy=a?e" =2J; = x?e” —2[ze” —e” |+ c=xe” —2ze” +2e” + ¢, zER, cER,
J3 =23e® —3Jy = 23e” —322e” +62e” —6e*+ ¢, 2ER, cER, .... m

V predchadzajicom priklade sme vyjadrili integral J,, rekurentnym vztahom po-
mocou J,_1. Pre konkrétne n € N musime tento vztah pouZit niekol'kokrat za sebou. Iné
rieSenie tohto integralu pre n = 3 nadjdeme v priklade b).

Metdda per partes sa pouZiva pomerne ¢asto a mozeme ju pouZit pre mnohé druhy
integralov. Vhodna je napriklad pre integrovanie funkcii typov:

P(x)e*®, P(x)cosax, P(z)sinaz, P(z)lnQ(z), P(z)arctgQ(z),

kde P(x), Q(x) su realne polynémy, a€ R, a#0.

Vys8ie uvedené funkcie moéZeme samozrejme integrovat aj inymi metodami. Uvedieme
jednu z nich. V niektorych pripadoch mozeme neurcity integral [ f(z) dz odhadnl’nﬂ neurdi-
tym vyrazom F(x, a1, as,...) s konenym po¢tom neznamych koeficientov ay, as, . . .. Mno-
hokrat nam typ hladanej primitivnej funkcie naznaci uz jedno alebo dve pouzitia metody
per partes. Pri uréovani koeficientov aq, as, ... nahradime proces integrovania derivovanim
vyrazu F(x,aq,as,...). Pre nezname koeficienty ai,as,... dostaneme systém algebraic-
kych rovnic. To znamen4, Ze namiesto integrovania riesime sustavu rovnic (priklad .
Tato metoda sa nazyva metoda neurcitych koeﬁcientovﬁ Symbolicky to moézeme zna-
zornit nasledovne (c€ R je integratné konstanta):

/f(a:)dsz(m,al,ag,...)—l-c = f(m)z%zF’(x,al,ag,...).

Priklad 1.1.9.
a) /x?’exdx = (2® + a2 +Br+7)e" +c, 2€ER, cER, a,B,7ER.

Na pravej strane je odhad integralu s neznamymi koeficientami «, 8,y € R. Po zderivovani
a deleni nenulovou funkciou e” dostaneme rovnost dvoch polynémov:

r3e” = (32° 4+ 202 + B) e® +(2° + aa® + Bz +7)e”
P 4+0-2°40-24+0 = 2 + B3+ a)2® + 2o+ Bz + (B+7).

Z poslednej rovnosti vyplyvaju tri linearne rovnice s tromi neznamymi «, (3, y:

22: 0=3+a, z: 0=2a+43, 2°: 0=8+7 = a=-3, =6, v= —6.

= [23e®dz = (2% — 322 + 62— 6)e”+ ¢, zER, cER.

5V priklade to moze byt odhad J, = e*(z" +an_12" L+ -+ arx+ag)+c, kde ag, a1, ..., an—1
st nezname koeficienty, ktoré musime vypocitat.
6V literature sa niekedy nazyva Ostrogradského metoda.
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b) /x3 sinzdr = (az® + Bz? + yo + §) cosw + (e + o + px +v)sinz + c.
Postup je analogicky ako v ¢asti a). V odhade musi byt sin # a musi tam byt aj cos z. Po zde-
rivovani dostaneme osem linearnych rovnic s 6smymi neznamymi «, 3,7, 9, €, @, i, vV € Rﬂ
(1-23 +0-2° 4 0-z + 0)sinz + (0-2° + 0-2% + 0-2 + 0) cosx = 2®sinx =
= (3ax? + 2Bz + ) cosx — (ax® 4 Ba® 4+ yx + §) sinz +
+(3ex? + 20z + p) sinx + (ex® + pa® + px + v) cosx =
=(—az’+(Be—B)z®+ (2¢ —V)z + (u—0)) sinz +
+(e2® + (Ba+ )2 + (2B + p)x + (v + v)) cosz.

2sinz: 1= —a, 23cosz: 0=¢ a=—1, e= 0,
2?sinz: 0=3¢ -3, 2?cosz: 0=3a+¢ B= 0, = 3,
rsinz: 0=2¢p — 7, recosz: 0=28+pu = y= 6, u= 0,

sinz: 0=pu— 9, cosz: 0=~v+v 6= 0, v=-6

= [2®sinzdr = (—2® + 6z) cosx + (322 — 6)sinz + ¢, rER, cER. m

Veta 1.1.6 (1. metoda substitucie).
F(x) je primitivna k f(z) na intervale I, z=(t) ma na intervale J derivaciu, ¢(J) C I
= F(p(t)) je primitivna funkcia k funkcii f(¢(t)) - ¢/ (t) na J a plati:

/f(\,o(t)) /(1) dt = /f(i) dz = F(z) + ¢ = F(p(t)) + ¢, teJ ceR.

Dokaz.
Pre vSetky z €I, x = ¢(t), t € J plati (mal: veta 4.1.7 o derivacii zloZenej funkcie):

F(a) = [F(e(0)] = F/(e(t) - (1) = F(o(1)) - /(1)
To znamend, Ze F(¢(t)) je primitivna k f(¢(t)) - ¢/(t) na J a veta je dokdzané. m

Veta @ (ozn. 1. ms) sa pouZiva na vypocet integralov [ f(o(t))¢’(t) dt, pri¢om for-
méalne nahradime (pouzijeme substitiiciu) z = ¢(t) a diferencial dz = dp(t) = ¢'(t) dt.
Vznikne [ f(z)dz, ktory vypoéitame, t. j. ndjdeme primitivnu funkciu F(z). Nasledne rov-
nakou substittciou z = ¢(t) dostaneme hl'adany integral, t. j. primitivnu funkciu F(p(t)).
V praxi overujeme splnenie predpokladov vety véicSinou az na konci, po tspeSnom integ-
rovani. Na rozdiel od 2. ms (veta nepouzivame inverzni substiticiu.

Existenciu primitivnej funkcie, t. j. existenciu neuréitého integralu [ f(x) dz, nam za-
rudi napriklad spojitost funkcie f (Veta.

"Pri hlbsom presktimani metoédy per partes v tomto integrali by sme mohli odhad zjednodusit na tri
nezname koeficienty: (—x3 + vyz) cosz + (px? + v)sinz + ¢, v, 0, vER.
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Priklad 1.1.10.
a) /sin3tcostdt: [”T:Sint’ dx:costdt] = /x3dx o= % +c zeR, ceR.

teER, ze(—-1;1) 3+1
Podmienky vety st splnené: f(z) = 22 je spojitana R, x = p(t) =sint: R — (—1;1)
mé spojitu derivaciu ¢'(t) = cost na R, p(R) = (—=1; 1) C R.
1

3d t =z, ER d
b) /isﬁ: - [4x3d;:dt:,6t€R:| = i/t%h = iamtgt"'c: iarCtggfl‘*‘c’ rER, ceR.

c) /%dx: [dtt::ff((f))dm] = % =Inlt|+c=In|f(x)|+ ¢, xeD(f), ceRl

Priklad 1.1.11.
Ak k funkcii f existuje na intervale I primitivna funkcia F', potom pre a,b€ R, a#0 plati:

/f(am—l—b)d:c: {tdt:gi—gxb} =/@ = FO) 4 o= Flazth) 4 ¢ yel, ceR.

Ak «, B s hranice intervalu I, potom aa + b, a3 + b st hranice intervalu J (t€.J). m
Pri dokaze vety [[.1.8 budeme potrebovat nasledujice tvrdenie.

Lema 1.1.7.
x=p(t): J—1,I,J st intervaly, ©'(t)#£0, te.J
= VteJ: ¢'(t)>0 (¢ je rastuca na I), resp. ¢’ (t) <0 (¢ je klesajica na I).
Dékaz.
© ma na I derivaciu, t. j. (mal: veta 4.1.4) ¢ je spojita na I .
Tvrdenie lemy dokézeme sporom. Nech t1,t, € J, t1 # ta, ©'(t1) > 0, ¢'(t2) < 0.
mal: veta 4.3.9 o rastie v bode ¢; a klesa v bode t,. To znamena, ze existuje bod ty€J
leziaci medzi ¢1, to, v ktorom mé ¢ extrém, t. j. ¢’(tp) = 0. To je spor. m
Veta 1.1.8 (2. metoda substitucie).
z=op(t): J—1, ¢ (t)#0 pre vietky t€ J, G(t) je primitivna k f(¢(t))¢’(t) na intervale .J
— G((p’l(x)) je primitivna funkcia k f(x) na intervale I a plati:

/f(l’)df[):/f(@(t))'@/(t)dt:G(t)+C:G(@71(I))+C, xel,ceR.

Dokaz.
Funkcia ¢: J— I je rydzo monotonna (rasttca alebo klesajiaca — lema. To znamena,
7e je prosta (mal: veta 3.3.13) a existuje t = o~ 1(z): I—J.
Pre ze€l, x = p(t), t€J plati (mal: vety 4.1.6 a 4.1.7):
!/
Gl @)] =C (e @) ¢ @) = W[ @) =
= fle®))¢' ) 5y = [ (e(t) = f(2).

To znamena, Ze G(go’l(x)) je primitivna k f(z) na I a veta je dokdzana. m

8V priklade [1.1.10] v castiach b), ¢) st premenné z a t navzidjom vymenené vzhladom na vetum
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Pouzitie vety (ozn. 2. ms) je podobné ako pouZitie Vety Veta sa pouziva na
vypocet integralov [ f(x)dz. Pomocou substittcie z = ¢(t) zostrojime [ f(¢(t))¢'(t)dt,
ktory vypocitame, t. j. nadjdeme primitivnu funkciu G(t). Potom pouZijeme inverzni
substittciu ¢ = ¢~ !(z) a dostaneme primitivnu funkciu G(¢~*(x)). Aj v tomto pripade
overujeme splnenie predpokladov vety vécSinou aZz po tspe$nom integrovani.

Priklad 1.1.12.

dz _ _ [z =sint, t =arcsinz, (sint) =cost #0, =ze(—1;1), te(-%; %) _
V1-a? dz = costdt, VI—22=1/1—sin?t = Vcos?t = |cost| = cost

:/M:/dt:t—i—c:arcsinx—l—c,xe(—l; 1), ceR.

cost

Iné riesenie.

|::1czcost7 t = arccosz, (cost) =—sint#0, z€(-1;1), te(O;ﬂ)]_

de
Vi—a? dz = —sintdt, V1—22 =+/1—cos?t = Vsin?t = |sint| = sint

:/%ﬁdt = —/dt: —t+c=—arccosr +c¢,z€(=1;1),cER. m
Poznamka 1.1.5.

Obe riesenia prikladu su sprdavne, pretoZe (mal: veta 3.1.11) pre vSetky x€(—1; 1)
plati arcsinz + arccosw = 3, . j. arcsinx = —arccosz + 5. To znamend, Ze obidve
primitivne funkcie sa na intervale (—1; 1) ligia iba o konStantu 5

Pri integrovani sa ¢asto rozne metddy kombinuja, pricom ich niekedy treba pouzit aj
viackrat za sebou. Ak pouZzijeme pri integrovani rozne postupy, moZeme dospiet .k zdanlivo
roznym vysledkom®. Ale zdanie klame. Pokial sme sa nepomylili, vysledky musia byt
rovnaké! Mozu byt vyjadrené v roznych tvaroch a lisit sa mozu iba o integra¢nii konStantu.
O spravnosti sa presvedéime napriklad spétnym derivovanim vysledku.

Priklad 1.1.13.

dz _ e¥ = t, == lnt7 dz = Q: e?® = t2 o dt _
Vermter+1 T | (Int) = 1£0, z€(-00;00), te€(0;00) | ) VEHFL T
t:i, uzl dt = — 'i”;, (%)7 u27é0 te(0;00), ué€(0;00)
VE2+t+1= 7+ li1= ‘1+u+u2 Vi+u+u *mf t2+t+1

-5 — —du —du “+§_” 14w+ u? _U2+‘31
1 Vituta? 1+u+u2 \/ —1 du=dv, u e (0; ), UG(%NX))

u

=TT ‘1“(“ﬁ)*ﬁz—ln(w%m)ﬂl:

_ln(?+§+@)+q:_mL YEHEL | ) = Tn

2t _

sritevETT T T

=In2+Int—In(2+t+2VE2+t+1)+c1 =[c1€R, c=c1+In2 c€R] =
=z—In(24+e"+2Ve¥ +e? +1) + ¢, zER, cER. m

Priklad 1.1.14.

In [ t=Inz, z€(0;00) | _ g2 _ In2 .
a) /dex*{dt:df, te(_oo;oo)]f/tdtngrcherqxe(O,oo),cGR.
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uw =—sinz
v =sinz

U =COsT . .
b) /cos2md:1c: [v,_cosx } ZSIII:L‘COSZ'-l-/SanIdTL':

:%Sin21:+/(1—cos2x)dx:%sin2x+z—/cos2xdz =

/cos2xdx: %(%sian—&—x)—l—c: isin2x+ 5+tc, rER, ceER.

Iné riesenie.

O e

2 _ 1+co%2x 1 2¢ =t, 2dz =dt
b) /cos xd;v—/ das—Q/dx—i— /cosQ:Bdsc— veR ieR

:%+i/costdt:%+%sint+c:§+%sin2x—|—c,x€R,ceR.l

}zlnzx /lnzdxé/lnzd lng’—I—c x> 0,ceR.

Ak pripustime neexistenciu funkcie f alebo jej derivacie f’ v koneénom poéte bodov
daného intervalu I, potom moéZeme pojem primitivnej funkcie na I zov8eobecnit.

Funkcia F(z), z € I sa nazyva zovSeobecnena primitivna funkcia k funkcii f(x),
x €l na intervale I, ak je spojita na I a pre vSetky x € I okrem kone¢ného poctu existuje
derivacia F'(z) a plati F'(z) = f(x).

Poznamka 1.1.6.

Interval I nemust byt otvoreny.

Primitivna funkcia je zdroven aj zovSeobecnenou primitivnou funkciou.

Ak F(x), €1 je zovieobecnend primitivna funkcia k f(x) na I, c€ R (konstanta), potom
G(z) = F(x) + ¢, z€1 je zovSeobecnend primitivna funkcia k f(x) na I (veta .

Ak F, G su zovSeobecnené primitivne funkcie k f na I, potom F—G je konstantnd funkcia
na I (veta[1.1.9).

Da sa tieZ dokdzat, Ze kazZdd na intervale I po castiach spojitd funkcia f md na tomto
intervale zovSeobecnend primitivnu funkciu (vid veta a jej dosledky).

Priklad 1.1.15.

Heavisideovajednotkové funkcia f(z)= {0 z<0,

nema na R primitivnu funkciu.
1, 2>0 p

DokaZeme nepriamo. Predpokladajme, Ze funkcia F' je primitivnou k f na R.
xr<0 = F'(z)=f(x)=0 = F' (0)=0
r>0 = Flz)=f(r)=1 = F/ (0)=1

To znamena, ze funkcia f nema primitivnu funkciu na R.

Funkcia f mé na intervale (—oo; 0) primitiviou funkciu F'(z) = ¢;, ¢4 € R ana (0; co) ma

primitivnu funkciu F(z) = 2 + ¢a, ¢a € R. Ak poloZime ¢ = ¢; = ¢y, potom funkcia

} = F’(0) neexistuje.

C, .’E<0, . z+|x
F(I):{x—&—c,xzo, t. J. F(x):%—i-c, rER

bude pre kazdé c€ R zovSeobecnenou primitivnou funkciou k funkcii f na R. m

9 Oliver Heaviside [1850-1925] — anglicky matematik, fyzik a elektrotechnik.
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1.1.2 Integrovanie racionalnych funkcii

Integrovanie polynému f,(z) = ap + a1z + a;2® + -+ + a,2" stupiia n, n€ N U {0},
ag, 41,02, - - - an € R, a, #0, je trividlne:

anztl

/(a0+a1x+a2x2+--~+anx")dx:aox+‘“2“’2 —|—“23“53—|—--~+ Tt ceR

Integrovanie racionélnej lomenej funkcie f(x) = ){: Ei;, kde fr(x), fn(x) st polynoémy

stuphiov k, n, je pomerne jednoduché, aj ked v mnohych pripadoch pracna zalezitost.

Vo vigsine pripadov musime funkciu f najprv upravit na jednoduchsi, l'ahgie integrova-
telny tvar. Tieto Gpravy sa algebraickej povahy a nesivisia s vlastnym integrovanim, preto
nasledujuce avahy a tvrdenia uviddzame bez dokazov (vid napr. [4, [7, 20]).

Kazda racionélnu nerydzo lomenu funkciu f(x) = fi g;, k,ne N U{0}, k>n modzeme

rozlozit na sacet f(z) = fr_n(x) + fm((;)), to jo (@) = fo—n(@)fa(z) + fm(x), pricom
fr—n(x), fm(z) st polynémy stuptov k—n a m < n. Uvedeny rozklad ziskame delenim
polynoému fi(z) polynémom f,(z). Polyném f,,(z) predstavuje zvySok tohto delenia.

V dalsich ivahach sa obmedzime na vySetrovanie racionalnej rydzo lomenej funkcie
a jej rozklad na parcialne zlomky, ktoré vieme integrovat (priklad . Parcialnym
(¢iastoénym) zlomkom nazyvame kazdu funkciu v tvare:

resp. a7bvpaQ7T75€Ra CL#O? ‘p|+|q|¢0,7‘2*45<07 neN.

_a __ __pxtq
(z—=b)™? (z2+rx+s)™?
Kvadraticky ¢len 22 + rx + s neméa realne korene, ale dva komplexne zdruzené korene.

Zo zékladnej vety algebry a jej dosledkov pre redlne polynémy vyplyva, ze kazdy po-
lyném f,,(z) = ap2™ + ap_12" "t + -+ + a1 + a stupihia n € N s realnymi koeficientami
ag, asg, . . ., a, € R sa da nad polom komplexnych &isel rozlozit na siéin:

fulz) = an[(m —by)(x _E)}m . [(x —bi)(x _a)]"’“ (= b)) (= by)™,

pri¢om by, by, ..., b € C (nie redlne), bgi1,...,b € R st jeho ny, ..., ng, Ngy1, ..., Np-na-
sobné korene a plati 2(ny +nz + -+ +ng) +ngy1 +- - +ng = n. Ak ma f,,(z) komplexny
korenn b = u +iv, u,v € R, potom ma aj komplexne zdruzeny koreii b = u — iv a plati:

(x=b)(x—0)=(z—u—iv)(z —u+iv) = (z —u)> +v* = 2% — 2uz + u? + 02

To znamena, Ze nad polom realnych ¢isel maju korefiové ¢initele tvar x — b pre b€ R, resp.
2 4+rrds,r=2us=u’+0v%t.j.r’—45s<0,preb=u+iveC, v#£0.

Pri hl'adani rozkladu funkcie J;{”i((;”)), m < n na parcialne zlomky moZeme predpokladat,

Ze polynomy f,(x), fm(z) nemaju spoloéné korenem Plati nasledujica veta.

Veta 1.1.9.
fn(x), fm(x) st redlne polynomy stupiiov m < n, by, ba, ..., b €C (b = u; +iv;, v; #0,
i=1,2,...,k), bps1,bpao,...,06 ER SU N, ..., Nk, N1, ..., n-nasobné korene f,(z)

10Predpokladajme, ze b€ C' je koreiom fy,(x) a aj fm(x). Ak oznaime gn () = f:ﬁ? , gm(z) = fzmij?,

fm(x) _ gm(®)

oo = onla) Tento postup opakujeme, dokial maju &itatel a menovatel spolo&né korene.

potom
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— 3! 011,1751,17 011,2751,27 ceey 041.,n1>51,n17 042,1752,17 042.2752,2-, ) 042,711,/32,712-, ce
ks By k2, Bk2y -y Qkongs Beings Vh+1,1s Vh+1,25 « -5 Vhtlnggas Vh+2,1s Th+2,25 - - -
7k+2,7bk+27 ) 71,17 71,27 ) ’Yl,m E R:

fu(z) _ o iz+Pia
fm(x) — (z—u1)?4vi

o1 x+P2,1
+ (z—u2)2+03

+ [(041,2 gc%*/31,2]2 N [al,n,1I+51,n,1 +

z—u1)?+vi (z—u1)?+v1]"1

+ [<a2,2 T+B2,2 4t [@2,“2I+52.n2 +

m—’1L2)2+1)§]2 m

+ a1 T+Pk1 + [(Oék-,z 4P 2 4t [ak-,,n,kaer,nk +

(:zzfuk)2+vz :zzfuk)2+vz]2 (z—up)24vi|"k

+W“l+wjﬂwy+ﬂu+ﬁﬂzgﬂ7+

T—bp41 —brt1 T—Dbpt1) k1
Vh+2.1 Vk+2,2 ST L T ST
t ot T Tt T T Gt
4o +
Vi1 i,2 L Vimy
+$7b1 + <mfb1)2 + + (l‘fbl)”l :

Cisla o 5, Bi.j, resp. v;; z predchadzajicej vety uréime napriklad metédou neurcitych
koeﬁcientov'ﬁl (priklad [1.1.19)
Priklad 1.1.16.

gt +3)d
Nech b,q,7,s€R, r?—45<0, n€ N. Vypoéitajte /(mii)m /(;fH?z)Jr:)n, /(w2+f§+s)n.

RieSenie.
I = dz _ rx—b=t
n (xz—b)™ dz = dt

I = %:ln|t|+c:1n|xfb|+c,

—00: b te(—oo:
zE€(—00; b) & te(—o0; 0) _ de
z€(b; 00) & te(0; 00) t

In:/t—"dt: e He= o +6 n=2,3,4,..., s€R—{b}, cER.

2 4s—r?

T 1 >O,p0tomx2+7’x+s:(:c+g)2+sf§

J = (z+5)dx (z+5)dx
n= |Gt = | ersrteT =

. l:t:(z+;)2+4p2:x2+rm+s xe(—oo;—g>:>t€<tp2;oo):| 1 fat

Oznaéme p? = s—

(z+5)2+ %

dt =2(x + §)dx ze(—%;00) = te(p?; o) =3 fwm =

Ji=3 [ =Ilmt|+c=Lilnt+c=3In(2?+rz+s)+ec,

_ gl
%/t ndt = m +c= 2(1_n)(12}~_rm+s)n,1 +c, n= 2,3,4,..., QCGR, ceR.

K, = de dz _ [t=x+5 zeR] _ dt 1 [ _@fdt
n — (m2+rm+s)" - [(z+%)2+¢2]7L - dt:d$, teR - (t2+<p2)" - Lp2 (t2+w2)7z -

— 1[4’ gy 1 dt _ ttdt _
- <F2 (t2+g02)7" - @2 (t2+¢,2)n71 (t2+@2)’rt -

1 Tato metédu sme uz pouzili pri integrovani na, straneEl
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1
(

v

t2+%"2)1_n _ 1 :| =
2(1—-n) 7 2(1-n)(t2+p2)n—1

R Sy i)
=2 (2 Fp2)n—1 2(1—n)(2+p2)n—1 2A_n) | (Bre2)r1 =

_ 1( 3—2n / dt - t ) _ B=2m)K._1 + .
T\ 20 [P T T 20 @) T | T 207 (n) 2R (B

K, :/7911;2 - iarctgi+c= N ! — arctg \/ +e¢

u =t
V= (t2—+fpz)n =t(t* + ‘92)7”

S— 577
_ 3—2n _ T+3 _
Kn = 2<57%>(17n>K”‘1 25— ) (1—m) (@2 rate)n—1" 234, v€R ce . m

Pomocou prikladu[I.1.16| mozeme vypoé&itat integral kazdého parcidlneho zlomku. Plati:

adr __ dz (pr+q)dx (z+%)dz s dz
/(sz)" - a’/(wfb)"’ /(a:2+rw+5)" _p/(w2+r2w+s)" + (q - %)/m

Priklad 1.1.17.
a) z2dz 1 2z-xdx _ | U =T u'=1 _1( _ T 4 dz _
(z24+a2)2 = 2 | (#24a2)2 ~ | V' = (ac2—2‘:12)2 v o=— 2ia2 -2 z2+a? x24a? )
:ferllarctg +c——arctgff s2an) T 6 € R, ce R pre vsetky a > 0.

(z2+a

b) dz _ 1 a?dx 1 (m2+a2—x2)dx _ 1 de 1 22dz
(m2+a2)‘2 - a2 (x2+a2)‘2 - a2 (w2+a2)2 - a2 l.2+a2 (12 (m2+a2)2 -
xr

= a%% arctg ¢ — o (2a arctg £ 72(#1&)) +c=

= ﬁarctg% + m + ¢, x€R, ceR pre vietky a > 0. m

Priklad 1.1.18.
Vypocitajte neuréity integral / m dx

Riesenie.
Pomocou prikladu [[.I.16] Dosadime hodnoty n =2, p=2,¢=3,r=2, s =3:

1
/mdx—Z/( 2+2$+3)2 d$+/($2+21+3)2 d$:2J2+K2:

_ + 322 -~ 43 _
20— 2)(m2+2r+3)2 T oa-2ya-2) 1 26-2)(1-2)(x2+22+3)2-1
_ 1 _ 1 3

r2+2t+3 + Kl + 4(x2422+3) — ’Kl + 4(z2ﬁ-21+3) -

_ 1 1 x43
= Z\/‘% — arctg \/372272+4($2+2$+3)+C— 4\[arctg Vol +m+c rER, ceR.
4

Iné riesenie.
Priamy vypocet. Pouzijeme 1. ms a vysledky prikladu b). Pre z € R plati:

— 2 — —
(2u43)de (2042) dz N dn - t=x“+2x+3 z=xz+1, dz=dzx -
(z24+22+43)% — (z24+2x+3)2 (z242x+3)2

dt = (2z + 2)dz 2242 4+3=224+2
z€R, te(0; 00) r€R, z€R
_ 71 1 z z —
7/ /<22+2>2 =TT e MRS T aapr TOT
— x+1 —3

2+2zr+3 4[ arctg <o + 4(;r2+2x+3) te= @y T 4[

arctg ‘”\?1 +c,ceER m
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Priklad 1.1.19. o e s
Vypocitajte: a) /Z;@;ﬁﬁigﬁiﬁ de, b) /% da.
Riesenie.
a) 2% — 223 + 222 — 22 + 1 = (x — 1)%(2% + 1) a plati:
(20— 25+ 2t — 23 + x+1): (2t =223+ 222 —22+1) = 22+ 2 +1,
— (28 — 225 422 — 228 + 22) zvysok a® — 22 + 2z.
2 — 2t + 23— 2?24+ 41
— (2% —22* +22% — 222 + )
4 — 234+ 2? +1
— (z* =223 + 222 — 22 4+ 1)

23— 22 42z

Pre rozklad zvy$ku na parcidlne zlomky plati: % o = 1)2 + “/fif, kde
@, 3,7, 6 € R st nezndme. Po vynasobeni vyrazom (z — 1)%(2? + ) dostaneme:
- 4204+ 0=a(z—D)(@*+ 1)+ B+ 1)+ (v + ) (z—1)* =
=a@® -2 +r-D+BE*+ 1)+ (v +6)(2® —22+1) =
=(a+*+ (—a+B+5-29)22 + (=25 +y)x + (—a+ B +9).
7 toho vyplyvaju 4 linearne rovnice pre nezname «, 3,7, 0:
2il=a+vy z:i-1=—-a+p+0-2y, z:2=a+~v-25 2°:0=—-a+pB+56.
Ich rieSenim je Stvorica a = %, B =1, v = l, 0= —%.

27
a+d _ 3T _
x2+1 — x2+41

120 1
4 2241 2;r2+1

Pre Tahsie integrovanie najprv upravime X Potom plati:

1—1+1—1+1+1 _ 1 2z 1
/z4 Sra—aptl AT = /(m tr+l+ gty T+ @ 1)2+4z2+1 2x2+1)dx*

:%S—F%—&—x—i— 11n|3c 1] — il +iln(ac2+1)—%arctgac+c, x#1, ceR.

—20%41  _ _ —20%41 _ —22%41 _ o, B ol )
b) 1205102 . 22(a24+2at]) - 2Z2@iD? T = + 22 + o1 + [CESOER 0‘75777561% =

—22% 4+ 022+ 0.z +1=az(x+ 1?4+ Bz +1)* +y2%(x + 1) + 6% =
= (a+y)2* + 2a+ B+ +08)x* + (a+28)x + B.

Dostaneme 4 linearne rovnice: —2 = a+~v, 0 = 2a+8+~v+46, 0 = a+28, 1 = 3, ktorych
rieSenim je $tvorica 8 =1, « = =2, v =0, 6 = 3. Potom pre x € R — {0, —1} plati:

/%dx:/(_g+ﬁ+ﬁ)dx “2nje|-L— B t¢ ceR m

1.1.3 Integrovanie iracionalnych funkcii

S integrovanim iracionalnych funkcii st vi¢sinou problémy a ¢asto sa nezaobideme bez
nekoneénych radov. Existujia ale skupiny iracionélnych funkcii, ktoré dokazeme integro-
vat relativne bez problémov. Vacsinou ich vhodnym spdsobom (najcastejsie substitticiou)
prevedieme na integraly racionalnych funkcii. Hovorime, Ze integral zracionalizujeme.
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e Integraly typu /,/' (1 v/ ez > dx, neN, a,b,d,ecR, ae —bd # 0

\/ dz+
Integrandy sa funkcie, ktoré obsahuju z, i/ gzig a konStanty, pripadne ich kombi-

nécie, ktoré z nich vznikni pomocou algebraickych operacii s¢itania, nasobenia, delenia.
Predpoklad ae—bd#0 zarucuje, ze podiel polynémov ax+b, dr+e nie je konétantnylfl

;o . . .. P n b .
Uvedené integraly zracionalizujeme pomocou substittcie ¢t = §/ ngie, t. j.

n _ azx+b _ et"—b _ net" Y(—=dt"+a)—(et" —b)(ndt" 1) nt" 1 (ae—bd) dt
= dz+e = — —dt"+a’ de = (—dt"+a)? dt = (a—dtm)?

Priklad 1.1.20.

1—z _ _ 1:T —
a) xmdx— ec(0:1), Vs \/ﬁdm— 7\/?(11‘

[ tfﬁ/ 11, 2e(0;1), te(l;o0) ]:/ e _oras :_2/t2dt:

—x _ _—2tdt _ _—2tdt 5 t (14+12)2 1+t2
= = 1+t2’ dz = T2 = Ge2)2 Tt

2_
/% = —2/(1— 1+tz)dt —2(t — arctgt) + ¢ =

=2arctgt—2t+c=23rctg,/1_7”—2

t=Yz+1, t=z+1, 66°dt=dz, x> 1, t>0] 7/6t5dt7

[z—z =z(l—z)>0

=2 4 ¢, 2€(0; 1), ceR.

b dz — —
) | At Veti=(Yz+1)P =8, Vatli=(Yazt1)?=¢ ot

_ tdt _ 11 2
—6/t+1—6/ 1. dt—6/<t —t+1- ) dt=

_aftt _ 2 _ _ 93 92 . _
=6(L —L+t—Inft+1])+c=23-3t2+6t—6ln(t+1)+c=
=2V +1-3Yx+146Vz+1-6In (Vo +1+1)+c, o> -1, ceR.

o—1 | t=¥Yz, t°==, 65dt=dx, x>0, t>0]| (#5—1)6t5dt
C)/Wm?dm[\f:(%)‘"’:tg, 3/97:%)2:(%)4:#}/(”*”)”
— 6 [ = [k T f(t- 1= - e
=6(§—t+ln\t|——+——f)+c—3t2—6t+lnt6+f—%+%§+c:
=3Yr — 6f+1n:17+6 —7+I+c x>0, ceR.

d) \/ﬁdf_ 1— f>0 V1-vz \/1— d NP AP Y e
Vitve meOl 1/1+ N Vi-z iz -z

=1 de = —d t=,/7% —1=2(1 - 2
C|z=1-2dz=—dz )=, =g _

- 2
z=1—2z, z€(0; 1) dz = Qt(t(;il)é 2 gt = (tgt_ﬂt)z, te(0; oo0)

_ -1 212aq¢ _pr [LTT7 2 1 t _
= 7/2; 2 dz—/(t2+1)2 e —?2 72(§arctgtf 2(t2+1)> —

t2

=—2ﬂ+t2il arctgt +c = {tio = t2t+1:t+l%:a:\/11:\/ (1l —z), zio}
=2Vl -z +Vr—2%—-arctg, /7% +c,2€(0;1), ceER.m

12Dokazeme nepriamo. Nech k€ R, k#0 je také, ze ar +b = k(dr +e) = (a—kd)z+(b—ke) =0 =
a=kd, b=ke = ake=kdb = ae = bd. To znameni, Ze pre ae — bd # 0 podiel nie je konstantny.
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e Integraly typu //(1 vax? + bxr + (') dr, a,b,ecR,a#0

Integrandy su funkcie, ktoré obsahuju =, vax? + bx + e konstanty a ich kombinAcie,
ktoré z nich vzniknii pomocou operacii s¢itania, nasobenia, delenia.

Tieto integraly mozeme zracionalizovat pomocou niektorej z troch Eulerovych sub-
stitucii (ozn. 1. ES, 2. ES, 3. ES). Pouzitie ES je sice u¢inné, ale vi¢sinou velmi pracné
(priklad . Casto nam pri rieSeni uvedenych integralov pomoze substitiicia pomocou

goniometrickej alebo hyperbolickej funkcie (priklady [1.1.21} [1.1.22)).
Prva Eulerova substitticia +vaz? +bxr +e=t++/ax sa pouZiva pre a > 0:

ar? +br+e=1t>+2t/ar +ar? = brxF2Jar =t>—¢ = x = e

bF2/at’
_2t(bF2vat)—(t2—e)(F2v/a) 1, _ 2tbFaVat?+£2v/at?*F2eva 1, _ 2(F/at’+tbFe /a)
de = GENDE dt = GENDE dt = Gmvar 4
_ _ t2—e  _ tbF2at’£Vat’Feva _ F/at’FtbFeva
Var? +br+e=t+Jar=t+ Va5 = =N = oma

Druha Eulerova substitiicia +v/az? + bx + e = at + /e sa pouziva pre e > 0:

ar’+br+e = 2%t2+2xt\/et+e = ar?+br = 2} 2 £2t\/e = (a—t?)2? = (£2\/et—b)x

x7#0 et— e(a—t?)— et—b)(— et?— a/e
# - ii{tg b, dr = +2y/e(a—t za—(:ttf)[t b)(—2t) dt = 2(:t\f(2_tén;;t Ve) at,
VarT T b e = ot & o = ELLEby 4 Jo _ ERVEP bk ERVE _ £V MtaVe

Tretia Eulerova substiticia t = 1/OLijg, t>0 sa pouéiva ak ma polyném

ax? + bx + e dva rozne redlne korene «, 3, t. j. ak plati ax? + bx + e = a(z — a)(x — B),

a,BER, a#pB:

T TR )
_ —28t(a—t*)~(aa—B1*)(=20) g, _ —20Bt+286> 1200t —26t> 1, _ 2a(a—H)t
dx = (a—1t2)2 dt = (a—12)2 dt = (a—t%) d

VarT ¥ hut e = /alz — a)(@ - B) = \Ja(“2=BE — a) (252 p) =
_ \/aaozfﬁtz’faamLozt2 aa—ft2—afB+pt? _ a(a—ﬂ)tQ a(a=p) _ \a(a—ﬁ)lt.

a—t? a—t? a—t? a—t? T |a—t?|

V niektorych pripadoch mézeme pouzit iba jednu ES a niekedy moZeme pouzit aj
vetky tri ES. Substiticie vaz? +bx +e = t + /ax a Var? +bxr +e =t — y/ax, resp.
Var? +bxr+e =zt ++/e a Var? +bxr+e = at — /e su ekvivalentné a je jedno, ktoru
z dvojice si vyberieme. Substitucia pouzita v priklade a) je tretia ES.

Priklad 1.1.21.
Vypocitajte J = /\/%, a > 0 (pre a=1 dostaneme priklad [1.1.12}).

13V konkrétnych pripadoch musime uréit defini¢ny obor pre premennt ¢ a znamienko vyrazu a—t2.
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Riesenie.
2.ES: Va2—z2 =qa —at, t = 22V '{;2_902, z€(—a;0) & te(—1;0), z€(0;a) & te(0; 1)

a? — 22 = a? — 2axt + 2%t? = 2axt =2*t? + 22 =222 +1) = z = tg(-le—tl’ z#0

J = _ 2a(t?+1)—2at-2t 5,  2a(1—t3)dt 55— 35 _ _ _ 2at at?®+a—2at? _ a(1—t?) =
dz = Z+1)2 dt = (2112 a® -zt =a—Ggt= 211 = T2r
. —a2—z2 VH ,. —i(a?-22 3 o
lim e=Va?-e? TH . —5( ml) (Z22) =lim —2%2—=0, z—>tast—=+l
z—0 z z—0 z—0 v/a2—x2
2a(1—t2)dt
v \/7_
:/%:/t%itl—2arctgt+c—2arctg GNVE—T t ¢, ve(—a;a), v#0, cER.
t2 41

Iné riesenie.
r = asint, t = arcsin £
J= [

=, z€(—a;a), tE( 55 2) dz = acostdt
Va2 =22 = \/a2(1 — sin?t) = aVcos2t = a|cost| = acost

:/M:/dt:t—&—c:arcsinf—i—c,:I:E(—a;a), ceR.

acost

Iné riesenie.
J— x = acost, t = arccos 7, x€(—a;a), t€(0; m), dz = —asintdt
VaZ =22 = \/a2(1 — cos? t) = aVsin® t = asint| = asint

:/%ﬂ‘ftdt :—/dt:—t—l—c:—arccos%—kc,xe(—a;a), c€R.

Iné riesenie.

2_g2 2 2 R
b= - 1= Y, 2= 00 o it = -0 o ol = iy = el = 751
=7 _ Ll gema _ _gerdt 2 2o o _ a*Pialoa? o2
J m—midm— 2 /8 J@rys T T TR T @ T
- ) ==
€(0;a) = te(0;00), o= —2— dp=—=atdt_ 4 2T _a
Vet V(CZEnE JeT
2 2
z€(—a;0) = t€(0;00), x = —2=, dz = atdt 7\/ﬁ —_ _at_
€(~a;0) €( )s T ey JaT— e

_ Fatdt

/\/<t2‘+1) _ :F/t2+1 Farctgt + ¢ = Farctg 7\/11;;962 +e= [ neparnost ] _

oo funkcie arctg

(:I:aurctgiv)—&—c——alrctgv —|—c x€(—a;a),z#0,cER. W

Priklad 1.1.22.
Vypocitajte J = /\/‘”727 a > 0.

Riesenie.
2 2
1. ES: VaZ—a?=t—=x, x| >a = 22 —a? =12 -2z +2? = z=1F0
2t—2(t24-a? +2 2,2 2_ 2
de = 222207 0a7) gy — 2 453“ dt = 2;; dt, Va¥—a?=t- e —t-a
J = t=z+Vz2—a? z€(—00;—a)eteE(—a;0), zE€(a;o00)te(a; 00) -

Jim (z+Vz?—a?)=oc04+oc0=00, z—Fast— +a
2

lim [(er\/wQ ,az) o I27“2] = lim =22=zl4e® _ — =9

T——00 —a? z——00 z—/22—a2

t27a2

=gt g
:/fnga;:/%zln\t|+c:111‘x+\/:v2—a2|+c,meR—(—a;a),CGR.

L)

Iné riesenie.
Substiticiu z = acosht: R — (a; co) mdzeme pouzit iba pre x > a.
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= = z — gsi .

R x =acosht, t=argcosh 7, dz =asinhtdt, t€(0; co) _ [asinhrar _

VzZ = a2 = y/a2(cosh? t — 1) = aVsinh? t = a|sinh t| = asinht asinht

al V=
/dt7t+clfargcosh +cl$ <+\/ )+01 lnwnLcl:

=In(z+Vv22—a®) —lna+c = {C:cl_lna} :lnf:n+\/:v2—a2|+c,c€R.

c1€R, ceER

—acosht, t=argcosh =%, dz = —asinhtdt, t€(0; co)

T =
r<—a = J= -
VzZ = a2 = \/a2(cosh? t — 1) = aVsinh? t = a|sinh t| = asinht
= /7_121‘;}}112“ =—[dt = —t+c¢; = —argcosh =% +¢; = —111(‘—“’—1— (%”)2—1> +e =
—1 /12 —_q2 /2 _q2 ++/ 2_q2
= —p =%* a:c “ta= ln( —z+ aac27a2 ;i\/; Z ) 1= a(x2+:2 o ta=

N/ r2_q2 — _
:lnw +c = [21_62 Cleng] :ln|x—|—\/a@2—a2| +¢, ceER.

= J:ln‘m—&—\/aﬁ—a?‘ +c¢,xé€R—(—a;a),cER. M

Priklad 1.1.23.
Vypocitajte J = /\/;7"”?, a > 0.

RieSenie.
2 2
1. ES: Va2 +a2=t—x = 22 +a? =t% - 2tz + 22 :>x:t;ta
_2t2t— 2(t2—a ) 2t2+2a2 _ t24a2 > 5 _ t2—a? _ t?>+a?
dr = v dt = dt = 55-dt, Vat+a? =i- 5 = B

J = t=z+ V2 +a2, Va?+a?2> Va2 =z, lim (z+Vx2 +a?) =00, z€(—00; 0)
— 00
i o\ a—/e2—a?] _ w? 2?a? a2 )
:L‘Briloo [(I+ z°ta ) m] _zllmoo T— \/m2+a2 T —oo—o0 _07 t€(07 OO)
et q¢
/L:/%:lnt+c:ln(m+\/m2+a2)+C,x€R,CGR.

t24a2
2%

Iné riesenie.
r = asinht, t = argsinh 2, dz =acoshtdt, z€R, tER
J— a _ [acoshtdt _ dt =
Va2+a? = \/a2(sinh? t4+1) = aVcosh? t = a|cosht| = acosht acosht
. 1: str. 90 N2y
=t+ c1 = arg&nh% + mal: Stv In (%.’_ /(%)2_’_1) +c1 = lnw +c =
zln(gc+\/x2+a2) —Ina+c¢ = [Czcl_lna] :ln(m+\/x2+a2) +¢, ceR.

c1€R, ceER

Iné riesenie.
_ _ x _ _adt . T, T
z=atgt, t=arctg 7, dz = 235, z€(—00; 00), te(—g, 5) _/Cz;izf,t B

cost

J:

sin? t+cos2t __ a

in2
N —  [g2sint | 2 _ \/ _ _ _a _ _a
= +a \/CL cos?t ta a cos2t cos? t |cos t] cost

_ costdt __ costdt __ u = sint, tE( 2 2) _ du  _ du
cos? t 1—sin?t du = costdt, ue(—1; 1) 1—u? u2—1

— asint — /-2 2 o 14— —
__l +c 1111 1+’u,_|_c — z cost z=+a® sint :lln Var24a? 4o =
U+1 1= 1 —2— =sint=u 27 1-—==2 1
Va2 +a2? Vz2+a2

_ 1 Va2+al+x upravy: citeER | _ 3 3
lnm +c1 |:c:clflna, ceR}—ln<m+$)+C,x€R,c€R.l

Priklad 1.1.24.
Vypoéitajte neurcité integraly /\/ a?—x?dz, /\/ x2—a?dz, /\/ x2+a?dx, a > 0.
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Riesenie.
t€<—f ; %> dz = acostdt

x =asint, t =arcsin £, z€(—a; a)
/ /a2_$2d$: I: ) a’ ' < ) _

Va2 —z2 = \/a2(1 —sin?t) = a\/COSQt: a|cost| = acost

. : 2 2 .
— /a2COSQtdt: a2 1+02052t dt:ag(% 4 51;22t) te= aTt 4 2a bnitcoat +e=
2 Gnt \ 2 . a2 —z2
= “7’5 + gsinbacost 4 o — & arcsin £ + P+ ¢, v€(—a; a), cER.
Iné riesenie.
2 2
2 2 — [a’—x” _ a?dx —x- mdx _
/\/a —x dx—/ s dx—/ e +/ s =
u =x u' =1 o2 da 5 5 5 5
==z |y =vaT a2 m—l—x\/a —x? — [Va?—z?dx.
a2 _z2
rovmca D) D) _ 2 2 a’dzx
/\/a —z?dr = 2va?—2? + T
. S5 2 _ xVa?—a2 a? dz .
ﬂ a xdl’—f‘k? W,xe( a,a).

Zostavajuce integraly vypocéitame analogicky a ich vypocet prenechéavame ¢itatelovi ako
cvic¢enie. Plati pre ne:

2 2

or L1, VrZ—a?dy = tVE=at o4 V%,xe(—oo;a)u(a;oo).
L8 e R e o RS Y (U PRy 3
Integraly v priklade [[.1.24] moZeme tieZ riesit priamo pomocou rovnakych substiticii

ako prislusné integraly v prikladoch [1.1.21} [1.1.22f a |[1.1.23] alebo pomocou binomickych
substiticii (poznamka na strane [i1)).

Priklad 1.1.25.

d e=2 t=2 VaPod= [ 1= EE we@io0) > 1e(0: 1), =1
v dr=-28t, VI = \/1- % = Y224 se(~oo; ):>te( L0), [t = —t
_ et —2(ndt 1 [ —2tdt _ z=1-1t | te(0; 1)§Z€(0 n ] _
%z\/r_ﬂ 8v/1—12 8 [ Vi—t2 dz = —2tdt | te(—1;0)=2€(0; 1)
t
1
::t%/z—%dz::I:%%—i—c::tﬁ—&—c::ti‘/l_ﬂ+ _i"f‘x_l +ec=
2
—:I:””2 +e=YA 4o re(—o0; —2)U(2; ), cER.

4(£z)
Iné riesenie.

2
1.ES: VaZ—d=t—uz, |z|>2 = 22 —4=t> -2z +2> = :tc:t;tr4

2
/ de  _ do = Z2E2EH) gy _ 200 8 qp = U4 qy t=a+ V2 -4 _
2. /p2 __
eVt \/x2—4:t—x:t—t2;g4:t22;4, 12 +4 =22t =2x(x+ Va2 —4)>0

z€(—o0; —2) & te(—2;0), xz€(2;00)te(0;2)

24 Ay Loms: z=12+44]| t€(0;2 4;
_ oYe _ ardr  _ [ Loms: z=12+ €(0;2) = 2€(4; 00) — o fdz _
(t2+4)2t2—4 (t2+4)? dz=2tdt | te(—2;0) = z€(4; ) z?
_2 — __2 I S — 1 L zl—aVai— _
=z tas= t2+4 o= z2+aVz2—4 T r24zv22—4 22—z — + a =
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Iné riesenie.
3. ES:
do=

t =

z+2 = 2 =

z+2 = zt?—
4t(t2—1)— (2+2t )2t gy — —Stdt

_ Vax2—4
- 4x

22 = x4

22 —4=

_i_i_cl:[
+c

4t 22 +1) -4t —2t241)

23

c—clfl
c1€ER, CER

xe(—o0; —2)U(2; x0), cER.

2 _ 4t?+1)?
T o(2-1)2
16t>

2
2:>x:2+2t1,

lim x+2
z—2t+ T

(t2-1)2 (t2

4 .

= — =o00, lim
0F T 25400

x+2 -1

zx—2 7

1)2 )

lim
r——27

+2 __ 2 _z+2 —
=0 1= 41=2

#-1)2 R CEE

a:—2

z€(2;00) = te(l; 00), x2—4 =

at | _
t2—1|
224 — —

4t

4t
21"

Vie—22=z-2

| €(—

c0; —2) = te(0;1),

—8tdt
(t2-1)2

dzx _
z2\/x2—4
4(t2+41)2 (:I:

/ (12-1)2

= q:2< arctgt —

/ z+2

Z:r
2 T—2

- t2—1)dt
y -T2 /(afn

at
t2 1

+(z—2) (r 2)2

4z

J,+2

r—2

_:t +C:

1 2
=F3 [T
1 _ , _
(t2+1)):l: ( arctgt + (tz_i_l))—l—C—:I:m—kc_
Ve |
4x

= ”iz* —o0; —2)U

21"

t= dt :l:l

VE—2 = —(z-2)

dt

1+2

+ec xe(

2/(t2+1)2 =

[ 3]

(2;0), ceER. W

Predchadzajuci priklad moZzeme riesit aj tak, Ze ho najprv vyriesime pre z € (2; 00) a

nasledne vyuZzijeme vypoé&itany vysledok pomocou substiticie t = —x pre z € (

r€(—00; —2) = / T =

dt

x:ft,
2:t2,

de = —dt
te(2; 00)

N

/.

(22 —z+1) dx
v/ —x242x+1"

Viz—4
Priklad 1.1.26.
Vypocitajte J =
Riesenie.
[ 2. ES:

dx =

V—z?+2x+1=1-—zt,

2(t24+1)—(2t42)2¢ di — —2(t?42t—

NEET
@ T¢=

D g,

212

Z+n2

ze(l1—-v2;0) e te(-1-+2; -1),

(=)

—2?2 4204+ 1=1-2at + 2> =
V—z24+2x+1=
z€(0;1+V2) &te(—

_2(t+1) T
T ot241
1— 2(t4+1)t

t24+1

+c= ”ffx_‘l +c,ceR.

—00; —2):

1; —1++v?2)

t = 1—\/—z2+2z+1
- T

lim
z—0

1—y/—x2422+1

I'H

7%(712+21+1)_
1

1
I (—20+42)

x

lim

z—»O

—v0 .

1FV2

1EV2 _

—1++2

0=-22+4+2z2+1 & z2=14V2 & t= H[f
4(t+1)2 —2(t24+2t—1)
+1) L 2D g

(t2+1)2
_2t(t+1)
1 t241 )

_2(t41)
t2 41

2(t+1) (

t241

_'/<

{ apravy } =

_4t+4

1F7V2

1

-2

(t*—2t>+4t>+614+3)dt
(t+1)(2+1)2

o rozklad na
" | parc. zlomky

[ pr.[[TI7]
17\/m

i

=lnft+1]—

2arctgt—

(17 —Tz+21‘+1) 11

@22

)= [ (e

t2+1+2arctgt+t2+1+(:—
—2 +1n‘1—x/—xj+2x+l +1’+c:{

1

f2+1 t@Eror T (f2+1)2

2.2 )dt:

A2 1 inft 4 1| 4c=

t241

apravy ] =

= —/—a2 +2x+1—|—ln‘1+“"*— Vifz%’ +c, xe(l—\/ﬁ; 1+v2)—{0}, ceR.
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Iné riesenie.
Integrand najprv upravime a az potom pouZzijeme 2. ES.

J = (51327517) dx + dx _ _1 (=2z+2)dz + dx —
v/ —x24+2z+1 v/ —x24+2x+1 2 | /=z2422+1 v/ —x24+2x+1
Lms: z=—22+2r+41, dz=(-22+2)d2 [ 2 BS: V—aZ 42z +1=1-at
:ce(l V3, 1+ﬁ) ,te(0; 1)

z predchadzajuceho riesenia

—2(+242¢t—1)dt

dz (t2+1)2 — | _ _

ﬁ+/zu+1>(1m+1>) [upravy} = f+ = VEthft 1 +e=
241 \T 24

=— —x2+2z+1+1n’71—v—mj+2‘”+1 + 1’ +e=
= —\/—:c2+2:v+1+1n’1+z_— V_fz““'l’ +c¢, 2€(1-v2; 1+v2)—{0}, c€eR.

Iné riesenie.
Rovnaky postup ako pri predchadzajicom rieseni, ale namiesto 2. ES pouZzijeme t = %

_ 1 [ (=2z+2)dzx _ 1 2z+2) dz
J= 2/\/—a;2+2w+1 + /w —12+21+1 o /\/—w2+2$+ +1I =
_ 1 1 _1-v2
€(0;1+V2) = I=| 7 2o 1VEet s iR = 10, te(-14v2; )
e=1 de=-% VP 2rti= /-5 +2 +1_.V*“*H”

— 2 _ —
= %\/m /m —In[t+1+VE2+2t 1|+c1_
= ln‘ +14y/ L +2 1|+ o = —In | LEobvli2ecar) o) o

(1+42)%2—(1+2z—z?)

—In z(1+z—V14+2x—22)

| apravy: a€R| _ 14—+ —2242z+1
+Cl_|:czc1—ln2, CGR}_IH‘ v e ceh.

=1 1 14v3 _ 143
6(1_\/5,0):[: t*;v $—>1—\/§<:>t—)1fl+f ;2, te( 00 1 \/;)
w=1, de=—%, |t|=—t, |2|=- m,m
_dt
:/1 g Z/wtff)g_z = In|t+1+VEZ+2t—1|+c=In| +1+\/@+C:
T -t

—In |14 14 VR

+c:1n’1+1*— V*;”QW‘ +c, ceR.
= J= f\/—x2+2x+1+ln‘1+x_— ”;2"'2;”“‘ + ¢, xe(l—\/i; 1+\@)7{O}, cER. m

1.1.4 Integrovanie goniometrickych a hyperbolickych funkcii

Ak integrand obsahuje iba goniometrické, resp. iba hyperbolické funkcie, potom integ-
rovanie nebyva problematické. Moze byt ale velmi pracné.

e Integraly typu /_/'(sin,z',('os z) dx

Integrandy obsahuju konstanty, funkcie sinz, cosz (moézu byt aj implicitne zadané,
napr. sin2z = 2sinzcosz) a ich kombinacie, ktoré vznikni pomocou séitania, nasobe-
nia, delenia. Na zracionalizovanie tychto integralov na intervaloch neobsahujicich bodyﬂ
x# (2k+1)7, k € Z sa pouZiva tzv. univerzalna goniometricka substitucia (ozn. UGS)

14V bodoch = #7w+2km, k€ Z nie je funkcia t = tg 5 definovana (funkcia cos 5 je nulova).
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t = tg 5. Této substiticia, podobne ako ES, je tc¢inn4, ale vacsinou pracné,m pretoze jej
pouzitie vedie na racionalne lomené funkcie s polynémami vyssich stupiiov. Plati:

. _ 42
t=tgZ, x=2arctgt, do = th-tl’ smx:%, cos:p:ﬁ, r#m+2km ke Z.

Odvodime substitu¢né vztahy pre funkcie sinus a kosinus:

. . 2sin & cos & 2sin £ cos & cos2 T 2tg £ 2
= z SJEL— 2 2 2 2 2 2
sinz = 2sin 2 COS5 = Gz Z+cos? £ 7 sin? Z4cos? & c0512 T Totg2 41 T 241
1
coST — C052 x sin2 z _ cos? %751n2 5 _ cos? %75m2 5 cos? z _ lftg2 5 _ 1—¢2
2 2 sin? £ 4cos? £ sin? L 4cos? £ é tg? Z+1 t241"

Priklad 1.1.27.

do _ UGS: t=tg3, sm:r—t2+1, dz:t%j_tl
s r#n+2kmw, sinx#0 & x#kw, k€Z

x€(—m + 2km; 0+ 2kmw) = te(—00; 0) |
z€ (04 2km; m+ 2knm) = t€(0; 00)

2dt
:/‘251 = [ =In|t|+c=In|tg|+c, 2€R, x#kr, kEZ, cER.

t241

Iné rie§enie

—_z " .
| t=35, z#km, keZ | (cos® t+sin®t)dt _ [costdt _ | =sintdt __
sin x 2s1n fcos g dt = d?’ 75 kn - sint cost - sint cost

= In|sint| — In|cost| + ¢ = 1n|tgt| +c=Inltg%|+ ¢, xR, x#kr, k€Z, cER.

Iné riesenie.

Sll’lid‘)ﬁ _ sinzdz _ | t=cosz, € (0+km; 7r+k7r) kGZ —dt _
sin z sin?x l—cos?2x dt = —sinzdz, ( 1—-t2
_ 1 _ 1 _ 1 l—cosx
=5In t_H‘-J—c lnl—_H+c lnH_cow—Fc J:ER x;«ékﬂ' keZ, ceR. m
Priklad 1.1.28.
UGS: t=tgZ 2, cost = ;2-&-1 ( T+2kT; 77+2k7r) =te(—o0; —1) c o dt
d P
/cogz = dz = t2+1’ r#m+2km (—7+2k7r 7+2k7r) =te(—-1;1) _/i;tgl =
cosz#0 & x# 5 +km, keZ ( —|—2k71'7 m+2km) = t€(1; 00) et

,TER — {g+2k7r,7r+2k7r,k€Z}, ceR.

2dt _
—/tg_l = ln

Iné riesenie.

coszdx __ coszdz _ | t=sinz, fﬂe(—g"‘kﬁ? %‘HW) _ e _ dt
cosx cos? 1—sin?x — dt = coszdz, te(-1;1), keZ - [ 1-2 — t2—1
‘+cflln1+t+cfllnl+“”+c reR, x#5+km, keZ, ccR. m

t_H‘—«—c—c—ln

l—sinz

f+1

Priklad 1.1.29.
de UGS: t=tg3, z#7m+2km
l4+cosz

15V dnegnej pocitadovej dobe, ked existuji programy na symbolické vypocty (Maxima, Maple, Wolfram
Mathematica, ...), to uZ nie je taky problém.

cosx#—1 & ax#nm+2kn, keZ ] / t22<r,1

dz = t%j_tl, cosT = i{_ﬁj z€(—m+ 2km; ™+ 2kw) = tER 1+1{ﬁ o
24t
:/f%:/dt:t—&—c:tg%—i—c,xel%,a:;éﬂ+2k:7r,keZ,c€R.
241
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=tg3 +ec xeR, rx#7m+2km, keZ, ceR.

Iné riesenie.

de  _ do_ _ t=73%, x#m+2kn, keZ
1+cosz 2cos? £ dt:dTZ, t;é%—i-lwr

Iné riesenie.

dz _ (1—cos x) dx (1—cosz)dx __ (1—cosz) dz coszdz __
1+4cosx (1—cosz)(1+cosx) l—cos2z sin? x s1n2 T sin2z
. [1. ms: t=sinz | x€(—m+2km; 0+2kr), ke Z = te (-1 dt _

x€(0+2k7r;7r+2k7r) keZ = te(0; 1) t?
:—cotgm—}t—i-c:—c.o”#— +e=1=52 | ¢ ycR x#kn,k€Z, cER. m

sinxT sin s T

} = —cotgx —

dt = cosxdx

Priklad 1.1.30.
cos 2z dz _ (cos2 x—sin? z)dx _ 2410 t2+1
sin o+cost sin o-+cost z de = 29t we(—m+2kn; n+2kn) k€EZ = tER

t2+17

((1—t2>2_ (26)2 )Zdt ) 4 R

B 2302 a2 2/ eer [ . [ @t5—10t*—10t2+2)dt

= = | uprav; = = @

(22t)44+(12—t2): pravy 18— 416 +22¢2— 44241 :
@2 rnE T (211

2
UGS: t=tg3, sinz= 2t cosx = i :| B

Ako vidime, tymto smerom pre normélneho smrtelnika cesta rieSenia nevedie. Integrand
musime pred pouZitim UGS najprv upravit.

Iné riesenie.

. 1—cos 2z 2 2z\2
/ cos 2z dx — l:(31n2 1’)2+(COSQ z)Q :( Cgs z) + (H_Cgs z) = :| — /2c052mdx _

sin? z+cos? © __ 1—2cos2z+cos? 2o+1+2 cos 2z+cos? 2z __ 1+4cos? 2z 1+cos? 2z
- 4 - 2
+1 ) t24+1

_ |: u=2x, tER ] _ cosudu __
du =2dz, ueR 1+cos?u we (—m42km; m42kw), k€Z = teR

32
_ 124;7521?1 . _ [a=t*)dt _ [ rozklad na | _
= 2y2 — | upravy | = 1 - -
14 a—tH? t*+1 parc. zlomky

UGS: t=tggy, cosu-)52 du = 24t :|:

(t2+1)2
2t+v2  _ _2t—2 _ 1 2 o 2 _
— QI/ e t27\/§t+l)dt— 2\/5(111|t +V2t+1| —In[2—V2t+1|) + c =
_ tQift+1: _ lnt2+\/§t+1+6: xr = %7 t:tg% :tg:c _
=422 +1>0 2 M € (=T +km; T+kr), keZ

— 1y tetetv2tgatl x
= Qﬂlntg2x7\/§tgx+1 +c,zeER, v #5+km, k€Z, ceR.

Iné riesenie.
Postup je analogicky, ale namiesto UGS pouZijeme ind substituciu.

cos2xdx  _ [2cos2zdz __ |: u =2z :| _ cosudu __ cosudu  __ _ [ cosudu __
T d, — 2 = = Ty —ein’u nZu—92
) sin® x+cos? x 1+4cos? 2z zER, UER 1+4cos? u 1+1—sin®w sin® u—2

~ [1.ms: ¢t=sinu, ueR] at 1 |t f|+c_ t=sinu=sin2z |
T | dt =cosudu, te(-1;1) | 22 [t+v2] V2+sin2z>0 |

= 2fln%+c,xeR7ceR.l

e Integraly typu /f(Hillll,l‘.(,'(,)Sll‘l‘) dz

Integrandy obsahﬁjﬁ sinhz, coshz (aj implicitne), konStanty a ich kombinacie, ktoré
vznikni pomocou s¢itania, nadsobenia, delenia. Na zracionalizovanie takychto integrélov,
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analogicky ako pri predchadzajicom type, mozeme pouzit tzv. univerzalnu hyperbo-
lickt substittciu (ozn. UHS) t = tgh §, x€ R, t€(—1; 1). Plati:

_ da _ 24 7, 2cosh®2dt _ 9q¢ 24t __ 24t
dt = T coshZ E. z = dz = 2cosh ) dt = cosh? Z—sinh? 2 sinh2 2 T T_tgh? £ — 1-¢2)
" cosh? 3
L
. . . 2sinh £ cosh £ h2 Z 2tgh £
sinh z = 2sinh £ cosh £ = 2 22 cosh”3 — 2teha _ 2t
2 2 cosh?® § —sinh T 1—-tgh® § 1-t2>
h2 Z
2
1
22z 1 6inh?2 Z cosn2 T 2z 2
_ W2z . 12 g _ cosh” Z4sinh” § cosh2 £ 1+tgh” 3 144
coshz = cosh™ 5 +sinh”™ § = 755 tosnh? 2 LT T-tgh?g | 1-£7

Priklad 1.1.31.

2
da _ | UHS: t=tgh¥, coshz = if; - 12(1;2 - 12:1,3 — [at =
1+coshz dz = 244 2R, te(-1;1) 14125 T

1
=t+c=tgh3 +c, veR, ceER.

Iné riesenie.

dx — 1 coshz—1 _ coshaz—1 _ coshz—1 [ _ [coshzdx dz
1+coshz coshz+1 coshz—1 ~ cosh?z—1 ~  sinh?z sinh? z sinh? =

t =sinhx z€(—00; 0) = te(—o0 1
= — he == — h =
[dt:coshxdz z€(0; 00) = t€(0; oo) cotghz —; —cotghz +c¢
= —§ —cotghz + ¢ =~ — gj;f};gg +o=—leshe 4o peR 240, cER.

Iné riesenie.
. t=2%2  zeR .

dzx _ dzx _ 27 _ dt _ _ x

/1+COSh£E_/QCOSll I_|:dtdz teR]—/Coshzt—tght+c—tgh2+c,x€R,c€R.
K
Iné riesenie.
d
dx _ dzx _ 2dx _ t=e% x=lInt, dm:*t _ 2dt _
1+cosh 14eite=? 2+e” fe— T =T — 77 TER, te(0; 00) t(2+t+1)

:/ﬁz;tt-rl :/(tQ-s-(%? :/2(75“‘1)_2(17f 2(t+1) te=—g%5 +¢ rER cER ™

1.1.5 RieSené priklady

Priklad 1.1.32.

Vypocitajte J = /H(l)ln {1 }dx.
zEe(

Riesenie.
Oznacme f(x) = I(Illl’l {1 1} Kedze f(1 ):min{l,% =1, potom plati:
ze(0
xe(0; 1) = J:/dm:x+cl, c1€R, z€(l; )= J:/% =lnz +co, o €ER.

Ak chceme urcit primitivnu funkciu na intervale (0; co), musime zabezpecit jej spojitost
v bode x=1. To znamené, %e musi platit 1 +c¢; =Inl+ co, t. j. ¢4 = ¢co — 1. Potom

l'-'—C—l, $6(071>7
J = da = 1 dz =
/f v /;er%moo){ } . { Inz+e, 2x2€(l;00), cER. m
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Priklad 1.1.33.
a) /(ac+1)21n(a:—1)5d:c=5/(x+1)21n(3:—1)dx: [ t=xz—1, z=t+1, €(l; c0) } —

z+1=t+2, de =dt, t€(0; o)
=Int w=1 3 3
_ 2 I T _ 5(t+2) 5 [(t+2)%dt
i5/(t+2) lntdx[v/:(t+2)2 ,U:<t+2)3:|31nt3/t
3

_ 5(t+2)° 5 [t346t2412t48 1, _ 5(t+2)°3 5 2 1 _
lentfg/¥dtfflnt—g/[t +6t+12+ 81 dt =

— SR gy g S8 6 9y 4 8Int] o= HED 0 B 52 00— O ngqe =

= Sty (po1) — S 53 1)2 — 20(2—1) — LIn(z—1)+ ¢, 2 >0, cER.

_1\5 _[t=2z-1, z€(1; 00) 5 1, _|u=nt|w=1|
b)/ln(ac 1) dx—[dx_dt ) OO)] /lnt dt = 5/1ntdt—[v,_1 ! tt]_

= 5tlnt—5/dt =5tlnt—5t4+c¢; =5(x—1)In(z—1) = 5(x—1) +¢; =

- c=5+c
B c1€R, ceER

C) (x_2)4d1-_ t=x—1, z=t+1

(=1 7 |dz=dt, s —2=t—1
:/<t4—4t3+6§—4t+1)dt :/(t2—4t+6—4t_1+t_ Jdt = £ 242 46t —4ln [t| -+ 4c =

= @ 9 1)2 4 6(z—1) —4ln|z—1| — L5 + ¢, vER, 2#1, cER.

A 2741 =t 22 =t—1, 2€R, te(l; o) 1 a 1
d) 2241 x=log, (t—1) = lnl(;—l)7 de = L dt 2 [tt—-1) 2 [Tlff} dt =

2 m2t—1

] =5(z—1)In(x—1) —bz+¢, xe(l; ), ceER.

z€(l; 00) = t€(0; 00 & o

z€(—o0; 1):>t€(foo;0)} _ /(t—l)“dt _
)

1
El 2T+1—|—c reR, ceR.

VZFT=t, 22 4+1=12 2 =12—1, z€(—00; o) ] 1 / 2t dt

e ——— = 2 =5 [ 7o
) V2711 Lc =log, (2 — 1) = ln(li)42_1)7 do = 12 tQtdt, te(1; oo) In2 [ t(t2-1)

t2 21n2 t+1 V2E 141
f) dx N t=vzr—2,t?=2-2, x=t2+2, de =2dt - 2tdt
(z—1)Vz—=2 "~ | z—1 _t2+2 1=1t241, z€(2; 00), te(0;00) | [ P+t —

= /t%itl = 2arctgt + c = 2arctgvVar—2+¢, x€(2; ), cER.

:ﬁ/d_tl: ZInt= +e *1n21n‘/ﬁl+c TER, cER.

do t=vI—z, 2=1-2, a=1-1 | z€(-00; —1) > t€(VZ; )
8) = _
(z+1)VI—z de=—-2tdt, z+1=2—12 (—1'1):>t6(0;\/§)
_ —2tdt __ dt 2 t—V2 1 T—o—
_/@*W _2/ﬂ =l t+f’+c ekl b=

=V1i—-z|  [e¢(-2t)dt t2d t2—242dt 2dt _
/w+1 |: vid' g) ]_/ 2—t? =2 t2— =2 T 22 =2 [dt+2 -

g) — m\f‘ _
—2t+\[ t+f‘—|—0—2\/1 z+2In N +ex<l,z#-1.m
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Priklad 1.1.34.

44 3sinz=t, z€R dt 1
a) [ dx = = =zlnt+c=
) /4""35”“” 3coszdr =dt, te(l; 7) 3 +

= %ln(4+3sinm) +c¢, r€R, cER.

b) 143sinz4+2cosx dr = 3sinxz+2coszx dr = 2z = u, -r?&kla keZz _
sin 2z - sin 2w 2sin x cos x - 2dz = du, u#kr -

_ 14 3 [d de _ [prEIZ7] _ 1 3
7§/sinuu+§/co:z+sinzri{prV@}771n|tg%|771n

:§5+1‘+ln|tg2’+07

ez
=1lnjtgz|—2In t§2+1‘+ln‘tg2‘+c r€R, 245 keZ, ceR.
¢) sinz—cosz t =sinz 4 cosw, xe(—%+2k7r;3f+2k7r) _ A — [t g =
Vsinatcos @ :(coscrz—sinac)d:c7 te(0; V2), keZ Vi

-
o

v/ (sinz + cos )3, xe(—%—I—kaﬂ; %’T—I—Zlm), keZ, ceR.

_l’_
d) - 2dx - 2z =t, t€R . dt .
4 cos? x-i—bm T 1+C“§ QL 1 Cg° 2z 5+3cos2z ~ | 9dg = dt, teR - 5+3cost

2du
UGS: u—tg2, cost = 211, dt = 2(3:1 o w2l 2du du
= = du du
te(—m42km; T4+2kr), k€Z = ucR 54317 2u®+8 u?+4

b\w‘

= %arctg% +c= {u:tg% :tgz} = %arctgthz +c, x€R, x#7+2km, ke Z, ceR.

1—tgx ]—sinz cos z—sin [ (sinxz+cosx)’ o
e) /1+tgaz do = / Jrz:;; dz = cos x+sin dz = sin z-+cos T de =

=In[sinz +cosz|+c, reR, v # G +kn, x#—-F+kn, ke Z, ccR.

2 _ zsin®x _ 1(1*C082I) zdx ZL’dZL’ _L_
f> /xtg xdx_/cos&m dl‘—/ cos? x dz = cosZx rdr = cos2 x 2

u =z u' =1
_ _ _ sinz oz
- |:U 1 v =tgr = sin @ :| =wtgxw /cosmdx 2
cos? x cos
2
=wtgr +Infcosz| — 5 +c,v€R, 2 # T4k, k€ Z, ceR.
i t*l—f—gmz, sinxzﬁ, 1+qm120<:>sm;r€(0 1) Vsinzg = —1 ]
2
Cos2x:lfsm2:t:17ﬁ:ﬁ, sinz€(0; 1) = te(2; o0)
g)/ /1 dr = :7:6(0—|—2k7r7 72’+2k7r> k€eZ = 0<cosx = *;2__12t, —
sin
M _ —sin?zdt _ —(t—1)dt _ — dt
dt = sin? x =dz = cos T - (t71)2\/t272t - (t—l)\/t(t—Q)
I . _ /22t _ dt
_:1:€<2+2k7r, 7r+2k7r) ,k€Z = 02>cosz = 1 dz = 7@71)\/@ |

[ avia o wEIED —
/(f ljF)\/ixf :F/(tfl)\/ﬁ —  Plarctgvi-2+4c=
—2arctg./smm—l—|—c x€(0+2k7r —|—2k7r>, keZ, ceR,
2arctg,/smx—1+c z€<g+2kﬂ'; 7T+2k7r), keZ, ceR.

1. ms: t=tgz, de = St ,xe( Z +2km; £+2k:7r), keZ 3
h) /tg?’xdz[ e ? 2 = [5& =

dt = Coigx = sin® "'COS Tde = (tg?x +1)dx = (t24+1)d=x, tER

COS x
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B /tSJtrngIdf /tdt_ 7/3;;:; /tdt /(tztti)ldt = ﬁ ~In(?+1) +c=

—1In (tg a:Jrl) +c, x6(77+2k7r 7+2k7r), keZ, ceR. m

Priklad 1.1.35.
Vypocitajte neurcity integral I,, = / sinh” z dz, kde ne N.

RieSenie.

. . -1 =sinh™ 1
I, = [sinhz-sinh" " zdx = [u m

z|u =(n—1)sinh" "2z - cosh _
v/ =sinhz

v =coshx

=sinh" ' 2 - coshz — (n—l)/sinh’“2 - cosh? zdx =
= sinh" 'z - coshz — (n—l)/sinh"_2 z - (1+sinh®z)dz =

= sinh" 'z - coshz — (n—l)/sinh"_2 xdx — (n—l)/sinh" rxdr =
=sinh" 'z -coshz — (n—1)1,_o — (n—1)I,,, n=2,3,4,....
Lovmica nl, =1, + (n-1)I, = sinh” !z - coshz — (n—1)I,_2, n=23,4,... =

Ioz/dmzx—i—c, Ilz/sinhxdxzcoshx+c, In:M—uIn_g,

n=234,..., t€R, ceR.
Iné riesenze. .
/sinh”zdx _ /( S) e = & 1S () () (o) e =
k=0

n

=1 [E (7) ene=ke(—1)k e —k’m} de — 7/{ z": () (=1)k ene= 2kxj| de —

k=0 k=

_ % > [(_1) (k)/e(n 2k)a dx} - % 3 {( 1)k (Z)Jn,%} +c,x€R, ceR,

k=0

mx

pricom Jy = /dx =z, Jy, = /emx de = =
Iné riesenze.
Pre neparne n = 2m+1, m€ N U {0}, moZeme pouzit substiticiu ¢ = cosh .
/sinhzm+1 rdxr = /( sinh? ac)m sinhxdz = /( cosh? z— 1)m sinh x dzx =

_ [ L ms: t=cosha, IER] - /(t?—l)m t = (R) @) (=1)m=*] at =

dt = sinhzdz, t€(1; c0) 0
(R) (-1t ar] =

- /[ ORISR EDS
m m k1
EZ: [(m)( )m7k21+1

pre m = —n,—n+2,...,n—2,n, m#0.

—
NgE

mo_qym—k(m ch2k+1
fe= 3o CV D™ L eR ceR m
k=0

Pre neurcité integraly funkcii sin” z, cos™ x, cosh™ z, n € N platia analogické vzorce:

. in®" ! . —
In:/sm”:cdx:—W—F"TlIn_z, n=2,3,..., Ip=x+c¢, Iy =—cosz+ec,

m (_1)k+1(m) cos2k+1

resp. /sin2m+1xdx: > 2,§+1 =+, meNU{0}, z€R, cER,
k=0
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n—1 s .
Inz/cos"xdx:w—l—%_lln,g, n=2,3,..., Ip=x+¢, I =sinx +c,

- (1 ()
resp. [cos®™tlgpdr = ZT-FC, meNU{0}, z€R, ceR,
k=0

n—1 . .
Inz/cosh"xdac:w—i—"T_lln,g7 n=2,3,..., Ip=x+¢, I =sinhx+e¢,

m m s 2k+1
resp. /cosh2m+1xdx =y (’“)8212# +¢, meNU{0}, x€R, ceR.

Nech a, 5€ R. Ak ozna¢ime u = C“T'w, v = QT_ﬁ, potom plati u +v = # + O‘T_ﬁ = a,

u—v= —O"Q"’B - —agﬁ = f. Zo suctovych vzorcov (mal: veta 3.1.9) vyplyva:
sma—i—smﬂ—2smo‘+ﬁ COSO‘T_Q — sinu Cosv:w,
cosa + cos 8 = 2 cos O"w cos O‘T_B — cosu cosv = &8 (““’)ZCOS (“*U)7
cos av — COSB — —9sin O¢+B sin 2= ,6’ — sinwsiny = (u+v)—cos (u— v)

-2

Pre hyperbolické funkcie (mal: veta 3.1.14) platia analogické vzorce:

sinhu coshv =

inh inh (u—
sin (u+v)-;—sm (u v)’ cosh u cosh v —

cosh (u+v)—cosh (u—wv)
2

cosh (u4v)+cosh (u—v)
2 b

sinhw sinhv =

Priklad 1.1.36.
a) /cos" (ax)sin (azx) dx = { Lms: t=cos(az), z€R ] = _/t" dt _ _ _t"*

Cc =
d¢t = —asin (ax)dz, te(—1; 1) a “a(ntI) +

/ sm b{I?) do — /Cos (ax+bm):2cos (ax—bx) do — /( cos ((12—b)cv _ cos ((12+b)$> do —

= dplachr _ Sh(OH)r | o wER, c€R, a,be R—{0}, a#b.

_% + ¢, x€R7 CeR’ aeR_{O}
/Sin2 (ax)dx = 17%(2%) dz = 3 ““2(32”) te=3- Sinﬁaw) T

/COS 1+c052(2a:1:) d.’l?:%—‘r @1112(327) Y= z z 4 qln(20'r) +e

/COb COb bﬂ?) dz — /cos (ax—l—bm)—;cos (ax—bx) dz — /( cos (t;—b)a: 4 o8 (¢;+b)z) do —

sin (a—b)x in b)x
= dplecpe | splothe | oz R, c€R, a,b€ R—{0}, a#b.

/sm )cos (ax) dz = /Sin (22‘”) de = 7C‘;S.2(2”) +c= 77“’5&‘”) +c,

/sm am oS b:c)d _ /sin (aa:+b;r)j2tsin (ax—bx) do — /(sin (1127b)m + sin ((12+b)w) do —

cos (a—b)x cos (a+b)x
slache  cosafbr 4 ¢, xR, c€R, a,b€ R—{0}, ab. m
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Priklad 1.1.37.

Vypoditajte neurcité integraly /J;” sin (ax) dz, /x” cos (azx)dx, ne N, ae R—{0}.
Riesenie.

Pre vietky ne N, z€ R, ac€ R—{0} plati:

!’ n—1
n o u =" u' =nx z" cos (ax) n n—1
2™ sin (ax) dx = === 4y cos (ax) dx
/ ( ) |: o' =sin ((l.’.E) v :7005((10‘1) a + a ( ) s
u =z" uw =nzg™ ! z" sin (ax) 1
2™ cos (ax) dx = . === 2 [ gin (ax) dz.
/ ( ) |:U/=COS ((ILU) v = slnl(laz) :| a a ( )

€T Sln u=e

v’ =sin (ax)
x COS =

v’ =cos (ax)

¢ z];cos (azx) :| =1 ((I’I‘) + /COS (al‘) de =

v
a

__mcos (az) + sin (az) +e,

1 . )
u 7M1| _ a;bma(aa:) _ %/Sm(aaz)dx _

v
a

_ wsina(aw) + COSa(QaiU) +c,

2 u' =2x

2
cos (ax) } = —%SWD) + %/xcos(az) dz =

a

U =
2Sln (ax)dx = [

v/ =sin (az) |[v =—

a a a a a? a3

2
/Zcos az)dx = [u,7$
v’ = cos (ax) -

I cos (ax) + 2 (xbm (ax) + cos (a:v)) te= _w2 cos (ax) + 2z sin (ax) + 2 cos (ax) +c,

sin (ax) = a

uw =2x i| IQSin(a$)*g/ZSiIl(al’)dl':

v =

_ z? sin (ax) 2 ( __ xcos (ax) + sin (QLL.L)) +e= z2 sin ((l.L) + 2 cos ((u) 2 sin ((L.L) +e,
u = 1E3

73

r__ 2
sin (ax)dz = { v :imcos(az) } - LWW) + /x cos (ax) dz =

v
a

1‘ cos(at) +3 (1‘ sin (az) +2xcos(a:c) 2q1n(a7))+c_

v’ =sin (az)

a a2

o _;c3 cos (ax) + 322 sin (ax) + 6x cos (ax)  6sin ((L.L) +e,

a a? a3

u’ =322 3 s 3 .

ten | = 500 2 22 in (a) e =
a

_ z%sin (ax) 3 z2 cos (ax) 2z sin (ax) 2 cos (aa:)

- 7 a T a\ a + a? + a3

— 3
/:cgcos (ax)dz = [u,fx

v’ =cos (az) | v

) sem

_ 2% sin (ax) + 32 cos (ax) __ 6xsin(ax)  6cos (a:z:)
- a a? a’

+c.
Priklad 1.1.38.

dz o dz o rozklad na o 1 1 1 o
a) /x3—7r1:—6 - /(m—2)(a:—1)(m+3) - |: parc. Zlomky:| - /(5(T—2) - 4(.’£—1) + 20(T+3))d1’ =
=1ilnfz—2/ - {Injz—1|+ 5 In|z+3|+ ¢, v€R - {1,2,-3}, cER.

dzx _ dz _ rozklad na _ 1 1 1 _
b) /x3—2$2—:c+2 = /(m+1><x—1)(w—2> = [parc. zlomky} = /<6<x+1)*2<x—1>+3(x—2>)dx =
=thnjz+1]—ilnjz—1|+ $In|z—2|+c, € R — {+1,2}, cER.

©) |7 = (m—zﬁi&ﬂ)a = | foskladna | _ ( o 2>dz
C parc. zlomky 9(z—2)  9(z+1) 3(;c+1)
= gIn|z—2] = §Infe+1] + g5ty +¢, v€R— {~1,2}, c€R.
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1z _ d: - rozklad na o 1 1
d) /‘/I;C"Jrgg(za;z—l - /(I*l)(ﬁ%‘rl) - |:parc Zlomky:| - /(4(I 1)_4($+1) 2(I+1) )d.’l;

=lljz—1-iln|z+1|+ s T 6 TER—{£1}, ceR.

2(a7+1
dz - dz - rozklad na o 1 T+ d
e) 23-2z—4 = [ (22+2242)(z—2) ~ | parc. zlomky | 10(z—2) 10(124‘2@4‘2) r=
_ 1 23+2 6 _
= {x2+2;p+2— +1>0] / 0 2)*20<x2++2x+2)*20[(x+1)2+1]>d~’0—
o5 In|z—2| — o5 In (2 +22+2) — 5 arctg (z+1) + ¢, z€ R — {2}, c€R.
d _ d o rozklad na o 1
f) /13*39023141*2 - /(12*21’+x2)(90*1) - [parc. zlomky} - /(ﬁ z2— 2z+2)dx -
- /(%_ﬁ)dx —lnfr—1]- L (22~ 2042) + ¢, z€R— {1}, cc R. m

Priklad 1.1.39.

a) da _ da { (z+1)? =22 =(z—1)(z+3) <0 ]
Va2t2e-3 |\ J(a+1)2—4 = € (—00; —3)u(1 o)
_[t=2+4+1 ] z€(—o00; —=3) =>t€(—00; —2) -
_|:dt:dx z€(l;00) =>te(2; 00) } \/t2 ln’t—’_ |+C
:ln|x+1+\/a:2+23:— |+c,x€ —00; =3)U(1; 00), cER.
2 _ - t=z+1, dt= 5
/\/:z: +2x—3 dx = /\/ (z+1)2—4 dx = [I Vir—4 dt =

€(—o0; =3)U(1; oo)
— t\/t;— 7§/ dt :t\/t2 —4 51n|t+ /¢ |+C—

2 | VE=s
=@—gln|x+1+¢mm,xeze_<_3;1>,ceR.
dz
c) /\/w2+2m+4 \/(:v+1 =In(z+1+4 Va?+22+4) +¢, z€R, cER.

)/Vx Tor+4d dx—/V (@+1)2+3dy = EEOVETDTS de___ _

\/(erl +3
_ @+%ln(x+l+\/m) +c¢, 2ER, cER.

o) da _ {227(x71)2:(37x)(1+:1:)<0 } _
2+2x+3 V(e 1)2+4 \/22 )2 =z€(-1;3)

—arcsm——f—cl xe( 1;3), c12€R, resp.
= 2arctg 1=y =2 +2wd3 *“"2*2‘/”* +c3 = —arctg s +2"”+ +eq,xe(—153), v#1, cga€R.
f) /\/—$2+2:E+ dor = /\/ —(z—1)2dz = 4# ("z 1))2 dx

v = 4(11)2] -

:/ 4dx +/ (@-1%dz _ | =¥ _l(z_l)
Vi—@-1? [ Va-e-)? | VS e
~4 [t + OV - [V TR

rovnica /7x2+2$+3d$:@+2 \/_wzdim— z€(—1;3). m

+2z+3"
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Priklad 1.1.40.

a)/ %dx:[og + %¢>O<z 71‘957&1936( fl)U(l;oo)]:
t:‘/%+1 =z+l=(z-1)t? = :ifi z€(—o0; —1) =1t€(0; 1)
= 2 =
do = 2= 32“)% dt = L z€(1; 00) = te(l; o)
_ [—ororar _ [u=2t u'=2 o fla g |22
= [e=n2 T | W _W v =g | T B-1 21~ 2-1 t+1

-1 T = 1*z+1 :+1*

t22t1+1n(t+1)1n|t1|+c[ == S = S e }
= (@=1)y/=Z +1n (/21+1) — | /21| + ¢, we(—00; ~1) U (15 ), c€R.

b) [arcsin | /ZEL dg — 0<ZtHl <1|2>1:0<a+1<z—1= —1<z,1<—1 = spor _
-1 z#1 x<1:0>z+1>2—1= —1>2,1>—-1=2E(—0c0; —1)
v =1 v =z
1 1
u =arcsin /2L |/ = L 2 (e D-(ril) _ 2 =
= z—1 \/17% \/g (z—1)2 \/[21 2L \/(z 1)4 =
_ -1 _ —1 _ NG
|z—1] /=2(z+1) V2(1—x)y/—(z+1) 2(171)\/7171)
= garcsin , /ZEL — \[  gde | t=vV—z -1 t?P=—z—1, z=—-("+1)
z—1 (x—1)v—z— x—1=—t>—2 dzx=-2tdt, t€(0; c0)

= :Uarcsin\/a \[/t +1)2tdt = xarcsm\/ri-l—l_’_ \[/(t -it-22+21)dt _
_a:arcslnﬁ—k\[/dt \//t2+2—IaI"CSin %4_\@75_%3“@%4_6:
:marcsm\/g+ V2v/=x — 1 — arctg

Lt z€(~00; —1), c€R.

Iné riesenie.
/arcsm tl qy {t:x_l’ dw = dt

@€ (~oo; _1>} = /arcsin R dt =

c+1=t+2 te(—oo; —2)
v'=1 v =t t=—t, (H2)=@+3y=-%
. 1 —
= _ i t+2 ’_ 5 -2 _ -1 —1 _ V2 =
u = arcsin U - = =
t t2 — f—
t+2 /t T2 t |t\\/ 2(t+2) 2t t—2
. _ z=—-1—2,t< -2
= tarcsin /LE2 — V2 tdt__ — tarcsin /2 L dt = ’ =
t 2 t/—t—2 t V—t—2 dz=—dt, z>0

=—t—-2=—-x—1
= tarcsiny /52 + ¥2 [ 942 — ¢ apesin | /2 ff‘[ i} =
¢ T3 vz t + te z>0=2t< 2=>zc< -1

= (z—1)arcsin y/ ZE1 + \/5\/—35—1 +c,xe(—00; —1),ceER. m
Priklad 1.1.41.
i — =8 +3 242 ) qp =
z6+1 <x2+1 t o vmer T z2+\/§m+1> v
1 + f (2z+v3)dz [ (22—V3)dx + L dz + dx _
=3 [#5 22 +/Ba+1 22 —/Ba+1 2| [ @8t} (z+4)2+% |

_ arc;gx + V31n (z2lgﬂm+1) o V31n (121;\/§a:+1) + arctg (%a:+\/§) + arctg (26$7\/§) 4e=
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= Y3 bVl arctgs y arcte QotV3) 4 arctg@o=v3) 4 o 2R, cER,

z dx 3 _%‘f‘% -z2-¥3
b) a1 <w2+1 + 22 —/3x+1 T 2+fw+1) de =

1 [2zxdes 1 (2z+V3) dz + (2z—v3)dx + ﬁ dx o dzx _

6 [ 2241 12 z24++/3z+1 22— /3x+1 (o— f)2+2% (r+§)2+2i2 —

In (22+1) In (z2+\/§r+1) In (2% —/3z+1) V3 arct (2m V/3) V3 arctg (224+/3) _
- 6 o 12 12 + & + gﬁ +c=
_ 1712 In m(f—,:;?l-)i-l + \/garctgfj(Qaz V3) + \/garctgé2x+\/§) te¢ zER, cER.

z2dax _ —% é é o
C) /w()+1_/(w2+1+.L2—\/§(L+1+,L2+\/§(1,+1 d.'I,'—

___ arctgz arctg (2z4++/3) arctg (2x—+/3)
=—=73+ 3 + 3 +c, zeR, ceR.

3

z°dr __ -2 I 3 _
d> /$6+1 - /(rzjl + I2_\§§z+1 + 12+\;§$+1) dz =

_ _1 23:dx_’_$ (2$+\/§)dm+ (2z—+/3) dx _"_@ dz . dzx _
6 [ z2+1 ' 12 z24V/3x+1 2 —/3z+1 12 (I7§)2+2% (z+§)2+2%

In (%+1) In (fc2+\/§m+1) In (2% —+/3z+1) V/3arctg (2z—+/3) V3 arctg (22+/3) _
- + o + & + & +c=

_ 1 L In ?xZile VAarctg (20-5) 4 VBarctg Br4V3) 4 ¢ yeR, cER.

_z\/g
2zt dz + de =
RS w2+1 x2— fa:+1 2+fx+1

1 + f (2z—v3)de  [(22+V3)d= + L dm + dx _
=3 [+#h 22 —\/Ba+1 224+/3x+1 12| [ @8+ % (+4)2+% |

arc;gx + V31n (z 1;\/§z+1) _ V3In (x21;ﬁx+1) + arctg (%aﬂ»f) + arctg (2617\/5) Ye=

i In Tzu::?zii + arc;gz + arctg(%w+\/§) + arctg (%w—ﬁ) te¢ z€R, ceR.

\5 L’E_;'_@
z®dx _ + —6 "¢ dx =
z6+1 2+1 22— fx+1 z2+4+V/3z+1

2 G 6
_ ln(:r6+1) 4 +g/§z+1) RLIC: —gﬁxﬂ) te= w +c¢, 2€ER, cER.

Vsetky integraly st rieSené rozkladom na parcialne zlomky a naslednou tipravou na tabul-
kové integraly. Plati z6+1 = (22+1)(z* =22 +1) = (2®+1)(2®2 =3Bz +1)(2® +V3z+1) a
tiez 22+v/3r+1 = (z£%2)2+ L > 0, 24 —22+1 > 0.

Iné riesenie.

Niekedy je rozumnejsie najprv pouzit nejakd vhodna substiticiu a az potom integrand
rozkladat na parcidlne zlomky.

wde _ [L.ms: t=22 z€R a _ 1 [( & 5+
b) /x6+1 - [dt:Zxdx, Le 0 oo)] /t““l B 2/<t+1+tz ) 4=

1 fdt 1 f(2t=1)dt dt In(t+1)  In(—t+1) 2t—1
Sl R == vl e w il ) ey o Sy 7t parctg 2 o=

_1—12111 (t+1)* +§arctg2t—\/_§f+c: %ln&—i— ‘farctg%\;1 +c zeR, ceR.

t2—t+1 T —z2+1

a’de _ t==z", z€R 1 dt 1 mrctgw
C)/$6+17|:dt:31‘2d11,‘, teRr| 3 t2+1*3ar0tgt+c +c, I'GR ceR.
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22dr 1 [z 2zdx _ 1. ms: t=a? , TER _ 1 tdt __ 1 *% %+% .
d) [&5f =3 %o = =slea=3lm teg)dt=
+1 2 +1 dt = 2z dex, tE(O, 00) 2 | t341 2 t+1 t2—t+1
1 fet=hdt dt _ 1n\t+1| In (t2—t41) 201 _
t+1 +35 [Tt G—1)27% = +—0 +4\[ arctg == +c =

In f(tff;? marctgzt—\/gl—i—c: %ln”( Zil)Q + 2\f arctg 2« f Lte, z€R, ceER.

1
12

zody _ [ 1. ms: t=ab+1, zeR _ 1 _ 1 In (2%41)
f) /r6+1_|:dt:6x5dx7 t6<0;00) — 6 T 1nt+c ?+C7$ER,C€R..

Priklad 1.1.42.
1

/wlnw ln'wdx:/[lnx dz =In|lnz| + ¢, z€(0; ), cER.

, . t =arctgz, z€(0; fL16/b
b) /1“;‘;?:%1[ e ( O:)} :/lntdttlntftJrc:
2

dt = 597, te (05 %)
= arctgx - lnarctgx — arctgz + ¢, v€(0; ), c€R.

u :(e:clngc) —ezlnz (ln:er%) —
v

=z =z*(14+Inz)

c) /at“'(l—i—lnm)dx: [u,:x
v' =1

—1 i 1
YT ] :2zélnx72/:ﬂ7%dr:2ﬁlnx—2:”; +c
2
=2yxlnx —4/x + ¢, 2€(0; 00), cER.
R _ 2 2m2dm_
o — 22i1]—gcln(gc +1)_/z2+1 =

:zln(x2+1)72/w 'ﬁ_lldz*zln( +1)72/<1— 2+1)dx*

=zIn(2?+1) — 22 + 2arctgr + ¢, € R, cER.

u’zQI;’z 22 2 & w=lhz|u=1
N =+5* — [rlnzdr = =
P I — =z
v =5 v =z v =%
_ 2%’z | 2’lnz  [zdz
- 2 2 2
2z 2241+4a

1+
_ ST ;) 2y z2+1 N 2241
g) /ln (l’ + \/CL’Q-I-l) dr = {u/_ln (e +Va?+) | o' = w+v/22+1  aty/2241 \/112+1 ] =

]:$“+c,x>0,c€R.

o) /ln(x2+1)dx _ {Z'fl

In (x2+1)

N

2.2 2 2
=zlhe _olr g o4 2e(0; 00), cER.

v =1 v =x

. — 2
In (2 + Va?+1) - /UMx::[Lm&t—w+LzeR}:

dt =2zdz, te(l; o)

el (o4 Va7HD) - 3 [9 = oln (o 4+ Ve 1) — 2% o=

=1In (x—|—\/x —|—1) — Va2 +14c¢ x€R, cER.

o = IAE 3w
W [0 (VIF7 + VI=7) da {u—mwuz+f)vifﬁL;%j_ 1 ]_
- T2 2x+/1—x2

— ot (VIFE 4 VITE) - [(3 - gt ) do =

=zl (VItoz+vV1-2z) — L+ 2S0L 4 ¢ ge(—1;1),cER.m
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Priklad 1.1.43.

a) dz _ (I+Vz )2dz _ [ z%422vaZ—142%—1 dr —
ey | ey Gy~ ey

2z2_1+glxmdx:[1.ms. 22 —1=t, 2xdx:dt}:2i37(£+/t%dt:

z€(—o00; —1) U (1l; 00), t€(0; o0) 3

3
= %xS—x—F%—l—c:%—x%—%\/(xz—l):”—l-c,xe(—oo; —1)U(l; o0), c€R.
2

b) 14z dr = dz _ 1 [=2zdz __ 1. ms: t = 17127 5’36(71§ 1) _
V1-z? =22 2 [ V1-=2? dt = —2zdz, te(0;1)

= arcsinz — l/% = arcsinz — %g +c=arcsinz —V1-22+¢,2€(-1; 1), cER.

2

z Vz—3—vz—1) dz
°) ﬁiﬁ:/(ﬁ&ﬁ)( - /ﬁ iy de =

/V v dx—/(\/ -3 -V )dx—/((x 3)z — (z— 4)§)d
= 33)2 (z— 4)2 +c= 2\/(:; 3)° —2\/(2 i +c¢, v€(4; ), cER.

2 2
e i o
x v/:% v :_% 1—x
= Y= (—=1;0)U(0; 1), ceR.
e) 14VI—a? 1. — (1+vi=2?)’ da 1+2\/1 ?4l-a® g, [2-a42v1-07 g
1—1—22 (1—@)(1+W) —(1-22) x? o
:/(%—1+27Vi2*:’”2)d$ —%—x—le—Qarcsinx—i—c, xe(=1;1), 2#0, cER.
f) T da = z >0, xf:my z€(0; 1) _ vz dx _[ t =7, z=t2 ]_
Vicaeve ™ Ve8> 0=1>Val=1>a | J1meve [ de=2tdt, t€(051) ]
22dt _ [u=1-t3 ue(0;1) du _  2u _ 4
= [ | =4 e
:—gx/l—ti”—&—c: % 1—ayz+c, 2€(0;1), ceER.
. _ l—x 1 _ 1 _ _—2td _
g)/ e g 3.ES: t=/1f =1 1s2=lg, de= PH) _ tr?f;z:
o=’ z(l—z)>0=x€(0;1) =t€(0; o), zl(_liz: Lz —y 241

2 42
:/1221?:/(2 §2+f)dt:/<t2+1 )dt—Zarctgt—Qt—i-c_
:2afCtg\/1_Tx—2\/§+C,w€(0;1),06R.

h)/@dx:[‘”"o (l-=) 20 } / 2=2% 4y / Iz gy =
v z€(0; 1), V2 = z
_ {g% t=/15" te(o;oo>} :/%zdt pr. [T17 a)

t _
dp — —2tds GESHE 7—arctgt+t2+1—|—c_

— 1
= 2i1 = 2+1)2

:—arctg\/lg—m—&-xw/l_#—i—c:—arctg 1_7”3—&—\/30—3624—0, x€(0;1),ceER. m
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Priklad 1.1.44.

— =, /=t
da 1. ms t= z2+1, T =
a) —

=t zeR-{0}, te(0; 1} /\/*”t2

2 /2241 _ —t—(1—t - -
v 12_%_1 %7 dz_i\/l—t ( )dt t2tgt
_ 1 dt 1 -3 1 -(1=t" _
__E/m 5/(1—t) Hdt = 7+C——

+c=
-1 \/17t
_ 1 _ 1 _ z241 . .
———tc=——Ftc=—\/* +e,z€(—00; 0)U(0; 00), cER.
2241 2241
_ [1—e® _ JI—eT L2 _ 1 2 2.0 @ o _ 1-t2
t= 1+ew—\/mvt—1+ez:>t ttiet =1—e = e" = 17
1—e” _ _ 1—¢2
b)/ T dr=|z=m1t, e

>0 1-e* >0 z€(—00;0) & te(0;1)
de = [In(1—12) fln(1+t2)] = —2t

1—t2 1+t2)dt ( 2i - )dt

t2—-1 t2+1
_ 2t> 2t _ 22242  2t°42-2 _
- /(t2—1 o t2+1) dt = /( 2—1 241 )dt - /(2 + t2

—2+4 i) dt =

V1—eT 1
_ 2dt 2dt 1 _ \/1+e® _ /1—eT—/TFe% _
= /t2—1 +/t2+1 =1In t+1 [ +2arctgt +c = BT Vier | T Vierty/iter } =
1+e®

:ln\/iviza;+\/7viii+2arctg 1 e, 2€(~00

TTes ;0), ceR.

€(l;00)=>t€(0;1), |¢|=t

1= [E 1=V | e (cooi ) 2 te(-130), i = -
-4 dt 1 1

o : . . _ T _ .

_/;W_ZF m—q:arcsmt—f—c—:Farcsmw—FC— (iarcsm )+c
t

neparnost
funkcie arcsin

—arcsin 7~ + ¢ = — arcsin |m| +ec, xe(—o00; —1)U(1; 00), c€ER.

\t| VIl = m_\/@ — 4
%7 $€(O 00)<:>t€(0 oo), :L‘G( 00 0)<:>t€( 00; 0) l\/t2+1
—/W i (1+VETT) 4 o = 3ln (1 + V)

1+12 _ 0V1re)4/15e?) _

2=t viTez= 14k =
de = —

da
/142

t - £t

— :Fln 1+vV1+422 —

1—(14z?)

= ——= < —
_ z(1+\/1+z2) z(14+4/1422)  14+/1422’ 220 = [o] _
14+ 1422 144/14+ 1—v/14a2 || . 1+\/1+12
z>0= - = |x| z<0=1In - =In Y e =
= —In L 4o = —ln‘”i VItet| ¢ 2€(—00; 0) U (0; 00), cER.

1

r=3, Vi—z? =,/1- L — Vi

/7 _ 1 _ 1—x2 dt
72 |t| Y. Z1l= =
de = —4¢

7z, 2€(051) & te(l; oo), z€(—1;0) & te(—oc0; —1)

e) x/%:[

Fdt

m:ﬂFln!t—F\/WH‘C:jFln + 5 :jFln’@ N
(1-@)(14—@) _1-(-2?) e || =
|:x<0:>1n e(1+/1—22) $(1+\/ﬁ) 1+\/@}
o ‘H«ﬁ e, ze(=1;0)U(0; 1), ceER.
f) Hde 1 [—20atde _ 1. ms: t=1-22, dt = —2zdx _ 1 (1;)2‘3”—
VIea? T2 TV T st oit, we(-130), teiny ] 2 VB
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— L= g (L s L3 ) dr = %+é—t§) +c=
) Vit 2 2 I 3 5.3 =

=—t+ 2?73 — @ +e=—/1—22+ 2\/(1;302)3 — \/(I:IQ)S +ec,xe(-1;1), ceR.

de _ [xz=1t3t=3Yz, v€(0;00)] _ [3:2at [ rozklad na
g) /1+\3/5 B |: dz =3t2dt tc(0; o0) ] 7/ 1+t — [parc. zlomky] /(St 3+m>dt
:%_3754'3111(75"'1)‘1‘0 3\/9? —3¥Yx4+3In(14+¥z) + ¢, 2€(0; o0), cER.
de_ [z=t? t= ¥, 2€(0500) ] _ [12¢'tar _ [120°d¢ _ [ rozkladna | _
Vat Vo dz =121t dt t€(0; o0) ] e+t 1+t~ | parc. zlomky |

= /(12t8 — 1267 + 120 — 1265 + 12¢* — 1263 + 126 — 12t + 12 — m) dt =

— 4030 AT 96 | 1260 gpd g3 642 4 12 — 1210 (141) + ¢ =

—4¥e 3V 12?37—2f+—125@—3\3/5+4\4/5—63/5+12%—
—12In (14 ¥z) 4+ ¢, 2€(0; 00), cER. W

h)

Priklad 1.1.45.

YT dx dx dz
VypOCltaJte. a) ﬁ’ b) W, C) m
Riesenie.
a) Vypocet rozdelime na dve ¢asti (pre z > 0 a pre z < 0).
_ 3 3/1—23 3/1—23 _.3
01¢/ﬁ* =Vel={VSr = = =5 e |
V1—a3 R ! —1.3t2dt = -
=@ T= Vg dx = \/(t3+1)4, Vi-z3 =tr = ey
7t dt
o \/(t3+1)4 —tdt rozklad na - S —£— ) o
_/ 341 T parc. zlomky | o1 Tt t+1 dt = | apravy | =
t3+1
_ 2 f/dt 1 [@-1dt 3 dt _ 2In(t+1)  In(#®—t+1) 3
6 t+1 t2—t+1 6 [ (t—5)2+3 — 6 6 642 -
_ 1 (t+1)> 1 2t—1 17, G+ 1 2t—1 _
=snpg \/g arctg Ve +e=gIn g \/garctg 73 te=
3 3
5 Vi 3
= |:ln(i;j)1 :ln( L o +1) :ln(\3/1—$3+x)3:31n(\3/1—a33+x> =
3
3,
=iln(Vi-23+z)— arctgzvigﬁﬁ-c,ceR.
—x3 ,/1, 3 ‘/1, 3
0) t={-(H-D) = Y= == = Y2, te(lix)
—0; i W B =1 | d _ -Gt M _ 28— —tp——t n
T T ey YT ey T ST TG
t dt kl d 1
_ (t3 1)4 tdt _ rozklad na _ 3 . _
= ts = pam. zlomky:| = /(t—l + t2+t+1) dt = |:upravy:| =
dat 1 [@et+ndt | 3 dt _2ln(t=1)  In(24t+1) t+3 _
= 6 —1 6 [ @Zveer T /(t-i—%)?-&-% G 6 + 63 arctg 7 +¢=
1 (t—1)2 2t+1 neparnost 1. (=D 1 —2t—1 _
=sglnpag+ farctg 75 te= {funkcie arctg} =g In o — garctg === +c=
e (A 5 s . _
T | =h— =In(V1-23+2) :31n<\/17x3+:1:) =

3

=1l (V1 x3+x)f arctnglf_erc ceR.
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= /\3/%_1111(\/1 3+ ) — arctg%l} +c¢,z€(—00;0)U(0; 1), ceR.

b) Postup je analogicky ako v ¢asti a). Stru¢ne ho nacrtneme.

3
1 1+a3 14 0
:3173_'_1:\/77 t3 = ;g, te(1l; o0) /7tdt_

€(0;00) = [y =l de=2dt Yiygse t | UL
Y3-1’ Y-’ 31
2) 1 (Xia?

(t-1)°% 1 2t+1 _ _1)3
E *ghl P 7% arctg Tﬁ*C— In (33_1)1 —1In

71)3 :3ln<mx>:| =

x

8

=—2In (V1423 - )—%arctgfiﬁg'”—&—c,cel%.

e [yt [T e 0]y

\/1+x3 _ _ _ £3dt 13/7, ¢ t3+1
- \/t3+1 dw = HIGESE Ira® = R
3/ 3
a) g, (141 21 14e? 11)®
o —gln (t3+)1 +farctg Ve +c = { (t;;l): 711'1( S +1) :3ln(\3/1+:c3—x> =
23

= [arctg%—\;l = —arctg —2H ] =—3tIn(Vi4+23—2)— %arctg 2¥14a7+a ;?%3*1 +c¢, ceER.
= /W —+In (V1+a® —2)— arctg2v1'~\'}+z+c xe(—1;0)U(0; 00), cER.

) AZ na defini¢ny obor integralu (1; 0o) je postup je analogicky ako v a), resp. b).

_ 3 T _ ¥a3-1 3 _ g3 .
/ t={/1-= =Y ,t_zxg, z€(l;00), te(0;1) _fdt_
*/:135

23 = 1 2 dt Y31 — 1 t3 o B
0 T \/7 T ¥a—o)
SONN. ln (ig 1)1 — %arctg —217%1 +c=— 1ln (} 2 —%arctg —Qf/“%l +c=
/3113
= -3 _ (=) _ B =
|:ln B =n 1 73111(:73 T 1)
__1 8/ 13 1 2VaT—1+ .
——5111(96— T —1)—ﬁarctg%—i—c,xe(l,oo),cel%.

Iné riesenie.
Pre x>0 pouzijeme rovnaké substittcie, pre x <0 substitticie zmenime.

a) z€(0; 1) :>/{;/1—— 13/1%71}:%111(\3/1—x3+x)—%arctgﬁivi_j;_m—l—c.
x=—t, de =—dt, t€(0;00)] —dt
OOO#/W 1—%32 _( t)3_1+t3:|— W_

:) 1 In (\/ 1413 — t) + f arctg 29 ll‘jt— 4= [arctg 1+t94t arctgm ] =

B V3
—11n(\/1—x3+a:)—7arctg2vl\} +¢, ceR.
b)z€(0; 00) = [gits = [t=§/Z+1] :—%ln(\3/1+x3—x)—%arctgﬂiﬁf;”—kc.
~t, do = —dt, t€(0; 1) Ca
z€(-1; :‘/m { 314 ( t)3—17t3}_ ViE

+
a) 1 2¥1-3—t 3 Vit ] _
= —5 n(\/17t3+t) %arctg 3 +c = [arctg%\;t arctg%] =

=—1iln(Vi+a3—2)- %arctgzinrc, cCER. m
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Poznamka 1.1.7.
f\/%, J¥ar+1de, f%, J¥1—amde, n=2,3,4,... sa zaraduji medzi tzv. bino-

mické integrdly a racionalizujii sa pomocou substiticii t = /1421 resp. t = ¢/ -L-+1.

xn >’ T

Pre n=2 su tieto integrdly riesené v prikladoch|1.1.21)|1.1.29,|1.1.25, |1.1.24}, |1.1.59

Cvicenia

1.1.1. Dokazte, ze ak je funkcia f(z), = € R periodickd s periddou p, potom aj k nej

primitivna funkcia F(z), € R je periodicka s periodou p.

1.1.2. Vypocitajte:

d d d
a) |G b) /Txxﬁ c) /TZH / T inTE
d d
e) /WZ-‘,—Q’ / 2-l—291¢+37 g) /323—396230—90-1-3’ /x3 Tx46"’
34222 —x—27 1371:2 Ax+47 x3—dx2+5x—27 w3+4$2+5m+2 ’
dz dzx
m) /z3+3i2—4’ /zS 30427 o) / T3 2 /13 52?1302
d d (z+1) dz
a) /Wﬂgm_z /xs+1v s) /(1_5)9527 /(w2+2z+3
(z+1) dz (z+1) dz (z+1) dz ~(z+1)dx
u) (224+42+6)3 (22 4+4x+5)3 W) (z2+42+3)3° (22 4+4x+2)3
1.1.3. Vypocitajte:
dz (z—1)"d=x 1)2 da (z—2)% dz (ac+1)6 dz
a) 20(1+a?)” 2—2)5 C) (I—z)5 > (—2-2)%
e) (z4+1)* da zdx ) xdx zdx
ma? Tta2)® g EETER a2y
1) dx k) dz
Vz2+4x+6’ \/:62+4m+3 ’ z2+4x—3" VT 2+2x+3 ?
m) dx O) da
V—x24+42+6’ V= x2+4z V—x24+4x-5’ V4 —3:2+43:+5’
dz
q) V—x2—4z-2" /\/7z2 dz— ) /(x 2)\/2+33: ) /(x 2)\/—2-&-333
u) [l w) [—de___ x) [—dz___
(z4+1)v/—1-3z’ z+2)\/2+3a: (z—1)v/1-2" (z—1)v/—1-2z"

1.1.4. Vypocitajte:
2) /|J;—1|(x—1)6dx,

d) /\/x2+4x+3dx,
g) /\/7x2+4z+6dx,
j) /\/—x2+4m+5dx,

) / Vr—1dz
2v/z=1— 3/ (=1)2’

b) /|x—1|(w—1)7dx,

c) /\/3:2 + 4x + 6dx,

e) /\/x2 + 4z — 3dz,
h) /\/—x2+4x—2dx,

k) /\/—x2—4x—2dx,

) _ Vz—1dx
Va—1-3{/(z—1)2’

f) /\/:102—i—2a:—&-3dx7
i) /\/79:2+4x75dx,
1) /\/—x2—4x—3dx,

) _ Wz—1ldx
Va— +§’/(x 12’
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1.1.5. Vypomtajte
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a)/ /Mdz /\/mdx
z(l z) z+2 7
f)/ xT'de, g/ 4 d, )/ ;de
9 [yEa ) [\ w [

D) [1Edr, @/

u) / V)
1.1.6. Vypocitajte:

a) [ arcsinzdz,
arccos z dx,
xrarctg x dzx,

xarctg? z dx,

22 arccotg x dz,

arcsin |/ 2L dz,

42 dﬂ]‘

arcsin o1

v) [ arccos /-5 dz,

+1

1.1.
a)

)
i)

m)

Vypocitajte:

sin® 2z dz,

sinh? 4z dz,
2

2z sinh x dz,

cosh® 22 dz,

—_—— \\\\\\\\

1.1.8. Vypocitajte:
a) / Ty Es g

o [mt

) [,
/

arcsin z dz
22 ’

d:v W)

b)

j)
n)

—

) =

.
~—

vz do
1+ x>’

2sin3xz—5"?

4cos2x+57

arccos z dz

Y dx
r) /er 3’

dz
Y1tz

dz
dz

cosx
- X
4—3sinx )

22 )

frcatel. fri. uniza. sk/ “beerb

2 sin 2:v+1 ?

z arcsin z dz

V1—z2

/
/
o [

/\/—1 2zdz /\/1 2mdm
zdx zdx
Vita?’ I [ A
zdx VT
Tt 0) /Hf dz,
(2£+1)d$ t) % de

dz ) dz
Vo1 Tt

b) /x arcsin z dz, c) /:c2 arcsin z dz,

e) /x arccos x du, f) /x2 arccos x dux,

h) /x2 arctg z dz, i) /x3 arctg z dz,

k) /arccotg x dz, 1) / x arccotg x dz,

n) /333 arccotg x dz, 0) /3(; arccotg? x dz,
/arcsm \/7dac r) /arcsin gi% dux,

t) /arcsin = Ldx, u) /arccos 2 da,
w) /arccos g—ﬁ dz, X) /arccos = Lda.
sin* 3z dz, c) /(:053 3xdz, d) /cos 2z dz,
sinh® 2z dz, g) [sinh?zdez, / sinh z dz,
23 sinh z dz, k) /cosh2 3z dx, /cosh‘3 xdx,
x cosh x dx, /3:2 cosh x dx, /x?’ cosh z dzx.

451nx 37

sin 2z da
4—3cos2x’

arcsin f dx

b

/
/
[
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x arccos x dx

Q) Ji—z2

arctg x dx
u) / z2

1.1.9. Vypocitajte:

) [uzt b [

dz
m) NeEwi n)

1.1.10. Vypocitajte:
) dzx
arcsin xv/1—x2’

dz
e) ‘/cos2 z+4sin? z?
1) In arctg z dz
(1422) arctg x’
m da
zv/1—a3426"
\3/3a:+ 4dx
1+ \/ 3x+4’

1.1.11. Vypocitajte:
a) /|gc—1|7d:lc7

e) /xlnxdz,

i) /1n(a;+1)7dx,
m) /ln(2x—3)4dx,
o [vE—3ds
W [

1.1.12. Vypocitajte:

a) /(x2—1

d) /(m2 —1) cos 2z dz,

g) /(tg 2x + cotg 2x) d, h)

i) /(x—1)41n(a?+

m) /(x +1)%In(z —2)*dz, n)

) sin 2 dex,

1)5dz, k)

arccos y/x dx
r) =

arctg x dx
V) 1+a2

)

%%%

(22 +x+1)

\\

tgxd
) frwe o

w)

22 +2+1)sin 3z dx, f)
r+2)3n(x+1)°%dz, i)
e’ /1 —2e%dx, 1)

e37 dz, 0)

43

x arctg z dz
@2—1)% >

arccotg x dx

arccotg x dx
euissiels Sl X) 5

142 )

—_—

lngc;dgc7 C) /e‘\rjidx’ /iL(cif’ e) /x;%x7 f) /x:T%x7
dz dz dz : dz
NozE=t O) Nor=sk /21+47 h) /QT,_?,a 1) /T.;,.Qa
dz dz dz dz
Worer SRR VR By /2r oK) /m ) /m
b) /arccostix —, ) arctgfda:’ d) /arccotg\fda:7
d \/—2-&-31 v—1-3x
f) /4cos2 xﬁ-sinQQ;’ / d:L‘ / r+1 d.%'
,]) sin 2z dz \/2+lnwdw
V1+coszt’ x 1—ln2z
n) /ﬁ /mdx p) /x_b;%zdwv
T —T T 3
r) /ac\/l-i-ac%dx /\/ 1+x t)/ (%) dx
)/|x 1% dz, /e 2l dg, d) /emdx,
f)/zlnxdx /31111'(1:17 h)/4ln:17dx
J)/ In? z de, k) /x3ln x dz, 1)/4ln x dz,
n) /1 (z2+1)dz, o) /xQeﬁdx, p) /\/:fe‘/";dan7
)//3 2r dr, s) /@7 t) /amsig#’
V) /e (11-tcsci)1s1;;cg)dac7 W) /ew(lllcs?za;)dx’ X) /arctge: dz
b) [(z3—1)sinzdz, c) [(z3—1)cosxdz,

J
/(x2+ac+l) cos 3z dz,
/(x2 —1)e?* du,
/x2 Inv1—zdex,
/ex V1+erde.
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1.2 Riemannov urcity integral

V tejto Casti sa budeme zaoberat urcitym integralom funkcie, ktory na rozdiel od ne-
urc¢itého integralu nie je funkcia, ale konkrétna hodnota (&islo alebo +00).

Ur¢ity integral mozeme definovat viacerymi spésobmi. My ho budeme definovat pomo-
cou tzv. integralnych sic¢tov a nazyvat Riemannov (urcity) integral. Niekedy sa definuje
pomocou primitivnej funkcie (Newtonov integral) alebo veobecnejsie pomocou miery
(Lebesguov, resp. Lebesgue-Stieltjesov integral).

Priklad 1.2.1.

Nech f(x), z€(a; b) je kladna spojita funkcia, a,b€ R, a<b. Uréte plosny obsah mnoZiny
P = {[z;y]€R?*; x€(a; b),0<y< f(z)}. Mnozinu P nazyvame krivociary lichobeznik
uréeny funkciou f a intervalom (a; b).

Riesenie.

Pokial funkcia f nie je linearna lomend, ¢ast kruznice, ap., su s naSimi doteraj$imi ve-
domostami pri uréovani obsahu P problémy. Plochu P pokryjeme neprekryvajucimi sa
obdlznikmi a jej obsah odhadneme pomocou stiétu obsahov tychto obdlznikov (obr. .
Rozdelme interval (a; b) pomocou bodov a =29 <21 <@g < - <Tp_1 <xp, =0, nEN
na n podintervalov (zo; x1), (x1; Z2), ..., (Tpn_2; Tn_1), (Tn_1; T,) s rovnakou dlzkou

b;“. Prei=1,2,...,n ozna¢me

Ar=21—20 =T2—T1 =+ =Tp—Tp_1 =
m; =min{f(z); z€{x;—1; x;)}, M; =max{f(z); x€(x;—1; x;)}.

Plochu P mozeme potom odhadnut zhora a zdola hodnotami:

Dp=> mi-Ae < P<> M;-Axz = Hp.

i=1 i=1

Je zrejmé, Ze ked zmensime Az, odhady Dp, Hp sa zlepsia (v horSom pripade ostant
rovnaké). Pre Az — 0 bude platit Dp — P, Hp — P. =

Yy Yy Yy Mo M,
ma ms — f My
Mn
—— =
Mmoo / -
- / —
L — L—1
mi _— | —
L— | —1
L— 11—
L— —1
L— L—1
T
a=xg T1 T2 T3 -+ Tpo2: Tp=>0 a b aAa=Tg T1 T2 T3 ++ Tpo. Tp=>b
Tn—1 Tn—1

Obr. 1.2.1: Krivodiary lichobeznik P uréeny funkciou f na intervale (a; b) a jeho
aproximécia pomocou dolnych (vlavo) a hornych (vpravo) integralnych saétov
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Nech (a; b) je nedegenerovany interval (t. j. a < b). Delenim intervalu (a; b) nazy-
vame kazdd koneént mnozinu bodov

D = {zg,z1,22,...,2n} = {2}, NnEN,

takl, ze a=xg<r1<To <+ <Tp_1<xp=>b. Body zg, =1, ..., T, sa nazyvaju deliace
body a jednoznac¢ne urcuja delenie D. Ak chceme zdoraznit deleny interval, potom
delenie oznacujeme D g, p)- Dizky intervalov d; = (x;_1; z;), i = 1,2,...,n oznalujeme
Az;, pricom dizku najdlhsieho z nich nazyvame norma delenia D a znaime p(D), t. j.
w(D) = max {Az;;i=1,2,...,n}. Pre sucet dlzok intervalov di, d, ..., d, plati:

Az + Azg + - -+ Az, = (x1—20) + (22—21) + -+ (Tp—Tpn-1) = 2p — 20 = b —a.

Mnozinu vietkych deleni intervalu (a; b) znacime D, ={D; D je delenie (a; b)}.

Ak plati D* C D, potom delenie D €D , ) nazyvame zjemnenie delenia D* €D, ..
Delenie D = D* U D** nazyvame spolo¢né zjemenenie deleni D", D™ €D, ..

Je zrejmé, Ze kazdé delenie D €D 5y ma nekonecne vela zjemneni. Ak zvolime ubo-
volny bod Z€ (a; b) — D, potom delenie D* = D U {Z} je zjemnenim delenia D.

Nech f(z), z€{a; b) je ohrani¢ena funkcia, De€® 4,5y, n€ N. Oznatme:

m; =inf {f(x); x€(wi—1; )}, M; =sup{f(a); z€(x;—1; x:)}, i=1,2,...,n.

Dolnym Sp(f, D) a hornym Riemannovym (integralnym) saétom Sg(f, D) funk-
cie f pri deleni D nazyvame &isla:

Sp(f.D) = > m;- Az, Su(f,D)= > M; - Ax,.
=1 =1

y Y y .
" " [T
M
@
f of @ b

m

z m ue
0 b—a b—a b—a

Obr. 1.2.2: Veta [[.2.1]

Veta 1.2.1.
f(x), x€(a; b) je ohrani¢ena
= mnoziny {Sp(f,D); DED 4.1y}, {Su(f,D); DED 4.4} st ohraniend.
Doékaz.
Oznacme m = inf {f(z); x€{a; b)}, M =sup{f(z); x€(a; b)}. Potom pre kazdé delenie
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DeD,,py, n€N plati m <m; < M; <M, i=1,2,...,n. Potom (obr. [1.2.2):

m(b—a) = méAmi = émAIi < jz:lmiAxi =Sp(f,D) <
i=1 i=1 i=1

Veta 1.2.2.
f(z), x€(a; b) je ohranicena, D, D* €D 4,3y, D C D* (D* je zjemnenim D)
= SD(faD) < SD(va*) < SH(.faD*> < SH(faD)

Dékaz.

Delenie D* vznikne z D pridanim konecéného poctu bodov. To znamend, ze vetu staci
dokazat pre pripad D* = D U{Z} a induktivne rozsirit na pocet pridanych bodov.

Nech T € (x;_1; x;), pricom i € {1,2,...,n}. Integralne sucty pre D a D* sa lisia iba na
intervale (z;_1; ;). Ak ozna¢ime vy =inf {f(z);x € (x;—1; T)}, vo=inf {f(z);2€(T; =)},

Vi=sup {f(2);2€ (zi1; T)}, Va=sup {f(x);2€(T; 2;)}, potom plati (obr. [[.2.3):

SH(f, D) — SH(f7D*) = ]\C[Z(I'Z — l’i,l) — [Vl(xz —i) + ‘/Q(f — "1,'2',1)] =
_ |: M; = ma,x{Vl,Vz}

Vi < M;, Vo < M; ] 2 ]V[i(mi o xi’_l) o [Ml(% 75) + Jw’i(ff xi—l)} =0,

Sp(f, D*) = Sp(f, D) = vi(z; — %) +v2(T — ;1) —mi(z; — i) =
- |: m; = min {v1,v2}

v > mi ve > my ] > mt(xl —f) + mi(f— .CCZ‘_1) — mi(xi — xi—l) =0.m

Yy V1 Yy M,

v1 — Vs <
-
l : :
] §/f f

vt - \\/

0 Til T T b 0 @ Ti1 T T b
m; = min {vy,v2} M; = max {V1,Va}

Obr. 1.2.3: Veta[1.2.2]

Dosledok 1.2.2.a.
f(z), x€(a; b) je ohraniena, D*, D**€D .,y = Sp(f,D*) < Su(f, D).

Doékaz.
D = D*UJ D**

veta [L2.2)
B

Sp(f,D*) < Sp(f,D) <Su(f,D) < Su(f,D**). m
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Nech f(x), z€(a; b) je ohrani¢ena. Potom &isla

b
/f(m)d;c:sup{SD(f, s DED 4,1) /f dx—lnf{SH f,D DE@(G;I»}

nazyvame dolny a horny Riemannov (uréity) integral funkcie f na intervale (a; b)
(resp. od a po b). Z vety vyplyva, Ze tieto ¢isla vzdy existuju a plati:

b b
(b—a)S/f(x)dxﬁ/f(x)deM(b—a), (1.2)

pricom m = inf {f(x);x€(a; b)}, M =sup{f(x);x<(a; b)}.
Ak plati rovnost medzi dolnym a hornym Riemannovym integralom, potom ¢&islo

/:}(x) do = /abf(x) do = /:}(x) da

nazyvame Riemannov (urdity) integral funkcie f na intervale (a; b). Funkciu f
nazyvame riemannovsky integrovatelna na intervale (a; b) a oznacujeme f € R, .p).

Priklad 1.2.2.
a) f(z) =c¢, x€(a; b), c€ R je konstanta. Pre kazdé delenie D€, .4y, n€ N pre vietky
i=1,2...,nplati c=inf {f(z);x € (xi—1; =)} =sup{f(x);z € (x;_1; x;)}. Potom plati:
n
Sp(f, D)= > m;-Ax; n
il }:Z sz—cZAscl—c(b—a) =
Su(f, D) = 2 M; - Ax;

i=1
i=1
= /cdx—/cdx—/cdx—cb—a)

1, z€(0;1), z€Q . . .
16 ’ 9 ) 9 _ .
b) x(x) {O, vel0 1), 140, Pre kazdé De®g,1y, n€ N pre i=1,2...,n plati:

L=swp{f@hiaeleind) = Su(£D)= L1 Ari=3 Ar=1-0=1

i=1 i=1
n

0=inf{f(z);ze{r,1;2)} = Sp(f,D)=> 0-Ax;=> 0=0.

i=1 i=1

1 1 1
Z toho vyplyva /X(x) dx =0, /X(x) de =1, /X(x) dx neexistuje. m
J0 0 0

3

3

Veta 1.2.3 (Nutna a postacujica podmienka existencie integralu).
f(z), x€(a; b) je ohranitens =—
f(@)ER@Gpy & Ve>03IDED .y tak, ze Sy(f,D)—-Sp(f,D) <e

Doékaz. b b b
NP: f(x)€R(q,p), 0znatme g9 = 5, I = /f(i) dz = /f(i) dz = /f(L) dx.

16Dirichletova funkcia (mal: str. 72).
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I = Sup{SD(f,D); De@(a;b}} = Vep>0 ED*EDm;wZ I - SD(f,D*) < &g.
I = inf{SH(f,D); De@«ub)} = Veo>03ID"€Dy.py: Su(f, D) —1 < eo.
Ak polozime D = D*UD**, potom na zaklade predchadzajuceho a vety plati:

Sp(f,D*) < Sp(f,D) = I —-Sp(f,D) <I—-Sp(f,D*) < ey,
SH(f7D) SSH(faD**) = SH(faD)_ISSH(f;D**)_I<EO~

Z toho vyplyva Sy (f,D)—Sp(f, D) = Su(f,D)—1+1—Sp(f,D) <ey+ep=c¢.
PP.: Ye>03D€D .1y Su(f,D)=Sp(f, D) <e. Pre dolné a horné integréaly plati:

b b
Sp(f.D) < / f(z)de < / f()do < Su(f,D) =

b b
= Ve>0: 0< /f(x)da:—/f(z)dx < Su(f,D)-Sp(f,D) <e.
b b ' -
Z toho vyplyva0§/f(m)dx—/f(x)dxginf{€;€>0}:().

b b b
To znamena, 7e plati /f(x) dr = /f(x) dz = /f(x) dr a teda f(z)ER(y;p). W

Poznamka 1.2.1.
Podmienku: ¥e>0 3D €D 4,4y : Su(f, D)—Sp(f, D) < e, moZeme pisal v tvare:

Ve>0 ElDe@(a;b): M; - Ax; — Z m; - Ax; = Z (]VL —m,;) Az < e.
=1 i=1

i i=1

Doésledok 1.2.3.a.
f(x), z€(a; b) je ohrani¢end —>

b
I:/f(x)dx & Vex>03DeD ;4 tak, ze Sy(f,D) -1 <e, I —-Sp(f,D)<e.

Veta 1.2.4.
fER(a;b>a <C; d>C<CL, b> == fER(c;d>-

Dokaz.
f€R<a;b> = Ve>0 HD*EQW;;})Z SH(f,D*)*SD(f,D*) < €.
Ozna¢me D, .y = D* U{c,d} = {z;};_, pricom c=x,, d=z,, r,s€{0,1,...,n}, r <s.

n

= £> SH(f7D*)_SD(f1D*) 2 SH(faD(a;b))_SD(va<a;b)) = Z (]\lz_nlz)Al.z -

=0
1=0 i=r 1=s i=r

Posledny stcet zodpoveda deleniu D, g ={z:}_, €D (c;aqy- Tym je veta dokdzané. m

Z vety[1.2.3]vyplyva, Ze pri vySetrovani riemannovskej integrovatelnosti funkcie f na in-
tervale (a; b) sa nemusime zaoberat vietkymi deleniami D €D ;). Staci sa obmedzit na
,hiektoré pecidlne” mnoziny deleni, napr. na normalne postupnosti deleni. Postupnost
deleni {D;};" | C D, sanazyva normalna préave vtedy, ak plati kli_}nolo w(Dy) = 0.
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Normélna postupnost deleni intervalu (a; b) je napriklad postupnost {Dj}7—,, kde
Dp={mi=a+"-i=0,1,2,...,k}, t. j. u(Dy) = 22 pre kEN.

Poznamka 1.2.2.

V normdlnej postupnosti {Dk}k C D(a;p) jednotlivé delenia Dy, k € N nemusia mat
k deliacich intervalov (pmklad-) Taktie? deliace body nemusia byt rovnako vzdialené
(pmklad-/ Jedind podmienka je, aby pre k — oo platilo u(Dy) — 0.

Veta 1.2.5.
f(z), z€(a; b) je ohranicend = V normalnu {Dj},—, CD(a;p) Dlati:

b b
1@z = tim So(. D). [ Fa)de = Jim Su(s. D).

Dokaz.
Dokéazeme Ip = / f(z)de = hm Sp(f, D). Druha cast sa dokaze analogicky.

Nech {Dy}~; CD(q;p)y je normélna. Musime dokazat (mal: veta 2.3.2):
Ve >03koe NVkeN, k> ko: Ip—Sp(f,Dy) <e.

f je ohranicen4, t. j. pre vietky z € (a; b) plati m < f(z) < M, kde m, M € R, m# M.
Nech ¢ > 0 je Tubovolné, t. j. aj § > 0 je lubovolné.
Zo vztahu Ip=sup {SD(f, D); D€®<a;b>} vyplyva:

D*:{QZ?}?:(JE@((I;Z,% neN: ID—SD(f,D*) < %7 t. j. SD(f,D*) >1Ip — %

Oznacme &0 = 57—y, b J. (M —m)eg = 5. To znamend, Ze aj g¢ je Tubovolné.

Nech delenie D** ={z;*}}_ €D 4.1y, PEN je také, ze u(D**) < ¢. UkdZeme, Ze plati:
Ip —Sp(f,D*) <e.

Nech D = {ws}ls 0= D* D** I < p+n je zjemnenie deleni D*, D**. Delenie D obsahuje
body a, x7*, 5", ..., xp", babodyxl,m27 RN A

Odhadneme rozdiel SD(f7 D) — SD(f,D**) Pre kazdy interval (z*;; «*),i=1,2,...,p

3 )

vo vztahu k bodom x7, j=1,2,...,y_1 mOZU nastat dve moznosti (obr. :

Ax}”
Yy o Yy -— >
Mst1
MmN i
: m
i | —1
?/
H H —] 98
o at at b © mih e el b
Ts—1 Ts Ts—1 Ts Tst1

Obr. 1.2.4: Delenie D = D* U D** z dokazu vety [1.2.5]

1. Neexistuje z7 € (27 ; x7*). To znamend, ze Sp(f, D), Sp(f, D**) st na (z;*; z}™)
rovnaké a ich rozdlel Sp(f,D)— Sp(f, D**) sa na kazdom z takychto intervalov rovna 0.
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D**) je na intervale
Takychto intervalov

2. Existuje aspoil jedno z} € (z;”;; 27"). Rozdiel SD(f D) —

ok

(x5 ") mensi alebo rovny ako (M—m)Aa:,/ < (M—=m)eg =
je najviac n—1, t. j. menej ako n.

L2 Sh(f, D) — Sp(f, D) <0+ns =

2
Zo vztahov Sp(f, D) > Sp(f,D*), Sp(f,D*)
Sp(f,D**)>Sp(f,D)—§5>Ip—5—5=1Ip—¢, t.j Ip—Sp(f,D)<e
Ukazali sme, ze ak pre delenie D plati u(D) < eg= Sn(ar—m)> Potom Ip — Sp(f,D**) <e
Postupnost {Dy}~; CD,.p) je normalna, t. j. klglgo u(Dy) = 0, resp. (mal: veta 2.3.2):

Sp(f,
Zi

> Ip — 5 (D je zjemnenie D*) vyplyva:

VEU— >0 dkge N VkeN, k > ky: (Dk)<€0 = ID—SD(f,Dk)<€.I

(]V[ m)

Veta 1.2.6.
f(z), x€(a; b) je ohranitend =—
f(x)€R .y < Vnormalnu {Dy}7, CD,.py plati klim [SH(f7 Dy)—Sp(f, Dk)} =0.
— 00

Dékaz.
Veta je priamym dosledkom viet [[2.3] a[[.2.5] m

Dosledok 1.2.6.a.
f(z), z€(a; b) je ohrani¢end —
b

I:/f(x)dx & Vnormélnu {Dy};7 | CD g1y klim SH(f,Dk):klim Sp(f,Dg)=1I.
a s —> 00 ¢— 00

Nech f(z), x € {(a; b) je ohranicena funkcia, D € D 4,4, n€ N a nech t; € (v;_1; x;),
1=1,2,...,n. Riemannovym (integralnym) st¢tom funkcie f pri deleni D a volbe
bodov T' = {t1,t2,...,tn} = {t;; t; € (xi_1; ;) };_, nazyvame &islo:

Sr(f, D) = ; () - Az,

Funkcia f méa pri danom deleni D nekoneéne vela integralnych suétov (dolnych a aj
hornych). Ak ozna¢ime m = inf {f(z);x€{a; b)}, M = sup{f(z);x€(a; b)}, potom pre
Tubovolnta volbu bodov T plati:

m(b—a) < Sp(f,D) < Sr(f,D) < Su(f,D) < M(b—a),

Ak je f(z), z € (a; b) spojita, D € D,,s), potom funkcia f nadobtda svoje extrémy
(mal: veta 3.3.10) na kazdom intervale (z;_1; ;),i=1,2,...,n. To znamen4, 7e Sp(f, D)
a Sy (f, D) st Riemannovymi integralnymi st¢tami pre nejaké konkrétne volby bodov T'.

Désledok 1.2.6.b.
f(z), x€{a; b) je ohranitensd —
b

I:/f(x) dz < Vnormélnu {Dy}7, CD 4.4 a ¥V volbu T': klim St(f,Dy)=1.
a —00
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Veta 1.2.7.
f(z), z€(a; b) je monotonna == fE€Rq,p).
Doékaz.

Je zrejmé, Ze f(z), € (a; b) je ohranifend. PouZijeme vetu [[.2.3]
Nech ¢ > 0 je Tubovolné. Delenie D €D,y zvolme tak, aby platilo:

UO-F@IG=a) o _ g 5 gy UO-T@IC=0) _ o gy Ag, = b

n

1=1,2,...,n.

f(x) je monotonna (nemusi byt spojita) na kazdom intervale (z;—1; x;), i=1,2,...,n,
pricom extrémy nadobuda v bodocPEl r;_1 a x;. Potom plati:

rL’

Su(f,D)=Sp(f, D)= > (Mi—m;)-Ax; = 7(%_"2)(1)_”) =
i=1

=1

n

e 2 (M=) = 5053 (@) - f(a) | = U5 fl@) () < <.

i=1

Predtym ako dokaZeme integrovatelnost spojitych funkcii, sformulujeme a dokaZeme
jednu ich dolezitu vlastnost na uzavretych mnozinach. Ak A C R je uzavretda mnoZina,
potom funkcia f sa nazyva rovnomerne spojita na mnozine A, ak platiEl

Ve>036>0Vr,z"€cA: |z —2"|<d = |f(x)— f(z¥)]| <e. (1.3)

Z definicie je zrejmé, ze ak je f rovnomerne spojitd na mnozine A, potom je tiez spojita
na A. Pre f spojitti na A totiz plati (mal: veta 3.3.2):

Vi*€eAVe>030 >0V cA: |z —2*|<d = |f(z) — f(a¥)| <e.

Lema 1.2.8 (Cantorova veta o rovnomernej spojitosti).

f(x), x€(a; b) je spojith = [ je rovnomerne spojita na {(a; b).

Dokaz.

Sporom. [ je spojité, ale nie rovnomerne na {a; b). Potom plati negacia vztahu ([1.3)):
Je>0V6=1 >0 3z, a5 €(a; b): |log —ap| <1 A |flag) = fz})] >e>0, (1.4)

pri¢om sme vybrali iba § = %, k€N (negécia zarucuje platnost pre vsetky J > 0).

[ je na (a; b) ohrani¢ena (mal: veta 3.3.10). = {xx},—,, {#}},—, st ohranifen¢ a daju

sa z nich vybrat (mal: veta 2.3.9) konvergentné podpostupnosti {zm, }pe 1, {5, }Zozl
(1.4 . . _
0 < lim |.rmk_fxf" | < lim -1 =0 = hm Tpny, = hm xf, =Te(a;b).
b o0 Lk koo Mk s oo k

f je spojita v bode T = hm f(T,,,k)— hm [z, )=f(T) = klim | f(@m,,)— f (x5, )] =0.
e deel

Ale zo vztahu (1.4]) vyplyva spor lim }f :Umk)—f(xfnk)‘ >e>0.m
k—o0 ) ’

YT M; = f(zi—1) =max {f(x);x € (xi—1; x;)}, m; = f(x;) =min {f(x);x € {x;_1; x;)} pre f nerasticu a
mi=f(zi—1)=min{f(z);x€(xi—1; x:)}, Mi=f(z;)=max {f(z);z € (xi—1; x;)} pre f neklesajacu.
18To znamena, #e § nezavisi od volby bodov z,z*, ale iba od €.
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Veta 1.2.9.

f(z), xe(a; b) je spojitdh = f(x)€ Rq;p)-

Dékaz.

f(x), x €(a; b) je spojita mal: vote 3:3.0, f jena (a; by ohranic¢ena. Pouzijeme Vetu
Nech € > 0 je lubovolné. Ozna¢me g¢g = ;= >0, t. j. € = g9(b—a).

f je na (a; b) rovnomerne spojita (Cantorova veta , t. j. existuje 0 >0 také, Ze pre
vBetky z,2* € (a; b) plati: [z—z*| < § = |f(z)— f(a*)| < £o.

Delenie De€® (.3 zvolme tak, aby u(D) <4, t. j. Ax; <90,i=1,2,...,n.
fijena{x;_1;x;),i=1,2,...,n ohrani¢ena a nadobuda svoje extrémy (mal: veta 3.3.10),
t.j. existujt af, o € (xim1; x4), |vf—2F| < 6 také, ze f(x))=m,;, f(z}*)=M,. Potom
) — f(xF) < eg. Z toho vyplyva:

(rovnomerna spojitost): M;—m; = f(x}

SH(f,D)st(f. D) = i (]\/[mez)AbLl < i €QAIL'1' =£p i ALl = 50(b — (L) =c.

i=1 i=1 1=1

Vetu [I.2:9 mozeme zovseobecnit na po ¢astiach spojité funkcie, t. j. na funkcie s konec-
nym po¢tom bodov nespojitosti (odstranitelnych alebo neodstranitelnych 1. druhu). Vetu
uvadzame bez dokazu.

Veta 1.2.10.
f(x), z€(a; b) je po Castiach spojitd = f(x)ER4,p)-
Priklad 1.2.3. b
_(lyz€e(c; d), o
a,byc,deR, a<b<c<d, f(x)= {07$€<a; AUd; by, /af(:z:)dxfd c.
Riesenie.
Nec Dy = {xo,x1,...,25} = {a,c—%,c—l—%,d—%,d—k%,b}, ke N (obr. .
= Azy=c—a—1, Awzp=2, Azz=d—c—2, Azy=%, Aws=b—d—1,
777,1:J\41:O7 m2:0, M2:1, m3:M3:1, 7714:07 M4:1, m5:M5:0.
Nech & > 0. Zvolme k€ N tak, aby k > %, t. j. % < &. Potom plati:
Su(f,Dg) =0-(c—a—3)+1-2 +1-(d—c—2)+1-2 +0-(b—d—1) = d—c+2,
Sp(f,Dy) =0-(c—a—%)+0-2+1-(d—c—2)+0-2 +0-(b—d— ) =d—c—2,
2 2 4 veta [[23] >0
Su(f,Dk) = Sp(f, D) = (d—c+3) —(d—c—3) =3 <e ——— fGR(a;b>

b inf {Sy(f,Dy); kEN} =inf {d—c+2; keEN} = d—c,
= /f(x)dm = {
a sup{Sp(f,Dr); kEN} =sup{d—c—2; kEN} =d—c.m

Priklad 1.2.4. 0 1
Vypocitajte: a) [ zdz b) / 22 dx.

2
-1 -1

Riesenie.
a) Funkcia f(z)=%, z€(—1; 0) je rasttca (veta[l.2.7), spojita (veta[l.2.9) = §€R(_1,0).

19Postupnost {Dr} ey CD(a;p) nie je normélnal
20Funkcia f je po &astiach spojita, t. j. (veta[1.2.10) fER(@a;by-
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Necth:{ %,2—012 k}C©< 1;0), kEN.
%a mL:f(Il)_ Qka M f(l'z 1) _l;kv 1=1 2a"'7k (ObI‘. ’

k
_ i—1 1\ _ _0+14-4k _ _(k=Dk _ k-1
SH(faDk)_;(_W'E)__ 2k2 - T 22k T T T4k
k
_ i1\ 244 (k=1) _ k(k+1) k41
(vak)_;(_Tf'E)__ 2k2 - T 29k __%k'
li Di)=— lim &1 =1
_{ kLI{oloSH(f’ k) ki{go Ak 4
IR Dy) = — lim k£l — 1,
Jn, So(f D) = = lim S5 = =5
b) Funkcia f(z)=22, x€(—1; 1) je spojita (veta[1.2.9) = z2€R_y 1.
_ i 2k
Nech Dy = {~, kT —1okz kL kYo 3V cp ke,
= Ax; = 1+ (obr. Zvolme T = { % —%,...,—%,0,%,...,%}, t. j. Tavé
i

hrani¢éné body dehacmh mtervalov Potom plat
St(f,Di) = [(=9) 4 (A2 o 4 (P2 02 (12 (522§ =

B 2[12+22+”_+,€2]_,€2 _ 2k(k+1)(2k+1)—k®  L(k+1)(2k+1)—k _ (k+1)(2k+1)—3k _ 2k%+1
= = — T3k

k3 - k2 3k2

Postupnost {Dy};-, je normalna. = / 2?dz = hm St(f,Dy) = hm 3?{1 =2 m

2 2
Y % % Tk T T2 a3 To T L0 g Y
f 1 T 0 e
1 M~ I~ f
0l c d T 1
To T1 T2 *3 x4 s 2 = 0 k2 k1L @
Yy
1 1 1 1

_ _ —_ _ i — ; k

12 =ct g wza=dE g Azi= g T = Awi=g  Dp={{-1}5,

Obr. 1.2.5: Priklad [LZ3]  Obr. 1.2.6: Priklad [[2Z41a) Obr. 1.2.7: Priklad [L2.4] b)

Geometricky predstavuje Riemannov uréity integral na intervale (a; b) plochu krivo-
Glareho lichobeZnika urc¢eného funkciou f a intervalom (a; b). Pod osou = (t. j. ak je f

zapornd) je tato plocha zaporna (obr. [1.2.6)).

1.2.1 Zakladné vlastnosti Riemannovho integralu

Hodnota Riemannovho integralu je zavisla od integrovanej funkcie, ale aj od intervalu
integrovania (a; b). Najprv uvedieme vlastnosti, ktoré zévisia od integrovanej funkcie.

Lema 1.2.11.
fiA—-R gcA— R ACR,c>0 =

21Kvoli prehladnosti budeme deliace body a intervaly indexovat sprava dolava, t. j. pre i = 1,2,....,k
i i—1

budeme znacit d; = (z;; zi—1) = (—¢; — %)
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a) inf f(z)=—sup[—f()], b) sup(cf)(@)=csupf(z), c) inf(cf)()=c inff(z).

T€EA
d) sup(f+g)(z) < sup f(z) + sup g(), e) inf f(z) + inf g(z) < inf (f+g)(2),

Dokaz.
a), b), ¢) vyplyvaji priamo z definicie, e) sa dokaze analogicky ako d).

d)zed = (f+9)(z) = f(z) +g(z) < f(z) + sup g(z) < sup f(z) + sup g(x).
To znamena, ze sup fz)+ sugg(x) je horné ohranicenie mnoziny {(f+g)(z);z€ A}.
TE TEe

= sup {(f+g)();x€ A} = sup (f+g)(@) < sup f(z) + sup g(z).

Poznamka 1.2.3.

Pre nase tcely nam postacia ohranicené funkcie definované na ohraniceniyjch mnozindch.

Mnozina A v leme[I.2.11] nemust byt ohranicend a f, g nemusia byt ohranicené na A. Je

zrejmé, Ze musi platit inf f(z) < oo, —oco < sup f(z) a inf g(x) < co, —00 < sup g(x).
TEA z€EA z€EA z€EA

V castiach d), e) platia vo vSeobecnosti nerovnosti, napr. pre funkcie f(x)=sinz, x € R,
g(x) = —sinx, xR, (f+g)(x)=0, x€R plati:
—2=—1-1=inf f+infg <inf (f+¢)=0, O=sup(f+g) <supf+supg=1+1=2.

Veta 1.2.12. e
f(z), x€(a; b) je ohranitend =— /f z—/(—f(x)) dz.
Dokaz. ‘
Nech De€® 4,4, n€N. Oznacme M; =sup{—f(x); x€{m;_1; x;)},i=1,2,...,n. Plati:

=inf{f(z); xe€{wi—1;x;)} = —sup{—f(v); z€(xi—1; x;)} = —M,,

Sp(f,D)=Ym; -Az; = (= M) -Az; =— Y M; - Az; = =Sy (—f, D).
i=1 i=1 i=1
b

= /f(l‘)dl‘ :bup{SD(f7D)7 Deg(a;b)} :Sup{_SH(_f7D); DE@(a;b}} =

- 5

=—inf{Sy(—f,D); DED (4,1} = —/(—f(x)) dz. m

Veta 1.2.13.
f(x), g(x), x€{a; b) st ohranicené, ¢ > 0 =
c

a) /abcf(x)dx: /al}(x)dx, /f dx+/ () de g/ab[f(xng(x)] dz,

b

b b b
c) /cf(;v) dz = c/f(:v) dz, d) /[f(ac) +g(z)]de < [ f(z)dz+ [ g(z)d.

a a

Dokaz. b b b
a) c=0: /0~f(x)dx:/0dx%O(b—a)zozo-/f(x dz

c¢>0: Nech De®D4,p), n€N. Prei=1,2,...,n plati:
m; = inf {cf(x ) xe(x;— 1,$‘>}—C mf{f( ); a:e(mz 15 @)} =c-my,

SD(cf,D):ZW~AIifZ(cml) A:vlchmz Ax; =c-Sp(f,D).

i=1 i=1 i=1
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= /cf )dz = sup {Sp(cf,D); DED a1y} = b
=sup {¢Sp(f,D); De©<a;b>}=csup{sp(f,D);D€©<a;b>}:c/f(x)dx

b) Nech De€®,,4), n€N. Pre i=1,2,...,n plati:
m; = inf {f(2)+g(x); v€(Ti—1; 74)} >
>1nf{f( )s xe(a:, 1 +Hinf {g(x); xe{wi—1; x)} = my +w;,

Sp(f+g,D) = Z m; - Ay > Z (mi4w;) - Ax; =
=1

=1

—Z’ITL»L Axl‘i’zwz Ax'L*SD(fv )+SD(g7D)

=

Nech {Dk}k 1 C©<a by je normalna
= / = hm Sp(f+g,Dy) > hm [Sp(f. Di) + Sp(g, Dy)] =
b b
= lim Sp(f, D)+ lim Sp(g, D) z/f(a:)dx+/g(x)dx.
k—o0 k—o0 Ja Ja
¢), d) Dokaz je analogicky ako v ¢astiach a), b). m

Veta 1.2.14.
f,9€R vy, cER = cf, f+g€ Rq;py a plati:

a) /abcf(:v) dz = c/al}”(x) dz, b) /ab[f(x) +g(z)] dz = al}(x) da + /al;](x) dz.

Doékaz.
Na zéklade viet [[.2.12] a[1.2.13] ukaZeme, Ze sa dolné a horné integréaly vsetkych zucastne-
nych funkcii rovnaju.

a) ¢ >0: /cf x—c/f x—c/f dx—/cf()

£<0, —¢>0: /cf() —/[—cf( ] de = —(~ /f Yde = ¢ f()
/f /f */[*cf( )]dﬂf—/abf(x)dx~
b) /az;‘(x)dw—k/ag(x)dx:/af(x

dx>/ @)+ g(@)] da >

b

/ x)+ gz do:>/f der/()dz.l
Veta 1.2.15.
JE€R, .y, m=1inf {f(z); x€(a; b)}, M =sup{f(z); zc{a; )},

@:(m; M) — R jespojita = o(f)€R;p)-

Dékaz.
p(t), te (m; M) je spojita, t. j. (mal: veta 3.3.10) je ohrani¢enéd a nadobuda svoje extrémy.
Oznacme m*=min {@(t);t€(m; M)}, M*=max {p(t);tc(m; M)}.
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Nech & > 0 je IubovoIné. Oznaéme €9 = j— 5=, t- J- € =€0(b —a+ M* —m™).

o(t), te(m; M) je spojitd = ¢ je rovnomerne spojita na (m; M) =
36 >0 th,t2€<m; M> : |t1 — t2‘ <d = ‘gD(tl) — (p(tg)| < &g. (15)

Je zrejmé, ze § > 0 mozeme volit tak, aby platﬂﬂ 0 < gp.
fE€R@;p), t. j. ku ¢islu 52 existuje delenie D*{xq}?:OE’D(a;b), n€ N také, Ze plati:

Su(f,D)=Sp(f,D) = zzl(JV[ —m;)Az; < 62,
pricom m=min{f(x);x € (x;—1; z;)}, M= max{f( ixe(ri—1;xi)}, i=1,2,...,n
Ukazeme, ze S (o(f),D)—Sp(e(f),D) = Z (M} —m})Ax; < € a veta bude dokazana.

Rozdelme (z;_1; ;) a ich indexy i=1,2,.. ._, n na dve disjunktné mnoziny Iy, IgEl
1. i€ I, ak plati M;—m; < §. Pre v8etky z, T € (x;_1; x;) na zéklade (1.5)) plati:
[f(x) = f(@)| < M; —m; <6 = [o(f(2) —@(f(@))] <eo = M —mj <eo

= Z (M:—m:)Al‘l < E (M:‘—m:)AJ)Z < E EoAl‘i = €p E Al‘l = 60([) — a).
=8 =1 =1 i=1
2. i€ 15, ak plati M;—m; > 6. Potom plati:

n

0y Az = Y 0Ax; < Y (Mij—m;)Ax; < Z (M;—m;)Az; < 6% = Y. Az;<d<eg

i€l i€l i€l = i€l
= > (M, NAz; < S0 (M*—m*)Ax; = (M*—m*) > Ax; < eg(M*—m™*).
i€l i€l i€l
1, 2. - *
= Su(e(f), D)=Sp(e(f), D) = 2 (M —mi)Aw; =
=5 (Mf—m Az, + > (Mf—m})Azx; <eg(b—a)+eco(M*—m*) =c.m
i€l i€l

Veta 1.2.16.
f.9€ Ry = |fl. f% f9€Ran)-

Dokaz.
f€R<a;b>, p(t) = |t|, t€ R je spojita Vetd:> |f|€R (a;b)-

fE€R@; vy, o(t) = t2, t€ R je spojita f2€Ra by -
veta [[L214]
[L9€RGy ———= fg=1[([+9)°—(f—9)?| €Ra;r)- W

veta [C2.10]
>

Veta 1.2.17.
f,9€ Ria.ny, inf {g(a); € (a3 b)} > 0, xesp. sup {g()ize (a3 0)} <0 — L LeRy,.,.

Dokaz.
Oznacme m* = inf {g(x);x € (a; b)}, M* = sup {g(x);xe(a; b)}.
m* >0, resp. M* <0 = 0¢(m*; M*) = o(t) =, te(m*; M*) je spojita.

. e t
g€ Ria;py, cp(t):% je spojits ———===y %€R<a;b> —_— EER(a;b)' ]

22 Ak zmensime §, tvrdenie implikacie |¢(t1) — ¢(t2)| < €0 zostane v platnosti.
n
BLul={1,2,...,n}, > (MFf—mHAz; = Y (Mf—m})Az;, + > (M;—m})Az;.
i=1 i€l i€la
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Veta 1.2.18 (Nezapornost integralu).

JE€R@.vy, f(x) >0 pre vietky x€(a; b)) = f Ydz > 0.

Dokaz.

f(x)>0,z€(a; by = m=inf{f(z); xe(a; b)}>O:>/f Ydx > m(b—a) >0.m

Veta 1.2.19 (Monoténnost integralu). b
[,9€ Ria vy, f(x) < g(x) pre vietky x€(a; b) = f dx</ (2) da.

Dokaz. b
g(x)—f(w)ZO,xé(a;w%Og [g(a:)—f(x)]dx:/ dx—/f dz. m

a

Dosledok 1.2.19. a

b
fe€R@y = f() < [ |f(@)|da.

Doékaz. b b b
—1f(@)] < f(z) < |f(@)], z€(a; b) = —/If(:v)\dxS/f(ar)de/\f(r)ldx-I

Skutocnost, Ze pre f, g nejaka vlastnost (f(z)=g(x), f(z)<g(z), ...) plati pre vset-
ky uvazované z okrem kone¢ného poctu bodov budeme stru¢ne zapisovat (o.k.p.).

Veta 1.2.20.

f(z), g(z), x€(a; b) st ohranitené, f(z)=g(x) pre vietky z€(a; b) (0.k.p.) =
/j dx—/ /j de= / x)dz.

Dokaz.

Budeme predpokladat, ze sa funkcie f, g lisia iba v jednom bode Z, t. j. ze f(z) = g(z)
pre vietky = € (a; b) — {ZT}. V opafnom pripade postupujeme matematickou indukciou
po pocet ligiacich sa bodov. Dokazeme iba prvé tvrdenie, druhé sa dokaze analogicky.
Ozna¢me Dy = {z;};_, ={a+ @}le €D (4;4), k€ N. Existuje prave jedno prirodzené
¢isloje{1,2,...,k} takeé, zZe T € (x;_1 ; x;). Funkcie f, g sa lisia iba na intervale (z;_1 ; x;).
Ozna¢me (obr. my =inf{f(z);xe(x;_1; @)}, myg = inf {g(z);x € (x;_1; x;) }. Plati
w(Dy) =1+, klg& w(Dy) = 0, t. j. postupnost {Dy};—, je normélna. Potom

lim Sp(f, Dx) — lim Sp(g, D) = lim [Sp(f,Dk) — Sp(g,Dr)| =
k—o00 k—o00 k—s 00
= lim (mp—my)(Tip1—Ti—1) = Jim. my—my _

b b
/f(x)dx:klim Sp(f. D) = lim Sp(g, Dy) = /9(@ do.
“ —00 o Ja

24 lim % =0, my — my je ohranifené, potom plati (mal: dosledok 3.2.4.b): lim MM — .

k—o00 k—o0
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y 9(%) y (ajc) (c; b)

/\f /l\
/\ — d NO T %
mg
| — \
my e /:\
H T X
Ti—1 T 7 b Ti—1 c 7 mi-¢—1
+ <3 <%
Obr. 1.2.8: Veta [.2.20 Obr. 1.2.9: Veta [[L.2.22

Veta 1.2.21.
f€R<(L;b>7 f(l'):g(l) pre Véetky TE <a’a b> (Ok p. )
g€ Rq;p) a plati /f / (z)daz.
Dokaz. b b
Z vety vyplyva: /g(:v) dz = f( Nde = [ f(z)dz = / g(z)dz. m

a a a

Z predchadzajucich viet vyplyva, ze koneény pocet bodov nemé vplyv na Riemannov
integral (vratane dolného a horného). To znamen4, Ze moZeme urdity integral na (a; b)
definovat pre ohrani¢ent funkciu, ktora nie je definovana v konetnom pocte bodov
Funkcia nemusi byt definovana ani v krajnych bodoch intervalu a Riemannov integral
mozeme definovat na Iubovolnom z intervalov (a; b), (a; b), {(a; b), (a; b). Pre interval T
s hrani¢nymi bodmi a, b mozeme pouzit oznacenie

b
de = d
/a f() da / f(z) da
Veta 1.2.22.

f(z), z€{a; b) je ohranitend, c€ (a; b)
/f duv—/f d:c+/f /f dx—/f dx+/f
Dokaz.

Dokazeme iba prvé tvrdenie, druhé tvrdenie sa dokdZe analogicky.

Nech D, = {z;};—, = {a+ ib—a) L €D (4,1), k€N, potom existuje index i € {1,2,...,k}
taky, 7ze plati c€ (-1 ; xl>

Polozm@ Dy = (D}, —{xi}) U{c} ={a,21,..., 21,6, Tit1,. .., Th_1,0} €D 4 ,p)

veta [C20] /f

1(Dy) <2 (obr.[1.2.9) = {Di},”, je normalna =—==% hm Sp(f, D) =

Oznac¢me Df ={a,z1,...,2i-1,¢} €Da;0y, D ={c,Tiy1,.. ., Th_1,0} €D (o,
(D) < p(Dy), w(D;*) < p(Dy), t. j. {Dj} ey, {Df*} e, st normaélne a platl

25Vety [1.2.20] a [1.2.21] mozeme rozsirit z koneéného poétu bodov na spoéitatelny pocet bodov, resp.
na mnoziny s tzv. Jordanovou mierou nula [21], [24].
26Deliaci bod z; nahradime bodom ¢, t. j. d; = (x;_1; ¢), dix1 = {c; Tiv1).
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b

Jim Sp(7.07) = [ f@)de, Jim Sp(7.D;) = [ f(o) e

C

f)alej plati: o
k
Sp(f, D) = > mjAx; = ijijqL Z mjAx; = Sp(f,Df) + Sp(f, Di¥).
Jj=1 Jj=i1+1

b
=[S = i 007,90 = i [S05.Pi) + S0(1. Dir)] =
= c b
:klim Sp(f,Dy) + lim Sp(f, Di") :/f x da:+/f z)dr. m
— 00
Veta 1.2.23 (Aditivnost integralu).
f€R<a;b>aC€(a‘;b) And feRac feRcb apla‘tl/f dl‘ /.f dl‘+/f

Dokaz.
Tvrdenie vety vyplyva z definicie Riemannovho intcgrélu a z vety m (obr. [1.2.10)).

NP, o::}(x) f d:L_(/f )da+ ) (/f da+ )dx>:
=(/f d:z:—/f dl)—&—(/cf(x)dm—/cf(x)dm>>0.

= /f(i) do — /f(L) dx =0, /f(x) do — /f(bL) dz =0,t.j. f€ERw ¢y, FERE;)-

/al}(:c) dx /;f(x) dz= (/fu) dz +/:}(x) dx) — (/f(a:) dz */5}(9‘") dx) _

/ o) do = / o) do = / f(o)da + / Fa)de = / F(z) da +f Fw)de.m

Riemannov integral moézeme definovat nielen pre a < b, ale aj pre a > b. To znamena,
%e dolna hranica integrovania méze byt vié&sia ako horna hranicaﬂ Definujeme:

a
/ f(@)dx =0 pre vietky a€ R a vSetky funkcie f,

b a a
/f(x) dz = —/f(a?) dz pre a > b, pokial existuje /f(:r) dz, t.j. fERp. ay-
a b b

Ako dokazuje nasledujica veta, aditivnost integralu nie je zavisla na vzajomnej polohe
bodov a,b,c. Ak f€ R, potom z uvedenej definicie vyplyva:

/al}(x) dz + /bc}(x) dz=0= /aaf(x) de = /bl}(m) da. (1.6)

27f€R(a .y bude nad’alej znamenat riemannovsku integrovatelnost na intervale (a; b), t. j. pre a <b.
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y y __a—=b b e &
c b b
/f(w)d /f(a:) dz /f(z) dz
} Z T
a C b a C
b c
@9 ) aze =
Obr. 1.2.10: Veta [[.2.231 Obr. 1.2.11: Veta [[.2.24]

Veta 1.2.24. b
f€R;, I CR je ohrani¢eny interval, a,b,cel — /f de= /f dx + f(x) dax

Dokaz.
Je zrejmé, Ze funkcia f je riemannovsky integrovatelna na vSetkych intervaloch, ktoré
vytvoria body a, b, c€ I. Je desat moZnosti pre vzajomné usporiadanie a, b, c. Kvoli prehlad-

nosti nebudeme pisat ,,f(x)dz“. Na zaklade definicie, vety [1.2.23|a vztahu (L.6)) plati:

c b b
/+/ =/ (veta |1.2.23] obr. [1.2.10),

sz [ [~ ([ ) - [ )= [0 [ oof
s [~ [ [ [ )=

s [ [~ [~ [ ([ )]

i [ [ [ ([ ) ([[) oo -
i [ [~ [+ ([ [) [

Posledné Styri moznosti st splnené trivialne:

a a a a C a b a b b b b
/:/+/, /:/+/, /:/+/, /:/+/~-
Ja Ja Ja Ja Ja Je Ja Ja Ja Ja Ja Jb

Aditivnost Riemannovho integralu mozeme nazorne ilustrovat na vektoroch._)Ak si pred-

=
stavime integraly [ b f(z)dz, [} f(z)do=— f f(z) dz ako vektory ab, ba=—ab na realnej
osi, potom napr. pre a<b<c obr 1.2.11)) plati:

Lf(x)dlef /f /(:f(x)—/bcf(m), resp. cﬁ:cﬁ—&-c_l)):cﬁ—b_g.

Doteraz sme sa zaoberali Riemannovym integralom na ohrani¢enom intervale. V mno-
hych pripadoch je uzito¢né rozsirit definiciu Riemannovho integralu na zjednotenie konec-
ného poc¢tu disjunktnych ohrani¢enych intervalov.
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Nech Iy, I, ..., I, k € N st nedegenerované ohrani¢ené redlne intervaly, ktoré si
navzajom po dvoch disjunktné, t. j. ;NI; =0 pre i, je{1,2,...,k}, i#j. Ak je funkcia f
riemannovsky integrovatelna na kazdom z intervalov Iy, Is, ..., I}, potom ju nazyvame

riemannovsky integrovatena na mnozine A =1; Ul U---U I} a &islo
[ t@do= [ syt [ @des ot [ @)
A I Iy Iy

nazyvam@ Riemannov (uréity) integral funkcie f na mnozine A.

1.2.2 Vypocet Riemannovho integralu

Ak f € R, s, potom pre kazdé c€ (a; b) existuje Riemannov integral [ f(z) dz, ktory
je jednoznac¢ne uréeny realnym ¢islom. To znamend, Ze mozeme definovat funkciu:

x) :/ff(t)dt, x€(a;b).

Funkciu G, nazyvame neurcity Riemannov integral funkcie f na intervale (a; b),
resp. integral ako funkcia hornej hranice (hornej medze). KedZe premenna z sa
nachédza v hornej hranici integralu, integra¢na premenna musi byt oznacené inak ako x.
Geometricky predstavuje funkéna hodnota Gj,(z) plochu krivociareho lichobeznika urce-

ného funkciou f a intervalom (a; x) (obr. [1.2.12]).

Ukéazeme, Ze funkcia G je spojitd a je primitivnou funkciou k funkcii f na intervale
{(a; b), t. j. aj neurfitym integralonﬂ v zmysle kapitoly
Analogicky definujeme integral ako funkciu dolnej hranice (dolnej medze):

b
m):/f(t)dt, x€(a; by.

Z predchadzajuceho vyplyva, Ze pre vietky x € (a; b) plati:

Grla) = Ga(b) =0, Gu(b) /f dt, Ghu(z) + Galz /f

-ona | —T - Gi(a) —h—T

b b i

Obr. 1.2.12: Integral ako funkcia hornej hranice G}, a dolnej hranice G4

28 Korektnost definicie je zaru¢ena aditivnostou integralu.
29Preto sa nazyva ,neuréity* Riemannov integral.
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Veta 1.2.25.
fERw. by, crdelas b) = /f £ dt = G(d) =G (c) = Gale)—Cald).

Dokaz.
Tvrdenie vyplyva z definicie a z vety [[.2.24]

Gr(d) — Ga(c /f t)dt — /f t)dt = /f dz‘+/f t)dt = /f
Galc) — Ga(d) :/Cf(t)dt—/df(t)dt:/cf(t)dt+/bf(t) dt:/cf(t)dt.l

Dosledok 1.2.25.a.
fE€R @by, f(x) >0 pre vietky x € (a; b) = G} je neklesajica, Gg je nerastiica na (a; b).

Dokaz.
x7x*€<a;b>,x<x*G( *) — Gp(z) = Ga(x) /f t)dt >0.m

Veta 1.2.26.

f€R@;py = Ghu,Gq st spojité na (a; b).

Dokaz.

fE€R@ by, K =sup{|f(z)]; z€(a; b)} = |f(x)] <K pre vietky zc(a; b).
Nech € > 0. Ozna¢me 0 = &, t. j. € = 0K.

Nech body z,z* € (a; b) st take ze platf’] 0 < 2 — * < 4. Potom na zaklade vety [L

dosledku [1.2.19.a] vztahu (1.2)) plati:

|Gh(z) — Ga(z")] =

/g:f(t) dt‘ < /xj|f(t) dt < K(z — %) < 6K =¢.

To znamené (mal: veta 3.3.2) spojitost G, na (a; b). Dokaz spojitosti G4 je analogicky. m

Veta 1.2.27.
fE€R @by, f je spojitd v bode z* € (a; b) =
G, Gy st dlferencovatelneﬂv bode z* a plati G),(z*) = f(z*), G/)(z*)=—f(z*).

Dokaz.

Nech € > 0.

fjespojita v a*, t.j. 30 > 0Vee(a; b), [zr—z*| <d = |f(z)— f(z*)| <e.
Nech z€{a; b), x#x*, v — 2" <, t. j. 0 < |z — 2| < §, potom plati:

a2 [l = | [0 re)ar] -

= [tlemmedzuvaw :>|t—m*|<|a:—a:*|<5:>|f(t)— (m*)\<a] <

/|f |dt’<|”

30 Je zrejmé, ze bez straty vieobecnosti moézeme predpokladat platnost nerovnosti z* < z.
31V krajnych bodoch a, b sa myslia jednostranné derivacie.

Gn(x)=Gn(z")

r—x*

[z— m’*l

< w*l sdf‘ — |:r—a:|—5
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mal: veta 3.2.1 f(l'*) — lim G;L(:I;Z—Gh(:l:*) _ G;I(J,a<)

—*
r—x* s

Gl(z*) = lim Ga@)=Ca@") vetallZAA _ y) Gu@=Gul@') _ _f(z*) m

o —
T—x* T T—x* T

Désledok 1.2.27.a.
f(x), x€{a; b) je spojita = G}, —Gg4 st primitivne funkcie k f na (a; b).

Désledok 1.2.27.b.
f(x), x€(a; b) je po Castiach spojitda —
Gp, —G 4 sa zovSeobecnené primitivne funkcie k f na (a; b).

Nasledujica veta je vel mi dolezita pre vypocet uréitého integralu. V literature sa ¢asto
nazyva zakladna veta integralneho poctu.

Veta 1.2.28 (Newton—Leibnizov vzorec).
JE€R;py, I je (zovieobecnend) primitivna k f na (a; b) = f F(b) — F(a).

Dékaz.
7 vety a poznamky vyplyva, Ze existuje konStanta k € R taka, Ze pre vSetky
x€(a; b) plati F(z) — Gp(x) =k, t. j. F(z) = Gp(x) + k. Z toho vyplyva (veta [1.2.25]):

F(b) - F(a) - [Gh(b) } [Gh } Gh ) Gh

/f dff/f t)dt = /f dsrf()f/f )dzm

Z vety vyplyva, Ze na vypocet ur¢itého integralu moéZzeme pouzit I'ubovolnu (zovse-
obecneni) primitivnu funkciu. Newton—Leibnizov vzorec sa zvykne zapisovat v tvare

b
/a f(@)dz = F(b) ~ Fla) = [F@)| = F(2)

Pred pouzitim Newton—Leibnizovho vzorca musime overit obidva predpoklady. V praxi
sa overuju pocas vypoctu. V priklade d) sice k danej funkcii f existuje zovSeobec-
nené primitivna funkcia, ale f nie je ohrani¢ena. Integrovaniu takychto funkcii sa budeme
venovat v nasledujicej ¢asti o nevlastnych integraloch.

Niekedy sa v literature urcity integral definuje pomocou Newton—Leibnizovho vzorca.
Ak ma funkcia f na intervale (a; b) (zov8eobecnent) primitiviu funkciu F', potom ¢islo
ff f(z)dx = F(b) — F(a) nazyvame Newtonovym (uréitym) integralom funkcie f
na intervale (a; b). Newtonov a Riemannov integral nie st ekvivalentné, ale pokial
obidva existujt, potom sa rovnaju (zakladna veta integralneho poctu).

Priklad 1.2.5.

0 T 22 0 T 0 02 (—1) 1 P
a) /_15 dxr = {ﬁ}—l = {T}—l = — 71— =73 (priklad|1.2.4/a), obr.|1.2.6]).

32Konstanta ¢ prislichajtca k primitivnej funkcii sa nepise.
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b 12d P N L L iklad [1.2.4]b), obr. [1.2.7
) 71x z_[?}q_?_ 5~ =3 (priklad|1.2.4b), obr. [1.2.7).

1

5) Oﬁgﬁ:[ln(wﬂ/mul)] —n(1+VIZ+1) —In(0+ V0T +1) =
:n(l—l—ﬂ)—lnl:ln(l—l—ﬂ).

d) / (sm l,l cos = ) dz — zatial nevieme vypocitat (vid priklad |1.2.18]).

—T

Nie st splnené predpoklady vety |1.2.28, Funkcia f(x) :sin%f%cos% nie je na (—m; )
ohraniéenéﬁ t. j. f ¢ R(_x.r. Na druhej strane funkcia F(z) = xsin%, x € (—m; m),

F(0)=0 je zovieobecnenou primitivnou funkciou k f na (—m; 7). m

Veta 1.2.29 (1. veta o strednej hodnote).

fr9€R vy, 9(x) >0 pre x€(a; b), m=inf {f(x);x€(a; b)}, M=sup{f(z);x€(a; b)}
b

b
= existuje a € (m; M) také, ze /f(ac)g(x) dz = a/g(m) da.

a

Dékaz.
m< f(x) <M, g(z)>0, z€(a; b) = mg(z)< f(z)g(a) < Mg(x) ~=2lZL,

b b b b b
m/g(a:) dz = /mg(x) dz < [ f(x)g(x)dx < /Afg(x) dz = ]\/[/g(x) dx. (1.7)

g(x)>0, ze(a; b) )dz > 0. St dve moznosti:

/ab()dx—0=>0—m/b dx</f d1<M/ab()da;:0

= /f dez =0 = VYae(m; M): /f )dT—oz/abg(T:)dx:O.

veta /
:}

b
b /f(I)g(I) dz /f(r)g(r)dr
2. /g(i)dx >0 = m< a0 —— <M, t.j. stadi polozit ¢ = 24—F——. m

/g(m) dx /g(:z:) dx

Dosledok 1.2.29.a. b b
fr9€ R vy, 9(x)<0pre zc{a; b) = Jac(m; M): [ f(z)g(x)dx = a/g(x) dz.

Dokaz. '
h(z) = —g(x) >0, xe( b>

Jae(m; M): /f x)de = /f a/{}(m)dx:a/j)g(aj)dx.l

Dosledok 1.2.29.b.
[ je spojita na (a; b), g€ Riq,p), g(x) >0, resp. g(x) <0 pre x€(a; b) =

33 f nie je v bode 0 ani definovana. To by nevadilo, pokial by bola na (—m; 7) ohrani¢ena.
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b b
Sec(ai by [ Fl)gla)do = 1(0) [ g(o)d.

a

Dokaz. -
f je spojita na (a; b), a€(m; M) R Jeela; b): a= f(c). m

Doésledok 1.2.29.c. b
JE€R,py = Jac(m; M): /j(.L) dz = a(b— a).

Dokaz. b b
gx) =1, {a; b) = Jaec(m; M): /f(T) de = a/ de=ab—a).m

Dosledok 1.2.29.d. b
f je spojita na {a; b) = Fce(a; b): /f(?) dz = f(¢)(b— a).

Ak f(x)€ R(q;p), potom &islo a€ R (vid dosledok [1.2.29.c) take, Ze plati

/al}(x)dx:a(b—a), ti a= bla/al;‘(aj)dx,

nazyvame integralna stredna hodnota funkcie f na intervale (a; b). Geometricky pred-
stavuje a vysku obdlZnika s rovnakym obsahom ako obsalﬁ krivo¢iareho lichobeznika
uréeného funkciou f a rovnakou podstavou (a; b) (obr. [1.2.13).

M ..1./.1 f M g ‘qf Y
M
fle)=a o f
(6] S z
- H
0| a cy c2 b
0 b - 0 ¢ b - a= f(c1) = f(c2) =0

Obr. 1.2.13: Integralna stredné hodnota funkcie f na intervale (a; b)

Priklad 1.2.6. .
Odhadnite hodnotu integralu / z__dz

—

o VarFL
Riesenie.
Oznaéme f(z) = ﬁ, g(z) =2, z€(0; 1).
Potom g(z)=2'?' >0, m=0 < f(x)= 17;24_1 < 1=M pre vietky z€(0; 1).
1 1 1
() _ 121 1219 21 g, [22]" 1
0—0-/0:13 dxg/o f\vﬁgl-/ox do = |57 | = 14 ~0,008107. m

Priklad 1.2.7.
Urcte integralnu strednt hodnotu ay, funkcie f(z) = xsinz na intervale (0; km), k€ N.

34Tym sa mysli orientovany obsah, t. j. plocha pod osou  je zaporna.



66 beerb@frcatel.fri.uniza.skl frcatel. fri.uniza.sk/ beerb

Riesenie.
Z definicie vyplyva (obr. [1.2.14)):
km km
ak:ﬁ/ xsinxdxgﬁ{—xcosx—ksinx} =
0 0

== { — km-coskm + sinkm — 0-cos 0 — sin()} =—coskr = —(-1)F = (-1)kL m
Pre odhady Riemannovych integralov je v mnohych pripadoch uzitoéna nasledujica

veta (2. veta o strednej hodnote), ktora uvadzame bez dokazu.

Veta 1.2.30 (2. veta o strednej hodnote).
[,9€ R4y, [ je monotonna na (a; b) b c b

= existuje c€(a; b) také, ze | f(x)g(x)dx = f(a)/g(a") dz + f(b)/g(a") dz.
Désledok 1.2.30.a. ! ’ ’
fE€R,py, f je monotonna na (a; b) b

= existuje c€(a; b) takeé, Ze /f(x)g(T) dz = f(a)(c—a) + f(b)(b—c).

Dékaz. ¢
Ak polozime g(x)=1, z € (a; b), potom plati (obr. |1.2.15)):

b c b
dee(a; b): /f(:z:)dx: f(a)/ da:—l—f(b)/ dz = f(a)(c—a)+ f(b)(b—c). m

a C

Priklad 1.2.8. a
Odhadnite hodnotu integralu / 2L dx, kde a € R, a>1.

T
1

Riesenie.
f(x) = 2 je monoténna na (1; a), g(z) =sinz€ Ry, 4

Ece<1;a>:/Si%dx:%/sinxdx—i—%/ sinxzdz = [—cosx}l—l—%[—cosx}
1 1 c

c

veta L2350
_——>

a
= OS‘/“;‘”’dx < |-cosc+cosl|+1|—cosa+cosc| <2+ 2 m
1

Urcité integraly vo vSeobecnosti poé¢itame pomocou Newton—Leibnizovho vzorca. Aby
sme tento vzorec mohli pouzit, musime poznat primitivnu funkciu. Na urcenie primitivnej
funkcie mozeme pouZit vSetky poznatky a metody z predchédzajucej Casti o neurcitom
integrali. Metodu per partes a substituéné metody modZeme upravit a uréity integral poditat
pomocou nich priamo. Po substitiicii sa nemusime vracat k pévodnym premennym.

Veta 1.2.31 (Metoda per partes). . b b
u,v € Rgipy, u',0" € Rgipy = u(z)v'(z)de = {11(7") 1'(7‘)} - /u’(m) v(x) de.

Dokaz. ¢
Z predpokladov vety vyplyva, Ze u, v st spojité na (a; b) a ze wv', u'v, (uwv)' =uv'+u'v s
riemanovsky integrovatelné na (a; b). Dalej pre vietky z € (a; b) (0.k.p.) plati:

1 b b ,

a

b b b
— [ @) +up @] de = [w @) do+ [ u(ep(@) do. m
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f(®)

8

' \a X 7
0 o O ﬂ o a§c b
f(a)

Obr. 1.2.14: Integralna stredna hodnota funkcie Obr. 1.2.15: Odhad integralu
f(z)=zsinz na (0; k), k=1,2,3 (pr. pomocou dosledku [1.2:30.a]

Priklad 1.2.9.
27 ' 27 27

/ x2sinxd$%{u:x2 w=2z }: {—x2cosx} +2/ zcosrdr =
0 0 0

v/ =sinz |v =—cosz

’_ 27 2m
= [u/ix u :1- } = (*47T2COSQ7T+02'COSO> +2stinx] 7/ sinxdx} =
V =COSZT |V =SsInx 0 0
27
— 472 +2(27rsin27r70~sin0> fQ{fcosx} -
0

= —47? —2(—cos27r+cos0> = —4n? —2(—1+1) = —4n?.

Iné riesenie.
Najprv vypocitame primitivnu funkciu a potom dosadime do Newton—Leibnizovho vzorca.

2 o
/ r?siny doy —=———=— [—x2cosz+2xs1nx+2cosx} =
0 0

= A2 cos2m 4+ 2 - 2w sin 27 + 2cos 27 + 02 cos0 — 2 - 0sin0 — 2cos 0 = —472. m

Veta 1.2.32 (1. veta o substitucii).

f je spojita na intervale I, x=p(t), t€(a; ), o({a; B)) CI, p(a)=a, p(B)=D,
.8

b
¢’ je spojita na (a; B) = f(p)¢'€R(a,p) a plati: /f(L) dx:/ fe(t)¢'(t) dt.

Dokaz.

fjespojita na I = [ méa na I primitivnu funkciu F, t. j. F'(z)=f(x), x €.

Oznac¢me G(t) = F(p(t)), t € (o; B), potom (mal: veta 4.1.7) pre vietky ¢ € (o; 8) plati
G/ (1) = F/(o0) /(1) = F(9(0) (1), . 1. G() o primitivna k 7 (o(5))!(t) na {a: 5)
f(@) € R(Oz ; B) = f((p)(p/ € R(n i B)-

Potom na zaklade Newton—Leibnizovho vzorca plati:

8 b
/f(@(t))@’(t) dt = G(B)—G(a) = F(p(B)) = F(p(a)) = F(b)—F(a) = _/f(w) dz. m

¢’ a aj ¢ st spojité na (a; B)
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Vetu modZeme pouzit obomi smermi. Existencia ff f(z) dz vyplyva zo spojitosti
funkcie f na (a; b). Ak pocitame integral f; f(z) dx a st splnené predpoklady vety, potom
existuje aj integral ff f(ga(t))cp’(t) dt a plati rovnost. To znamen4, 7e integral f: f(x)dx
pretransformujeme na integrél f fle(t))¢'(t) dt a ten vypoc&itame.

Ak pocitame [ A Flp(t)e' (t) dt a st splnene predpoklady Vetym potom f f(x)dx
existuje a na zdklade tejto vety existuje aj f fle(t))¢'(t) dt a plati rovnost. To znamena,
7e integral fa Flp(t)¢'(t) dt vypocitame pomocou f; f(z)dz

Priklad 1.2.10.

1 = si _T.x —1: =
a) mdm: z =sint, te( 2,2>,x€< 1;1), dz = costdt
1 VI—22=+/1—sin2t = Vcos? t = |cost| = cost

™

_ g 2 _ 1+cos2t _ |t sin2t|?2  _ & inm -7 sin (—71-) T

—/WCOS tdt—/7%dt—[§+ﬁ]i—7+s -5+ =z
-2 ) 2

Predpoklady Vetyl .2.32| st splnené: f(z)=+/1— 22 je spojitd na (—1; 1), x=p(t) =sint,

t€< 55 2> mé spojita derivaciu ¢ (t)=cost, ¢(<7g; g>) =(-1;1), p(£5) = £1.

b) /tsin(t2+1)dt: [f=t2+1v do = 24t ‘ (—1>2+1=2} -

sin (— 727)—1:| _
g

sinf =1

INE

1 €(-1;2), ze(1;5) | 224+1=5
1 ° 1 5 1 5 5 5
:§/smxdm:§{—cosx} :—§|:COS$:| :w
2 2 2

Predpoklady vety st splnené: f(x)=sinz je spojita na R, x=@(t)=t>+ 1, t€(—1; 2)

ma spojita derivaciu ¢ (t)=2¢, p((—1; 2))=(1; 5) C R, p(—1) =2, ¢(2) = 5.

us 1

2.3 | ® =sint, dz =costdt | sin0=0 | 3 _[Lﬂl_l, 1
c)/o sin” tcost dt = [ te(0; 2), we0; 1) sml:| 7/0x dr = |5 =1 0=3.

e 1
d) Inzde _ | t=Inwz, dt:lnT‘” r=1=1t=0| _ tdtZ{ﬁ}lzl—Ozl.
1 F ze(l;e), te(0;1) | z=e=t=1 0 2]y 2 2

1 0 0
t=1-—22, 0;1) |01
e) xelfﬁdx:[ z€(051) '_) ]:—% etdt:—%[et] :%—%.
0 dtz—?zd:c, te(0;1) | 1—0 1 1
Iné riesenie.
1
a>/mdm% [5VT—2% + Jarcsina| =
—1 —1

_14/1-12 arcsin 1 4'\/@ arcsin (—1) __
- 2 + 2 - 2 - 2 =0+

o[

1.
2

. 2 _[lmssz=t>+1,teR]| _ 1 [ .. _
/tsm(t —|—1)dt—{ dr = 2dt, ze(1; 00) }—§/slnxdx—

=—1cosz+c=—1cos(t?+1)+ ¢, tER, cER.

2 2
b) /fsin(tzﬂ)dt: [f %Cos(t2+1)} — cosb—cos2

[SE]

4

. pr.| 1. | w4 sin? & 4
c)/ sin® t cos t dt T=—==—i {b“i t} =22 _sn0_1g
0 0

ME)



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

1.2 Riemannov urcity integrél 69

Ak budeme predpokladat, ze funkcia ¢ je rydzo monotonna, potom moédzeme pred-
poklady predchédzajicej vety pre funkciu f zovSeobecnit. Plati nasledujtca veta, ktora
uvadzame bez dokazu (vid napr. [21]).

Veta 1.2.33 (2. veta o substitucii).
f je ohraniCena na (a; b), v=p(t): J—(a; b), J je uzavrety interval s hranicami «, 3,
pla)=a, p(8)=b, ¢©'(t)#£0 pre vietky tGJ =

b B
fE€R©,,y & f(p)¢'€Ry apokial existuju plati: f(x) dw:/ fe()¢'(t)dt.

1.2.3 Integrovanie parnych, neparnych a periodickych funkcii
Nech fe R, Ak pouzijeme substiticiu = () =—t, potom f€ Ry, _q) a plati:

b z=—t, dx=-—dt —b —a —a
/f(:r)dzz[xe(a;b), te(b;a):|=— f(=t)ydt= [ f(-t)dt= [ f(—=z)d=.
a —a —b —b

a+— —a, b— —b

Ak je funkcia f€ R4,y parna, potom (obr. |1.2.16]):
b —a —a
/f(:z:) dz = f(=z)dx = f(z)de. (1.8)
a —b —b
Ak je funkcia f€ R, neparna, potom (obr. :

b —a —a —a
/f(ac) dz = f(=z)dz = / [— fl@)]de=—[ f(z)da. (1.9)
a —b —b

—b

Priklad 1.2.11.
Nech a >0, fER(_q;a)-

a) f je parna (obr.[1.2.17 hore) =
a 0 a —(—a) a a
_af(:c)da:: _af(x)d:c—k/of(a:)dx/o f(x)dx—&—/()f(x)dx:Q/Of(x)dx.
b) f je neparna (obr. [[.2.17 dole) =
a 0 a —(—a) a
fa)de = | f(a)de + /f(:r) dz f/ Flx)da + /f(m) dz = 0. m
—a —a 0 J0 0
Priklad 1.2.12.
a) /1 3 /a2 fsin? de = { integrand je spojita } —0.

x
N 1 a neparna funkcia na (—1; 1)

T . . e T ™
b) / sin |z| dz = {Smlml Je spojita } = 2/ sin |z|dx = 2/ sinzdr =
0 0

. a parna na (—m; m)

:2[—cosx}2:2[—(—1)+1} —4.

c)/ (x4fsin34x)dx:/x4dxf/ sin34xdx:2/x4d170:2[%5]7r:2—’;.-
J— 0 0

—T —T T

35Pre vietky t€ J plati ¢’ (t) >0, resp. ¢’(t) <0, t. j. ¢ je rastica, resp. klesajiica na J (lema[l.1.7).
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f(==) . f (@) Y
g TN f
b \;; —a a ;;/ b —a 0 a
[reoa /(@) /
—b
/EV f
—b /é —a T —a z
a j b 0 a
b
f(-2) = [ 1) dz
Obr. 1.2.16: Integrovanie parnej a neparnej funkcie Obr. 1.2.17: Priklad [2.11]

Nech f € Rq;p),

pre vSetky z € (a; b) (0.k.p.) plat.f (z+kp)=f(x). Dalej plati:

+kp

/ ) da

|

z =1+ kp,
z€(a+kp;b+kp),te(a;b)
a+kp— a,

dx = dt

b+kp — b

f je periodicka s periodou p > 0. Nech k € Z je T'ubovolné. Potom

/ft+kpdt_/f dt_/f )dz, (1.10)

t. j. f € Riaskp;bskpy @ navySe hodnota Riemannovho integrélu funkcie f je na kazdom
intervale (a+kp; b+kp), k€ Z rovnaka (obr. [L.2.18).

p

Y Yy p
M 2
il 5 : w A .
DA A VAR VALV
a;p b;p ¢ b U«J'rp bJ‘rp a-'@ /OI}C(J?) dz /:erf(r) dzx

Obr. 1.2.18: Integrovanie periodickej funkcie

Veta 1.2.34.

f je periodicka s periédou p>0, ac R —

JE€Rw,py & [ER(;qtp) a pokial existuji plati:

Doékaz.

Nech k€ Z je také, ze ac ((k—1)p; kp) (obr. [1.2.19)).

Obr. 1.2.19: Veta [1.2.34]

f()

360krem kone¢ného pocétu bodov intervalu {(a; b), kde nemusi byt f definovana.

~a-+p
dz = f(z)dx

a

uniza. sk/ “beerb
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NP;»: fER(o p)s (as at+p) C{(k=1)p; (k+1)p)
= fER(—1)p:kp)» JERkp; (kt1)p) = FER(h—1)p; (bt 1)p)

PP<: fGR(u,;a,—&-p): (kil)p€<a7pv 0,>7 kp€<a CL+[)>, <(k71)p’ kp> C <lep, a+p>
C o
LD, rerp = f€R<afp;a+p> = R piin T [E R,

— feR

(a;a+p)-

5 a-+p i
Dalej plati: F(a)de = f( )t e
a kp
- d dx = v d (T-10) P 4
/ x+ . pf( z)dr = /(kl)pf(T) x Af(T) v m

Priklad 1.2.13.
a€R, mneN, m#n

a+2m 2 - )
/ sin® (nx) dz = / sin? (nz) do = / sin? (nx) de ===
a 0

—T

pr. [[.1.30] veta [T.2.34]

4n

_2/ sin (nx)dwzQ[%—Sin(zm)K =2[§—M—§+Siﬁlo] =2[5-0-0+0] = .
0

a+2m 2 ™ B
/ sin (ma) sin (nz) de = / sin (max) sin (nz) dz = / sin (mzx) sin (nz) do =——
a 0

— T

= 2/ sin (ma) sin (nz) de = 2 {Sin (m=—n)x _ sin (m+")w} _
0 0

2(m—n) 2(m+n)
_ ofsin(m—n)r _ sin(m+4n)m sin 0 sin 0
- 2[ 2(m—m) 2(m+n)  2(m—n) + 2(m+n)} [O 0—-0+ O] 0.

a-+27m o - ’
/ cos® (nz) da = / cos? (nx) dz = / cos? (nx) doe 2=
a 0

—T

an 4n 2 4n

= 2/ cos? (nz) do = 2[;+M]Z =2[Z4820nm) 0 _sin0] —9[x 40 0—0] =7
0

a+2m 2 g .
/ cos (mx) cos (nx) de = / cos (mx) cos (nx) dz = / cos (max) cos (nz) dz 2=
a 0

—T

- 2/ cos (mx) cos (nz)dz = Q{Sm (m-—n)z , sin (m"’”)’”} -
0 0

2(m—n) 2(m+n)
_ sin (m—n)m sin (m+n)m sin 0 sin 0 _ _
- 2[ 2(m—mn) + 2(m+n) - 2(m—n) - 2(m+n)} - 2[0 +0-0- O] =0.

a+2m o . )
/ sin (nx) cos (nz) dm:/ sin (nz) cos (nzx) dx:/ sin (nz) cos (nx) do === 0.
a 0

—T

a+2m 2w ™ neparna
/ sin (ma) cos (nx) da :/ sin (ma) cos (nz) dx :/ sin (ma) cos (nz) dz =————= (.
a 0 —7
Vsetky integrandy si definované na celej redlnej mnozine R, si to spojité a periodické
funkcie s periodou 27, t. j. prepoklady vety [[:2.34] s splnené. m
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1.2.4 Numerické integrovanie

Riemannov integral dokdzeme vypoéitat pomocou Newton-Leibnizovho vzorca, samo-
zrejme, pokial existuje primitivna funkcia. A ¢o v pripade, ak primitivnu funkciu nevieme
urcit, alebo ju nedokaZeme ,,jednoducho® vyjadrit (str. @, alebo je vyjadrenie primitivnej
funkcie privel mi pracne, resp. netcelné? Casto (najmé pri technickych vypod&toch) nadm po-
sta¢i priblizna hodnota, ktora sa od presnej hodnoty nelisi viac ako maximéalna (dovolena)
chyba. V takychto pripadoch pouZivame na vypocet Riemannovho integralu priblizné,
tzv. numerické metody. Numerické integrovanie sa niekedy v literattire nazyva nume-
rickd kvadratira. Uvedieme tri jednoduché met6dy na priblizny vypocet Riemannovho
integralu: obdlZnikov1, lichobeZnikovii a Simpsonovu.

Nech f € Ri,.p). Uvazujme postupnost deleni {D,} ", C D (4,4, pricom jednotlivé

delenia D,, = {x, = a—l—@ ;1=0,1,..., n}, n € N maji n+1 rovnako vzdialenych de-
liacich bodov (Axz = b_Ta, i=1,2,...,n). Postupnost {D,,} ~, je normélna, pretoZze plati
lim p(D,) = lim % =0.

n—oo n—oo

Aby sme situaciu nekomplikovali, budeme predpokladat, Ze je funkcia f definovana
v deliacich bodoch a pre jednoduchost budeme znacit y; = f(x;), i=0,1,...,n.
e Obdiznikova metéda
Integral aproximujeme integralnymi sa¢tami, ktoré geometricky predstavuja obdlzniky.
Z vety [1.2.6] a jej dosledkov vyplyva, Ze pre l'ubovolni volbu bodov T plati:

n—oo n—oo

lh@mgﬁ&wJMMm<ifmma1m<§¥myav
= lim (na i f(m)) = lim b%“(f(tl)—i—f(h) +"'+f(tn)).

n—oo n—oo

Potom pre kazdé € >0 existuje ng € N také, ze pre vietky n€ N, n>ng plati:

R, = /a[}(x)dx—b_n“(f(h)+f(t2)+---+f(tn))‘ <e,

t. j. f; f(z) dz dokédZeme vypoéitat s l'ubovolnou presnostou (chybou) R,, < ¢.
Ak ako body T volime T'avé hrani¢né body deliacich intervalov (obr.[1.2.20)), t. j. zvolime
t; =wxi—1,1=1,2,...,n, potom f(t;) = f(x;—1) = yi—1 a pre odhad integralu plati:

b n
/f(z)dmb;—“zyi_lz%a(ywyﬁmwn_l). ()
a =1

Ak ako T volime pravé hrani¢né body intervalov (obr. [1.2.21)), analogicky plati:

b n
/ﬂ@mw%?;%:%%m+m+m+%) (Op)

Ak je funkcia f(z), z € (a; b) diferencovatelna a ma ohranicend derivéaciu, potom pre
chybu aproximécie vzorcov a plati (vid napr. [21], B0]):

Rngélﬂ, pricom |f'(z)] < é1 pre z€{a; b).

n
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e LichobeZnikova met6éda
Integral aproximujeme obsahom lichobeznikov, ktoré st uréené intervalmi (z;_1; x;)

(predstavuju vysku) a hodnotami y;_1, y; (predstavuju zakladne), t. j. vrcholmi so strad-
nicami [x;_1; 0], [ 0], [xi—1;Yi—1], [zi;ys] (obr.[1.2.22). Obsahy uvedenych lichobeznikov
sa rovnaji P; = y’%ﬂ“Ax =b=4(y, 1 +y),i=1,2,...,n. Potom plati:

b n
/f(x) de~ 223 (yim1 +yi) = 52 (Yo + 21 + 292+ 4+ 2yn—1 +¥n). (L)
a =1

Zo vztahov (O, , vyplyva:
b—a 2 __ b—a = b—a L __1(b—a 2 b—a -
o Z:l (Vi1 +yi) = 5 Z:lyi—l + 5 2:13/@ =3\ 2:13/1—1 + z:lyi )
i= i= 1= = =

t. j. odhad urceny lichobeZznikovou metodou (L)) sa rovna aritmetickému priemeru odhadov
ziskanych obdlznikovymi metoédami a (Op). Z toho vyplyva, Ze aj touto metodou
dokazeme integral aproximovat s lubovolnou presnostou.

Ak je funkcia f(z), x € (a; b) diferencovatelna radu 2 a ma ohraniéena druht derivaciu,

potom pre chybu aproximacie vzorca plati (vid napr. [21] [30]):

R, < 09 (’g;jf, pricom |f"(z)| < 02 pre z€{a; b).
Yy
Y1 7\ Y2
EE
wigs
71
g
== Yn
]
g
g .
: I‘O Z‘l 1.2 17.3 I‘4 l'nl_Q il?.n ZE.O 17.1 m.2 z.3 5E.4 1‘17.‘—2 m‘n
a b Tt f ? a b Il f f a b Ent f
Obr. 1.2.20: Obdiznikova ~ Obr. 1.2.21: Obdlznikova Obr. 1.2.22: Licho-

metodda metodda beznikova metoda

e Simpsonova metdda
Pri obdlznikovej metode sme funkciu f na kazdom z intervalov (x; 1 ; x;),i=1,2,...,n
nahradili konstantnou funkciou y = y;_1, resp. y = y;. Pri lichobeZnikovej metode sme
funkciu f na uvedenych intervaloch nahradili linearnou funkciou (aseckou) spajajticou
body [;—1;¥i—1] & [x4; y;]. Pri Simpsonovej metédﬂpotrebujeme parny pocet deliacich
intervalov, t. j. n musi byt parne. Funkciu f nahradzame na dvojnésobne dlhsich interva-
loch (z2;—2; z2:),i=1,2,..., 5 kvadratickou funkciou (parabolou), ktora prechadza bodmi

[T2i—2; Y2i—2), [T2i—1;Y2i—1], [T2:; y2:] (obr. [1.2.24])).

37 Thomas Simpson [1710-1761] — anglicky matematik a vynalezca.
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Na intervale (z2;_2; 22;), i=1,2,..., § nahradime funkciu f(x) kvadratickou funkciou
g(z)=az?+Br+7, a, B,7€ R. Oznaéme Ax=h. Dizka intervalu (xo; o ; z2;) je 2h.

Ulohu si zjednodusime tak, ze pre funkciu g(x), € (vo;_o; w2;),i=1,2,..., 5 budeme
pozadovat, aby bola periodicka s periodou xo; —h=1x9;_1 a budeme ju vySetrovat na inter-
vale (—h; h). Takze budeme pozadovat g(xa;—2)=g(—h)=y2i—2, g(z2i-1) =9(0) =z2;_1,

g(x2;) =g(h) =y2;. Potom na zaklade vztahu (1.10) plati (obr. [1.2.23):

T2 T2 h h
f(z)dx %/ [aa:Q—l—Bx—i—ﬂ dz :/ [am2+ﬁx+’y] dx = [T—l—%—i—ym} =
T —h

T2i—2 2i—2 —h

3 2 al—h)3 B2 3
= oo B b — 2 _BEM (k) = 290429k = B (200 467).
Este musime vypocitat koeficienty «, 3, «y. Plati:

yoi-2 = g(—h) = ah®—Bh+y } = Yoi—at+yz = 20h*+2

Y2i-1 = g(0) = = 2ah?+67 = Yooty +4y =
y2i = g(h) = ah®+Bh+y = y2i—2+Y2i +4y2i—1,
24
t. j. f(z)dx f(ZahQ—FG'y) (ygl o+4yo; 1+y21) i=1,2,..., 3.
T2i—2

7Z toho vypleaF_gl

b 5 T2 5
/f(a:) dz = ; ( f(z) dﬂ?) ~ bT Z: (Y2i—2 + 4y2i—1 + Y2i) =

=2 (yo+ 4y + 292 + 4y +2y2 + -+ AYn-3 + 2Yn—2 + 4Yp_1 +¥Yn). (S)

Ak je funkcia f(x), z € (a; b) diferencovatelna radu 4 a mé ohranifent stvrtu derivaciu,
potom pre chybu aproximacie Simpsonovho vzorca plati (vid napr. [21], 30]):

R, <6, & 180”4 ) pricom | (z)| < 64 pre z€(a; b).
Priklad 1.2.14.

2 2
/% - [lnx} —n2—Inl1=1In2~ 0,693 147.
1 1

Pre numericky vypocet tohto integralu pouZijeme 10 rovnako dlhych deliacich intervalov,

t. j. delenie D ={1; 1,1; 1,2; ...; 1,9; 2} o C Dy1,9y. Postup a vysledky
numerického integrovania pomocou , , a i su uvedene v tabulke
f(x):%,x6<1;2> je spojita, xi:1—|— 1%’,% T) =1 —10_H,z—0 1,2,...,10.

Funkcie f, f/, f", f’”7 f(4) st spojité a ohranifené na (1; 2}. Pre v8etky x€(1; 2> platl’:
"z L <1 =46, = vzorce (0)), (O, maju chybu R, < 1207 0,1.
Tz 10

387 geometrie je znamy tzv. univerzalny Simpsonov vzorec, na vypodet objemu V Tubovolného
kvadra, valca, kuZel'a, ihlana, resp. gule a ich asti (kolmych, kosych, zrezanych aj nezrezanych). M4 tvar
V = m, pricom v je vyska telesa, P, P> su plosné obsahy dolnej a hornej podstavy (P> =0
pre nezrezané teleso), P je plosny obsah stredného rezu (prierez v polovici vysky v).
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y
Y24
\\\
b @22 T2 @ To T1 T T3 Ta  Tmo | Tn
! T2i1 ‘ f b Tp1 f
Obr. 1.2.23: Simpsonov vzorec — odvodenie Obr. 1.2.24: Simpsonova metdda
fiz) = %, | F'(x)| < 2 = 6, = vaorec (0) ma chybu R, < 217 — 0,001 667,
f'(@) = =5, fD( ) =2, |fV)|<24=0
= vzoree (§) ma chybu R, < 242=1° — 0 000013. m

1.2.5 Nevlastny integral

Riemannov integral sme definovali pre ohrani¢end funkciu na ohrani¢enom intervale,
preto ho tiez niekedy nazyvame vlastny Riemannov integral. V mnohych praktickych
aplikdciach (matematickych, fyzikalnych, technickych, ekonomickych, ...) sa vyzaduje in-
tegrovanie na neohrani¢enom intervale a mnohokrat aj integrovanie funkcie, ktora nie je
ohranicena. Preto rozsirime pojem Riemannovho integralu aj na tieto pripady a integral
budeme nazyvat nevlastny. Nevlastné integraly budeme definovat aj v pripade, ked ich
hodnota bude nevlastna, t. j. £0o. Najprv uvedieme motivaény priklad.

Priklad 1.2.15.
1
a)/%:/m_%dx:%—i—c—%f—i—c r€(0; ), cER = Z\f}

Primitivna funkcia 2,/ je sice ohraniena na intervale (0; 1), ale problem je v tom, zZe

povodna funkcia % nie je na tomto intervale ohranic¢ena.

[N

fz) = T x€(0; 1) je neohraniena funkcia na ohrani¢enom intervale (obr. [1 .
ee(0;1) = f(x)= T’ z€(e; 1) je ohranicena = feR..1y =
1 1
adL — — — — 1 di = 1 —_ =
/8 e [2\@ —2_2/f = / = lim [ g2 = lim. [2 -2y =2
flx) = %, €(1; o) je ohrani¢end funkcia na neohrani¢enom intervale.
ee(l; c0) = f(x)—T,xeﬂ'a) je integrovatelna, t. j. fe R,y =

E— 0O E— OO

d—";:{\/;f] —2f—2:>/d—‘:hm/f—hm Q\f—]:

r=27+c=—L4c 2e(0; ), cER

=
—
48
Il
=
3
o,
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©D O (8] (B
o = 1,0 yo = 1,000 000 yo = 1,000 000 yo = 1,000 000
r1 =1,1 y1 = 0,909091 y1 = 0,909091 2y1 = 1,818182 4y = 3,636 364
ro = 1,2 y2 = 0,833 333 y2 = 0,833 333 2y2 = 1,666 667 2y2 = 1,666 667
x3=1,3 y3 = 0,769 231 y3 = 0,769 231 2y3 = 1,538462 4y3 = 3,076 923
22 =1,4 | ys=0,714286 | ya=0,714286 | 2ys = 1,428571 | 2ys = 1,428571
x5 = 1,5 ys = 0,666 667 ys = 0,666 667 2ys = 1,333 333 4ys = 2,666 667
ze = 1,6 ye = 0,625 000 ye = 0,625 000 2y = 1,250000 2ye = 1,250 000
x7 = 1,7 y7 = 0,588 235 y7 = 0,588 235 2yr = 1,176471 4y7 = 2,352941
vs = 1,8 | ys =0,555556 | ys —0,555556 | 2ys — 1,111111 | 2ys = 1,111111
r9g = 1,9 yg = 0,526 316 y9 = 0,526 316 2yg = 1,052 632 4yg = 2,105 263
%10 = 2,0 Y10 = 0,500000 | y10 = 0,500000 | g10 = 0, 500000
> =17,187715 > =6,687T715 > =13,875429 > =20,794 507
2 dzx > ~ e > A Q e > Q- > Jo}
fl o TO—(),/]B?(Z 1—0—0,()()8412 %—(),695771 3—0—0,()9.3150
J242 = [Ina]? =2 —Inl=1In2~0,693147
chyba R,, | R, <0,1 R, <0,1 Ry, < 0,001667 Ry, < 0,000013
skuto¢né chyba 0,025625 0,024 375 0,000 624 0,000 003

Tabulka 1.2.2: Numerické integrovanie obdlznikovou , ,
lichobeznikovou a Simpsonovou metodou

V tomto pripade je aj primitivna funkcia neohrani¢ené na intervale (0; 1). Analogicky ako

v pripade a) plati (obr. [1.2.26]):

1 1 1
. 1 de _ 1; de _ 71: 1 _ N 17
66(0’1):P€R<6;1>’/0?§_51—133+ Ez%_agr&{_;}a_al—lgh[_l—'—g]_oo'
o0 1> £
. 1 dz _ 13 dz _ ; 1 — 1 1 _
ce(tiod) > eRo, [ 4= [t = i [~ 4] < im (-1 =1

Nech a,be R* = RU {+o0}, a<b. Bod c€ (a; b) nazyvame singularny bod funk-
cie f(z), x€(a; b) vplyvom funkcie, ak je funkcia f neohrani¢ené v nejakom okoli O(c).
Ak je funkcia f definovana na neohrani¢enom intervale, potom body oo, resp. —oo nazy-
vame singularne body funkcie f vplyvom hranice.

Ak ma funkcia f aspoii jeden singularny bod c € (a; by, potom f; f(x)dx sa nazyva
nevlastny integral (vplyvom funkcie, resp. vplyvom hranice).

Aby sme situiciu zbyto¢ne nekomplikovali, budeme predpokladat, Zze funkcia f ma
najviac koneény podet singularnych bodov. Najprv vySetrime pripad, ked méa funkcia f
prave jeden singularny bod na hranici intervalu integrovania. St $tyri moznosti.

Nevlastné integraly vplyvom hranice:

o) € b b b
/f(x)dx:sli{go/f(x)dx, /_f(x)dx: lim f(x)dx:sli}r{.lo/_f(:c)dx.

E——00 e
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0T e

Obr. 1.2.25: Priklad [1.2.15]a) Obr. 1.2.26: Priklad [1.2.15|b)

Nevlastné integraly vplyvom funkcie:

(2

b
b
lim /f dz = hm f(z)dz, f je neohranifena v okoli bodu a.

e—at a+te

f(x)dz, f je neohranicena v okoli bodu b,

Nevlastny integral fa f(z) dx existuje, a,be R*, ak existuje prislusna limita na pra-
vej strane. V opa¢nom pripade hovorime, ze ]’b f(z)dx neexistuje resp. osciluje. Ak
je tato limita nevlastna, t. j. oo, potom hovorime, Ze / f(z)dx diverguje do +cc.
Struéne to zapisujeme f f(x)dz = +o0, resp. f f(x)dz — Foo.

Ak sa tato limita rovné c1slu I € R, potom hovorime, Ze f f(z) dz konverguje k &is-
lu / a oznacujeme fa f(x)dx = a, resp. fa f(x)dz — a.

Ak nevlastny integral I, b f(x)dx osciluje alebo diverguje do 400, potom hovorime,
ze f f(z)dz diverguje (je dlvergentny) a oznacmeme f f(z)dx /—. Ak fbf
konverguje k ¢&islu a, potom strucéne hovorime, Ze ze f f(z)dz konverguJe (je konver-
gentny'a oznacujeme f f(z)da —.

Poznamka 1.2.4.

V takto definovanom mnevlastnom integrdli je zachovand jedna zo zdkladnich vlastnosti
Riemannovho integralu — aditivnost. Pre lubovolni volbu d€ (a; b), a,be R* plati:

/;f(w) de = /:f(:r) dx + L;(lﬂ) da

pricom jeden z integrdlov na pravej strane je nevlastny a druhy vlastni.

Poznamka 1.2.5.
Pojem nevlastného integralu mozZeme zovseobecnit aj na vlastny integrdl. Riemannov in-
tegrdl ]'b f(x)da (pokial &Li,stuje) sa rovnd nejakému redlnemu cislu I. TakZe moZeme

povedat, Ze (vlastny) 777f€(]7’0]f f(x)dx konverguje k cislu I.

39N4zvoslovie je analogické ako pri &iselnych radoch (vid mal: Cast 2.4 Ciselné rady, str. 53).
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Z predchadzajucej definicie vyplyva, Ze nevlastny integral f: f(z) dz konverguje prave
vtedy, ak je funkcia f riemannovsky integrovatelna na kazdom z prislusnych intervalov
(a;¢€), resp. (g3 b), kde e€(a; b).

Na vypocet nevlastnych integralov méZeme pouzit Newton—Leibnizov vzorec. Ak F' je
primitivna funkcia k f na (a; b), potom plati:

£—00 a £—00

/aoof(x) dz = Elgrolo /:f(w) dz = lim [F(x)r = lim [F(E) — F(a)}

= lim F() -~ F(a) = lim F(z) - F(a) = [F(x)f,
[ s@ar= i [Hwar= sm_[p@)]' = i [r@ - pe) =
= Fla)~ lm_F(z) = F(a)~ lm_F(x) = [F@)]

£

/al}(ac) dz = lim /a}(x) dz = lim [F(m)} = lim {F(a) — F(a)} =

e—b— e—b— a e—b—

= lim F(e) ~ F(a) = lim F(x) ~ F(a) = [F()] .

e—b— z—b—

b

/al}( do = lim, f( yda = lim [F(w)} = lim [F(b)—F(e)} -

e—at /o e—at e e—at

= F(b) — lim F(e) = F(b) — lim F(z)= [F(w)} .

e—at r—at

Poznamka 1 2.6.

b
Oznacenie /f )dx = { (:r)} = F(b)—F(a) budeme pouzZivat aj pre nevlastné integraly.
V' singuldrnych bodoch bude zdpis F(a), resp. F(b) predstavoval prislusni limitu, napr.:

o0

{lnx} =Inoo—In0", ¢ ;. {lnar] = lim Inz — lim Inz = co — (—00) = 0.
0 0 z—oo z—0+

Ak ma f(x), x€(a; b), a,b€ R jeden singularny bod c€ (a; b) vplyvom funkcie, potom:

/f dm—/f dx—|—/f m—hm c;( )dz + lim f()
a e=0t Joie
Nevlastny integral f f(z)dz konverguje prave vtedy, ak konverguji oba 1ntegraly.
[ f(z)da, fc f(x)dx. Ak aspoii jeden z nich diverguje, potom ]; f(z)dz diverguje.
Ak aspoii jeden z integralov [7 f(z)du, fcb f(x) dz neexistuje, potom ff f(x)dx ne-
existuje. Ak [ f(z)dw, fcb f(z) dz existuji a nekonverguji, potom ich stidet nemusi mat
zmysel a v tom pripade nevlastny integral f: f(z) dz neexistuje (priklad .

40Jeden z integralov [¢ f(z)dz, fcb f(z) dz modze byt vlastny.
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(Cauchyho) hlavnou hodnotou integralu f f(x) dz nazyvame

v.p./az}(x) dz = lim [ ac_;”(x) dz + bf(x) dx} . (1.11)

e—0t c+e

Ak ma f(z), x€(a; b) dva singularne body a, b€ R vplyvom funkcie, potom:

b d b d b—e
/f(x)dx:/f(;v)dx—l—/df(x dz = lim f(z)dz + lim f(z)dx

e=0% Joqe e—=0t Jq

kde d € (a; b) je Tubovolné. Integral f f(x)dz konverguje prave vtedy, ak konverguju
fa f(z)de, fd z)dz. Ak aspoil jeden z nich dlverguje potomj f(z)dx diverguje.
(Cauchyho) hlavnou hodnotou integralu f f(x) do nazyvame

b d b—e b—e
v.p./f(gc)dx: lim [ flz)dz + ; f(z )dm] = lim f(z)dz (1.12)

e=0F [ Jate e=0F Jate

Ak F je primitivna funkcia k f na (a; b), d€(a; b), potom plati:

/f dx—/f dx—i—/f dm— )L+[F(m)}zz b

= F(d)— lim F(z)+ lim F(z)- F(d) = lim F(z) - lim F(z)= [F(x)} :

z—at T—b— T—b— r—at a

vfp/al}(x) d:z: LD lim [F(yc)r_E = lim [F(b - 6)*F(CL+€)}.

e—0t a+te e—0t

Ak mé f(z), x€(—00; 00) dva singularne body oo vplyvom hranice, potom:

oof(m)dx: df(x)dx—i— OOf(ac)dleinolQ Uj’"( dx—&—hrgo f()
[ o= [ @ [ sia =t [ o0+ b

kde de R je l’ubovol’ne Integral f f(z)dx konverguje prave vtedy, ak konverguju

ff f(z)dz, [[° f(z)dz. Ak aspoii jeden z nich diverguje, potom [~ f(xz)dx diverguje.
(Cauchyho) hlavnou hodnotou integralu f f(z) dz nazyvame
oo d €
v.p./ f(z)dz = lim {/f(m) dx—l—/f(x) dx} = lim f( )dex. (1.13)
—o0 g0 | J_¢ d e—00

Ak F je primitivna funkcia k f na (—oo; c0), d€ R, potom plati:

/f dx—/ flx dx+/f ()Tioo+[F(x)L -

F(d)— lim F(z)+ lim F(z)— F(d) lim F(z)— lim F(z) = [F(x)} ,

Tr—r—00 Tr— 00 Tr—r00 T—r—00

41VolI'ba bodu d € R nema vplyv na integral [°_ f(z)dz (vid poznamka 1.2.4)).
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vp/ f(z Ehﬁrglo [F(x)]E = lim [F(s)fF(fs)} = lim {F(x)fF(fx)}

—c £—00 r—00

Priamo z definicie a z vlastnosti limit (mal: veta 3.2.9) vyplyva pre Cauchyho hlavné
hodnoty integralov (T.11)), (T.12)), (T.13) nasledujtce tvrdenie.

Veta 1.2.35. , " , .
a,be R*=RU{£o0}, /f(l) dz 3 = EIU.p./f(:L‘) dz a plati /f(x) dL:Up/f(L) daz.

Ja

Oba pripady s dvomi singularnymi bodmi na hraniciach zovseobecnime. Ak ma f(z),
x € (a; b) dva singularne body a,b€ R* vplyvom funkcie, resp. hranice, potom:

b d b e
/af(:v)da::/af(a:)dx—i—/df(x)dx lim f( )dx—l—sl_lgl_ df(:zc)da:

e—at
kde d€ R je Tubovolné. Ak F je primitivna funkcia k f na (a; b), potom plati:

b

/a (2 do = [F(m)}j+ [F(x)}z = [P,

a

Priklad 1.2.16.

2

daz _ | 0 ... singularny bod dm dz __ _
a‘) [11 _|: vplyvom funkcie / / 1n|x\ {lnm} o

= hm In|z| — 1n1—|—1n2— hm Inz = —oc0+0— 1112 (—o0) = —c0+00 ... P

vp. [ & :51361 [/ /dm} ~ lim Hmp«} + [Ine] ] -

= lim {lne —Inl+1n2 —lns] = lim [ln2—ln1} =In2.
e—0t e—0+

Graficky predstavuje hlavna hodnota uvedeného integralu plochy dvoch krivodiarych li-

chobeznikov na (—1; ) a (g; 2), ktorych sucet je konstantny a rovny In2. Neohrani¢ené

Casti, t. j. krivociare lichobezniky na (—e; 0) a (0; ) sa vynuluju (obr. [1.2.27]).

Yy Y y=x
2 2 s e
% 39 zdz A
/. I [ze=2 [
—2 —1-¢ ] —& —
£ 2 T o 1 e T
-1 2] - co
'u.p./ 1dw—m:ln2 v.p./_ zdzx=0
e — 0t —2 - s
Obr. 1.2.27: Priklad |1.2.16|a) Obr. 1.2.28: Priklad [1.2.16|b)

b) /Ooxdx: [%2}06 :%2—(_30)2:00—00... 3
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%) £ c
v.p./ rdxr = lim /xd:p: lim {I—;] = lim [% - —} =0.
_ e—oo [ £—00 —c £—00
Graficky predstavuje hlavna hodnota uvedeného integralu plochu krivociareho lichobeznika

s nulovou velkostou na (—¢; €), ¢ — 0o. Rovnako velké, ale opa¢ne orientované krivociare
lichobezniky na (—e; 0) a (0; &) sa eliminuja (obr. [1.2.28]). m

oo
/ sinzdz A vp/ sinzdx =0

e /
<7}
Obr. 1.2.29: Priklad a) L L
s O @ =0 nal .

o #D@’ : .

/joCOSZdw 3 U~P~/jo00393d$ 3 /a+§gxdm 3 U-p»/a+€gzdz:0
Obr. 1.2.30: Priklad b) Obr. 1.2.31: Priklad c)

m\:\
m

M‘w

Priklad 1.2.17.
oo 0
a) / sinzdz = [fcosx} = lim [—cosz] — lim [—cosz|... 3 (obr.[1.2.29).

o — 0 T—00 T——00
[e’e] g . e( ) . P’
. . . sinz,z€(—e; ) je neparna .
v.p. sinxdx = lim sinzdz = = lim 0 =0.
4 /_OO e—oo J_, |: priklad [1.2.11 ] £—00

—00 r—00

o0 00
b) / cosxdr = {sinx] = lim sinz — lim sinz ... 3 (obr.[1.2.30).
T—r—00

— 00

© = lim [sine — sin (—¢)] =

oo €
v.D. coszdr = lim coszdr = lim [sinx}
€ _ e—00 —e £—00

—00
= lim [sine +sine] =2 lim sine ... 3.
E— 00O E—00
a+m a+m
c)a€ER = tgxdr ... B, v.p./ tgzdez =0 (obr.|1.2.31).

Funkcia y:tg?v je periodicka s peri()doau 7, mé nekonecne vel'a singularnych bodov vply-
vom funkcie §+kn, k€ Z. Funkcia y=tgz, z€(a; a+m) ma bud dva singularne body a,
a+m, alebo jeden singularny bod c€ (a; a+).

a=—%5+km, at+m=5+km, k€Z st singularne body =

atm T +km s +
2 r— +L + km, |cosz| — 0
/ tgxdm:[1n|cos:1c|} ) :[ o ™ | - | =—o00+00 ... P
o . nlcosz| - —oo
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a+m S +km—e .. S 3—¢
periodickost .
v.D. tgrxdr= lim tgrdr= = lim tgrxdr=
“ e=0t J o xprye veta [2°34] e—0t x4
= [ neparnost ] = lim 0=0.
e—=0t

c=—%5+kn, k€ Z je singularny bod, ce(a; a+7m) =

atm kr—3 atm kr—Z a+m
/ tgzde :/ tgmdx—i—/ tgmdx— [ln|cosx\] + {ln|cosx|h =
a a k G

s
m— 2

= In|0|—1In|cos a|+1n |cos (a—|—7r)|—ln |0| = —co—In |cos a|+In |cos (a+7)|+oo ... .
a+m c—¢ a+m
v.p./ tgxdr = lim [/ tgxdx—i—/ tgxdx} = [periodickost’] =
a e=0" [ Jg cte
ct+m—e a-+m ct+m—e
= lim [/ tg:z:dx—i—/ tga:dz] = lim tgxdxr =
=0+ a+m cte =0t Joqe
5 +km—e 5—€
= lim tgrdr = [ periodickost’] = lim tgxdr =0.m
e—0t —Ztkmte e—0t —ZI4e

Ak ma f(z), x€(a; b), a,be R* konetny pocet singularnych bodov ¢, ¢, ..., cx, kKEN,
a<cr <cy<---<c,p <b, potom plati:

Ck

b cy c2 c3 b
/f(x)dx: f@yde+ [ f@)dat [ f@yde+-+ [ f@)de+ [ f)da

Cc2 Ck—1

Nevlastny integral ] f(x)da konverguje prave vtedy, ak konverguju vsetky integraly

na pravej strane. Ak aspoi jeden z nich diverguje, potom f f(z)dx diverguje. Integraly
na pravej strane maju jeden alebo dva singuldrne body na hramclach integrovania

Poznamka 1.2.7.
V budicnosti nebudeme rozlisovat medzi zdapismi vlastnijch o nevlastnijch integrdlov. To

znamend, Ze pri vySetrovani integralu f f(x)dx musime najprv ndjst vSetky singuldrne
body funkcie f na intervale (a; b), potom integrdl rozdelil na prislusné nevlastné integrdly
s jednym, resp. dvomi singuldrnymi bodmi, a tie vypocitat.

Nevlastné integraly maji podobné vlastnosti ako vlastné Riemannove integraly. Uve-
dieme najdolezitejsie z nich (vid veta a veta|1.2.23| pre vlastné integraly).

Veta 1.2.36.

a,be R*=RU {*o0}, CER c#0 =
b

b
a) [ f(x)de — & f( ;) do —, pricom (pokial existuji): /cf( dr=c f(af) dz

a.b -b b
b) / f(&) dz >, / o) de — = / [f(?f) + ()] e
pri¢om plati: f(.L’) dz i/g(az) dz = /[f(x) + g(z)] dz.

a

/f dr%/ dr%:»/ g(x)] da: /.

42 Ak medzi singularne body patri a € R*, potom f;l flx)dx = f: f(z)dz = 0. Analogicky pre singu-
larny bod be R* plati [7 f(z)de = [ f(z)da = 0.
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Pre sicin fg a absolatnu hodnotu | f| podobné tvrdenie neplati (priklady|(1.2.18] [1.2.27]).
Prlklad 1.2.18.

1
dw pr +
a) \/» \/> nfl;o n n o] o0

b)/(blnl—lc% )dx—/(sml—lcos )dx—l—/( i—%cos%)dx%
- 0

—1T T

0 ™
= [x sin %] + [m sin %] = lim asinl — (—m)sin(—1)+7sind — lim zsinl =
-7 “10 z—0~ i i z—0t :

= [33750:>—|x|stm;§|z|:>£iﬂmoa:sin%:0] :O—Wsin%—‘rﬂsin%—o:o.

1 1
c) / \/% = [arcsinx}_l =arcsinl —arcsin (—1) =5 — (=5) =7. =

-1

Z predchadzajtcich Gvah a z pozndmky vyplyva nasledujtica veta.
Veta 1.2.37 (Aditivnost nevlastného integralu).
b nC b
a,be R*, ce(a; b) = /f(T) dr — <— /f(T) dx —, /f(T) da —,

b c b
pricom (pokial integraly existuji) plati: / f(z)de = / flx)yde+ | f(z)dz

Metoda per partes (veta [1.2.31) a substituénd metoda (veta [1.2.33) sa mozu ucinne
pouzivat aj pri vypoéte nevlastnych integralov. Pri tychto metodach sa mozZze niekedy

nevlastny integral previest na vlastny.

Veta 1.2.38 (Metoda per partes pre nevlastné integraly).
a,b€ R*, u,v,u v’ st spojité na (a; b)
b b b
= (pokial existuji) /u(x) v(x)de = {u(i)v(a)] - /u’(z)v(x) dz.
a a
Veta 1.2.39 (Metoda substitiicie pre nevlastné integraly).
a,be R*, x=p(t): J—(a; b) je spojita, J je interval s hranicami «, 3, ¢'(t)#0 pre t€.J,
lim ¢(t) =a, lim @(t) =bpre a<p, resp. lim ¢(t) =a, lim p(t) =b pre a>p
t—B— t—a— t— B+

t—at
B

b
= (pokial existuju) /f(L) dw:/j’(ga(t))go’(t) dt.
Priklad 1.2.19.

Vypocitajte I,, = / z"e " dx, ne NU{0}.
0
Riesenie.
(o)

oo 0o
10:/ xoe—wdx:/ e_mdx:[—e_w}o — e 4 —04+1=1=0.
0 0

o]
w=nz" 1] _ no—z ] nel .—a 1. _ | maliveta3.2.12 ]
v:—efiﬂ}_[_m € 0—|—’I’LO.T e dr = lim Z- =0 -

T
r—oo ©

n

I :|:’LL:(L‘

v =€

o0

= —0+0”-eo+n/ " ledr=nl, 1 =nn—-1)I, o=--=nllh=n!m
0
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Priklad 1.2.20.

1
_ r_ 1
a)/lnxdmz [u,flnm ufw}z a:lna" /dx—l lnl— hm xlnx—/dx—
0 v =1 v =z
1 'H 1
= | lim zlnz= lim H= lim —%— = — lim :c*O daj—— :—1.
z—0t z—0t = z—0t T2 z—0Tt
0o J x = tgt je spojita, rastica, (tgt) = C052t>0 tG(O; g), dz = Co'i';t
_4gar _ _ 2 . —
) = | s 1 gt = B i, 2020, i e o
2

[SE]

%dt % 'I"4Ib -
:/ sog” ¢ :/ cos? t dt =AY ) *[Wft+%} =0+5-0-0=7.
0

0
™ z ™
de dzx de  __
C)/cosx _/ cosx+/cosm -
0 0
1
_ 2dt 2dt 2d1‘ 21t _
— [ [ 2 - / - [ T3 =~ [u
0

= [ lim In }Jr lim In 1=t
t—1— t—0t

e T _ _ 2dt
UGS: t =tg 5, z = 2arctgt, cosz = t2+1’ dz = i1 ] _

t—>0&z2—0, to1lesz— I

59 t—>o00o& =T

] - [ - 35{& i) =

7[1n0+—1n1]7[1n171n0+]:oofOJrO 00...3m

Vypocet nevlastnych integralov byva ¢astokrat problematicky, pretoze okrem vlastného
integralu musime vypocitat aj limitu. Nevlastné integraly vyskytujice sa v praxi (najmé
technickej) byvaja zlozité a malokedy sa daji vypocitat presne. Vtedy ich nahradzame
vlastnymi, ktorych hranice integrovania sa ,,velmi nelisia* od povodnych, t. j. ich rozdiel
je dostato¢ne maly, aby chyba vypoctu bola v tolerancii. Ak nedokaZeme tieto vlastné
integraly vypocitat presne, pouZzijeme niektord z numerickych metod.

Aby sme nepoditali zbytocne, je dobré vediet, & dany nevlastny integral konverguje
alebo diverguje. Taktiez niekedy nepotrebujeme poznat sidet nevlastného integralu, ale
nam postaci iba informécia o jeho konvergentnosti. Uvedieme niekol'ko kritérii, pomocou
ktorych vySetrime konvergenciu nevlastnych integralov.

Obmedzime sa na pripady, ked st singularne body na hraniciach integrovania. Ak je
singularnych bodov viac, musime kritéria aplikovat na kazdy ¢iastkovy integral zv1ast.

Veta 1.2.40 (Porovnavacie kritérium).
a,be R*=RU {£o00}, 0 < f(z) < g(x) pre vietky z € (a; b),

singularne st iba body a, resp. b = (pokial existuju)
b

b b
a) f()da:—oc:>/ ;) dae = oo b)/()d:r'—>:> f(z)de —.

a a

Dokaz.
Nech a je singularnym bodom vplyvom hranice, resp. funkcie (pre b je dokaz analogicky).

) b b b
a) oo = | f(z)de = hm f( ) de < lim /g(az) de = /g(l) dz = /g(m) de =

e—at e—at
b b b
b) / (x)dz — I, f(J:) dz 3,t.j. [ f(z)dz — (tvrdenie vety) alebo [ f(x)dx = co.

b
Nech /f dz = hm f( Ndr =00 =

5~>a
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b b
oo = lim f( ) de < lim /g(az) dxr = /g(a:)dl’ =1, <00, t.j. spor. m
e—at e—at Jo a .
Je zrejmé, ze ak ex1stuJe f f(z)dx = oo, potom existuje aj f g(z)dz = co. Ale ak
existuje a konverguje f g(x) dz, potom f f(z) dz nemusi existovat (prlklad .
Existenciu nevlastného 1ntegralu nezaporneJ funkcie f(x) > 0 na intervale (a; b) ndm
zaru¢i napriklad jej spojitost alebo monoténnost. Nech € € (a' b):

1. Ak b je singularny bod, potom f € R(,,.), funkcia G, (z f f@®)dt >0, x€(a;e)
je neklesajuca (dosledok (1. i t. J hodnota vyrazu Gh f f(#)dt > 0 sa pre
e — b~ zvic8uje a existuje hm Gh(e f f(z)dz (vlastna alebo +oo)

2. Ak a je singularny bod, potom f € R, ., funkcia Gd f f®)dt >0, z€(e; b)
je nerastica (dosledok |1.2.25.al), t. J hodnota Gy(e f f(t)dt > 0 sa pre ¢ — a™

zvadsuje a existuje hm Gale) = f f(z)dx (Vlastna alebo +00).

Désledok 1.2. 40 a
a,be R*, h(zx) < < g(x) pre Vbetky x € (a; b), singularne su iba body a, Iebp b,

/ ) da —, / )da — = (pokial existuje) /f do —.

Doékaz.
Z predpokladov vyplyva, Ze pre vsetky fAS (a b) plati 0 < f(z)—h(z) < g(x)—h(z).
b b
/g(m) dz —, /g(T) dz — / z)—h(z)] do — = (pokial existuje)

b b
/ [f(bL)fg(gL)} do — /j dx = / [j(x) —g(x) +g(x)] de—. m

a

g(@) = - we (0; 1), 1
1 v v -a
\d/gi = 2 (priklad |1.2.15), 0 < f(z) < ( ) pre vietky z € ( , ale /f dz P

01:»/f (l)zO/f —/——22f:>/f ydz 3. m

Priklad 1.2.22.

/COS L dx —. Predpoklady vety |1.2.40[sa splnené: 0 je jediny singulédrny bod,

1 1

COS X COS X COS X dz —
= , 7€ (05 1) je spojita, t. j. EI/0 et dr, 0< <fprea:€(0 1), f_2'

oo o0
b)/0 Sig#d:r . 0o je singularny bod, Sigiz,z>0je spojita, t. j. Ei/o Sigjzdx,
0<sin2w<i 0: oodi_ _7100_0_ —o—1_0=1
< EE < S prexe (0 00), e = e . =cV—e = =1.
0

1
c) / cotgxdx = oco. 0 je jediny singulédrny bod,
0
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z€(0;1) = cosz je rastica, x <sinx (mal: priklad 4.3.5) =
1

1
cotgx = o8& > cosl > 1 /di = {lnm} =Inl—In0"=o00.m
0 0

sinz — sinxz — x’ x

Nevlastny integral f: f(z)dz konverguje absolatne (oznacenie f: f(z)dz %), ak
konverguje fab | f(x)| dz. Nevlastny integral f: f(z) dz konverguje relativne (oznadenie
f; f(z)dz +), ak f: f(x) dz konverguje a f; |f(z)] dx diverguje, t. j. f: |f(z)]dx = oo

b b
/f(l')dl' < / |f(x)] da.
Dokaz.

Tvrdenie vety vyplyva z dosledku [1.2.40.af a z nerovnosti — | f(x)| < f(z) <|f(z)]. m

Ako dokazuje nasledujuci priklad, nevlastny integral moze konvergovat absolutne a
pritom nemusi existovat, ale ak existuje, potom konverguje.

Vezta 1.2.41. ,
/f(JL) dz +% = (pokial existuje) /f(L) dz —, pricom

Priklad 1.2.23. _\f’ 2eQn(0;1),

Oznacéme f(z) = gz 2€(051) - Q.

/ |f(z)|dz = d—w = 2 (priklad [1.2.15) = /1]”(:10) de +25.  Ale /1]”(:10) dz P
71

Potom |f(z)| = %, ze(0;1).

6(0;1):>/Ef(1:)dx 4 252, /f )do= [42—2- 2\[:>/f )dz 3. m

Veta 1.2.42 (Limitné porovnavacie kritérium).
a,b€ R*=R U {+oo}, funkcie f, g st definované na (a; b) ( ) >0 pre vsetky :136 (a3 b),
a [resp. b| je jediny smgularny bod, existuje vlastna hm u (T) 7é0 [resp hmﬁ g(T) #0]

= (pokial existuji) f( )do — — / ) da —.

Dékaz.
Vetu dokazeme pre singularny bod a. Pre singuldrny bod b je dékaz analogicky.

f(z) { 7é 0 mal: veta 3.2.2
:>
z—a+ 9C # Fo00

= Jp>0 tak, ze pre vietky 2 € (a; ¢) plati —p< % <p = —pg(z)<f(z)<pg(z).

/&b()dx%é/ dx>—>:>i/(L;)J()dx»—>:>/f )da —s,

PP._:

dee(a;b) tak, ze 5 je na (a;c) ohranicena.

/f )da = /f der/f ) dz, pricom /f )dx je vlastny = /f ) da —.

. ; 7& 0 . g(z) _ { 7é 0 mal: veta 3.2.2, dosledok 3.2.7.a
NP_.: xgrfll+ g(I {;éioo = m1££1+ oy =4 % 1o

Jee(a;d) tak, ze £ je na (a;c) ohranicend a kladna (pre ¢>0), resp. zaporna (pre ¢ <0).

= dp>0 tak, ze pre vietky z € (a; ¢) plati —p< % <panavySe f(x)>0, resp. f(x)<0
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t. j. —pf(x) <g(z)<pf(x) pre ¢>0, resp. pf(z) <g(x) < —pf(r) pre ¢<O0.
Zvysok dokazu je analogicky ako pri postacujticej podmienke. m
Priklad 1.2.24.
1
a) / cotg (Va?+1—1)dx = co. Predpoklady vety |1.2.42[ st splnené:
0

f(z) = cotg (Va2+1-1), g(x) = %>07 2 €(0; 1) maju jediny singularny bod 0,
1 1
/d—x:{lnx} =Inl—-In0" = oo,
0 0

S, el — = b, (bm(Tng+111) Voo cos (Vatl - 1)) =bil=1

b) /1 amx& dz = oc0. f(z)=arctgz, g(z)= % >0, x€(1; 0o0) maja singularny bod oo,

oo %) arctg x
/ df: [lnx} =Ilnoco—Inl=00, lim —&%— = lim arctgx:g.l
1 1 T—r00 T T—r00
Priklad 1225 Inz+ec, pre p = 1,
2z€(0; x), cER = /d"” /x Pdx :{ 1-p -1
ﬁJrC:W‘FC, prep;ﬁl.
R iz —1 1 1 1
p>1:/ - (p o= I}OZH_F:“’ /1 F’:{‘(pﬂ)zp*}l T T I p 1
o oo
pzlﬁ/%’”: lnx} =Inl—-In0" = oo, /df:[lnx] =Inoo—Inl=oco.
0 1 1
1 p o 1—p X
p<io [B-[2] o dmomi [ B[] o o

e Vztah medzi nevlastnymi integralmi a éiselnymi radmi
Nech Zzozl ayn, je nekoneény ¢iselny rad s redlnymi ¢lenmi a,, n€ N. Uvazujme po Cas-
tiach konstantnia funkciu f(z), x €(1; oo) definovani predpisom (obr. [1.2.32):
f(z) =an, z€{n;n+1), neN.

Integral fl x) dz predstavuje plochu, ktora sa rovna suétu obsahov obdlznikov so zé-
kladnami (n+ 1) 1 =1 a vyskami a,, t. j. sa¢tu ploch a,. To znamen4, Ze plati:

/1 o) do = ni .

Ak ¢iselny rad > | a, konverguje, potom plati hm an =0 (mal: veta 2.4.1). Pre ne-

vlastné integraly vplyvom hranice plati analogicka nutna podmienka konvergencie. V nie-
ktorych pripadoch dokéZeme vySetrit konvergenciu ¢iselného radu pomocou vhodne zvo-
leného nevlastného integralu (tzv. integralne kritérium) alebo naopak.

Veta 1.2.43 (Nutna podmienka konvergencie nevlastného integralu).

a,be R*, /%f(m) dz — {resp- /b f(z)dz %}
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lim f(z)=¢>0
T —r 00

oo oo
f(a:)d:nZ/ 2dz = o0
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Obr. 1.2.32: Vztah medzi ¢iselnymi radmi  Obr. 1.2.33: Nesplnend nutna podmienka
a nevlastnymi integralmi konvergencie nevlastného integralu

= (pokial existuje) lim f(x)

T—r 00

0 [resp. EIEI f(z)=0].

Dokaz.
Dokézeme sporom. Nech [ f(z) dz —, lim flx)y=¢>0.

mal: veta 3.2.1

EXl%tu]F > a tak, ze pre x € (c; oo) plati [f(z)—q| <%, t.j. £ < f(x).
Potom (porovnévacie kritérium ) dostaneme spor f f(x) dx je vlastny):

/f d:r>/qd7*_[ﬂﬁ—oc:>/f d:r—/f dr+/f

Ostatné pripady pre hm f(z) <0, resp. pre LOO f(z) dz — sa dokdzu analogicky. m

Ako dokazuje nasledujuci priklad, integral f > f(z) dz moéze konvergovat a hm f(z)
nemusi existovat. Ale ak existuje lim f(z)#0, potom f f(x) dx diverguje.
Tr—r 00

Priklad 1.2.26.

1 €N, >
a) Nech f(z) = v potom lim f(z) neexistuje, ale / flx)dx=1.
1

L, 2e(l;00) = N z—00

)

e>1 = f(x)= 2prevsetkncé(l e) ( okp)%fel%ls

/f dx—/%:[—ﬂ +1=>/f ngirgo[l—%]zl.

reN = f@)=1 = lm f@)= lim1=1 |
x¢N = f(:c):;g = lim f(g;):xlggox%:o } = mILII;Of(x) L7

/ flx)de = / %”# dx = oo, pricom oo je jediny singularny bod.

neplati nutnd podmienka konvergencie

(o)
lim f(z)=2 / f(z) dz diverguje.
T—r00 6
43Ve >0 35 € R tak, ze pre vietky = > § plati |f(z) — q| < &, t. j. v naSom pripade e = <, § = c.

44Rovnost neplati pre prirodzené &isla — na kazdom intervale (1; €) ich je koneény pocet
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lim f(z)=2 ool veta 327, Existuje ¢ > 4 tak, Ze pre vSetky x> c plati |f(z)—2|<1.

r—0o0

= pre vSetky x>cplatil<f(m)<3%oo: dxg/ f(z)dz. m
6 6

Priklad 1.2.27.

[e%s) 2 3 4 n+1
—1)let g — z — z — z -n" T
a)/“)L;d :/<1>12d +/<1>23d +/<1>34d +...+/ (Gt st
! n+1 ! 2 n+13 "
= 5 || = e [Mad = 8 [ ] -

1
=y [ (g1 —p)] = 3 GO mali prlded 2230} 9¢ R (obr. [1.2.34).

(o) 2 3 n+1 ) n+1 00 n+1
b)/%:/d%+/d7$+...+/ d;_|_—Z|:/ ff:|—2|:711/ dx]—
1 1 2 n n=1 n n=1 n
) e > : priklad 2.4.
=% L] = [nt1-m)) = 3 4 PR o0 (obr[1.2.35). @
n=1 n=1 n=1
y O pyletl) g =2 n+1 y Tde _ N1 _
N /1 Colpttee Sty g /1 =S t=oo
— .
0 I o - H i .
ER I i R g TETT ER %
2k T 4 IRk G -
2 3 4 5 1okt 0 2 3 4 5 n n+l
B R =
il 1
2 1
Z n =2k parne, n=2k+1 neparne
Obr. 1.2.34: Priklad a) Obr. 1.2.35: Priklad b)

Veta 1.2.44 (Integralne kritérium konvergencie ¢iselnych radov).
f(x), xe(1; c0) je nerastica, nezaporné, a,, = f(n) pre vietky ne N —
o0 )
flx)de — <= > ap+—.
J1 n=1
Dékaz.

NP_: g(x)=ant1, v€(n;n+1) pre n€ N (obr.|1.2.36[vlavo) = / glx)de = 3 ap.
J1

oo n=2
0 < g(x) < f(x) pre vietky z€(1; 00), / f(z)de — eta LZA0,
J1

/g(m)dx:Zan»—> = Zan'—>.
1

n=2 n=1

PP._: g(z)=an, x€(n;n+1) pre n€ N (obr.|1.2.36{ vpravo) = / glx)de = 3 ap.
1

n=1

n=1

0 < f(z) < g(x) pre vetky z€(1; 00), > an +— / f(z)dz —. m
1
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v @ /oof(z)da:»—)é § Ay — v @ i an»—>¢/ocf(z)da:»—)
1 n=1 n=1 1
as az
a s a
e ===l
T 5 11 | as
e o o B = =
2 3 4 5 n—1 n ntl T 2 3} 4 5 n—1 n ntl T

Obr. 1.2.36: Integralne kritérium konvergencie ¢iselnych radov [1.2.44]

1.2.6 Aplikadcie Riemannovho integralu

Z geometrického hladiska predstavuje Riemannov uré¢ity integral (vlastny i nevlastny)
plochu krivociareho lichobeZznika. To znamené, Ze urcity integral mozeme pouZit na vypocet
obsahov rovinnych dtvarov. Pomocou Riemannovho integralu moézeme vypoéitat nielen
obsahy tychto utvarov, ale aj ich obvody, statické momenty, pripadne taziski. TieZz moZeme
vypocitat objemy a povrchy telies, ktoré vzniknu ich rotaciou v priestore.

Obmedzime sa na odvodenie vzorcov pre ohrani¢ené rovinné plochy a ohranicené pries-
torové telesa. Tieto vzorce ostant v platnosti aj pre neohrani¢ené objekty, ale budt mat
tvar nevlastnych integrélov.

Vo vSeobecnosti mozeme plochy v rovine ohranic¢it grafmi redlnych funkcii alebo kriv-
kami. Nazorne si méZeme krivku predstavit ako (obvykle spojittl) ¢aru v rovine s ur¢itymi
vlastnostami, napr. ako drahu nejakého pohybu hmotného bodu. Matematicky méZzeme
krivku v rovine definovat viacerymi sposobmi. Najcastejsie sa vyjadruju parametricky.

Explicitne krivku f vyjadrujeme ako graf spojitej funkcie jednej realnej premenne;j
y = f(z), x €1, resp. x = f(y), y €1, kde I C R je interval, t. j. ako mnozinu bodov
{[z; f(z)] ; x€ R}, resp. mnozinu bodov {[f(y);y] ; y€ R}. Implicitne moézeme vyjadrit
krivku f ako mnoZinu bodo {[x, y|€R?; F(x,y) :0}, pricom F: R? = R.

Mnoiinaﬁf = {[z;y]€R?; z=9(t),y=v(t),t€J}, priom ¢,¢: J — R st spojité
funkcie a J je interval, sa nazyva parametrické vyjadrenie krivky f. Jednotlivé body
krivky f ozna¢me pre t€.J symbolom X =[p(t);¥(t)].

Ak pre ty,t2 € J, t1 # to plati (1) = p(t2), ¥(t1) = ¥(t2), potom hovorime, Ze sa
krivka f pretina v bode X; = X,,, ktory nazyvame nasobny bod. Ak X # X,
pre vBetky t1,to € J, t; # to (nikde sa nepretina, t. j. nema nasobné body), potom sa
krivka f nazyva jednoducha.

Ak J = (a; B) je uzavrety interval, potom X, = [¢(a); ()] sa nazyva pociatoény
bod a Xg = [¢(58);¥(B)] sa nazyva koncovy bod krivky f. Krivka f nazyva uzavreta,
ak plati X, = Xj3. Ak je krivka f uzavreta a jednoducha na intervale (a; 8), potom sa
nazyva jednoducha uzavreta alebo Jordanova krivka.

Krivka f sa nazyva hladka na .J, ak st funkcie ¢, ¥’ spojité na J a pre vsetky t€.J

45 Je to analogické ako pri implicitnej, resp. parametrickej definicii funkcie (mal: str. 73), ale pri krivke
moze byt priradenych jednému vzoru x viacero obrazov y.
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krivka X po castiach
s nasobnym bodom - hladka krivka
X, X
Xa
X3 _ X X,
B Xty =Xty Xp t1 t .= X,
jednoducha krivka Xg hladka krivka Xo Jordanova krivka

Obr. 1.2.37: Priklady réznych kriviek v rovine

platﬁ | ()] + [/ (#)] > 0, t. j. [¢/(#)]? + [¢'(¢)]? > 0. Hladk4 krivka mé v kazdom bode
doty¢nicu, pricom v krajnych bodoch mé jednostranné dotycnice.

Krivka f sa nazyva po €astiach hladka, ak je hladk4 na kazdom intervale (t;_1; t;),
i=1,2,...,n,kdeneN, a=ty<t; <---<t,=p,t.j {t:;};_ ) €D, p. Po Castiach
hladka krivka ma doty¢nicu v kazdom bode okrem kone¢ného poétu, kde mé jednostranné
dotyénice. Funkeie ¢, 1’ st po Gastiach spojité na J a spojité na (t;_1; t;), i=1,2,...,n

e Obsah rovinnej plochy

Obsah rovinnej plochy ohrani¢enej funkciou, resp. krivkou je vzdy kladny. Pre obsah

plochy Pj ohranicenej funkciou f€ R, a osou x na intervale (a; b) plati:

b
0< fz) = Pf={[x;y];m6<a;b>,0§y§f(x)}=/f(x)dx
b b
fz) <0 = Pf:P,f:/[— (w)] dz = [ |f(z)|d.

~

a

b
Vo veobecnosti pre f € Ry, plati (obr. [1.2.38): Py = Py = / |f(x)| da.

v f(@) >0 Yl

- 4

f(z) <0

b
Py = [1f(@)]do

Obr. 1.2.38: Obsah rovinnej plochy ohrani¢enej funkciou f a osou x na (a; b)

Pre obsah plochy Py, = {[z;y];2€(a; b), g(x) <y < f(x)} ohrani€enej funkciami
f,9€ Ria vy, pricom g(x) < f(x) pre x€(a; b), plati (obr. :
b b
0<6@)< @) = Pr-y=Py— Py [f(@) dn o) dr= [[1@)—gto)]

g(z) < f(z) = existujem ¢>0 tak, aby 0 < g(z)+c¢ < f(z)+c, € (a; b)

46y krajnych bodoch intervalu J sa myslia jednostranné derivacie.
47Plocha sa nezmeni, iba sa posunie o hodnotu ¢ v kladnom smere osi y.
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b b
= Py = Ryrotgeo = [ [0@)+0) = (a(@)+0)) o= [ [1(@)=g(a)] da.

a

b
Vgeobecne pre f,g€ R,y plati (obr.|1.2.39 vpravo): Pr, = Pjj_g = / |f(x)—g(x)| da.

Y| f<g f>g: f<g

£(2) > g(@) > 0 Pro= [ 15@)-g(@)|da

Obr. 1.2.39: Obsah rovinnej plochy ohrani¢enej funkciami f, g na (a; b)

Nech je funkcia f € R, ;5 parametrizovana spojitymi funkciami x = ¢(t), y = (1),
teJ, a=p(a), b=p(B), pricom a, su hrani¢né body J. Nech ¢'(t) >0 (p je rastuca,
a < fB), resp. ¢'(t) <0 (¢ je klesajuca, 8 < «) na J. Potom (mal: veta 3.1.5) ¢ je prosta
na J a existuje t = ¢ H(z) : (a;b) = J, t. j.y = f(z) = ¥(t) = (¢ (z)), z €.
Pre obsah plochy Py ohranicenej funkciou f a osou x plati

b
pr= [Ir@lar= [ 2200 = [uolo

Vo vieobecnosti, ak je f:z = p(t), y = ¥(t), te{a; B), a<f jednoducha po astiach
hladka uzavreta krivka, potom pre plochu Py ohranicenti touto krivkou plati:

/w )1 ()] dt = /w (0] dt.

Pre niektoré aplikécie je vyhodnejsie, ked je funkcia, resp. krivka f zadana v polar-
nych sturadniciach. V tomto pripade budeme predpokladat, Zze explicitné vyjadrenie méa
tvar f = {[p;pl€ R*; p= f(@)}, resp. f = {[pip]€R?; ¢ = f(p)}.

Medzi kartezianskymi a poldrnami siradnicami platia vztahy (mal: str. 74): z=pcos @,
y=psing, p€(0; 00), pER, resp. p = /a2 +y?, cosp = £ sinp = £ 5 pre p#0.

Ak je krivka f zadana v polarnych siradniciach rovmcou p = f (p), p € J, kde J
je interval, potom ju moézeme vyjadrit v kartezianskych siradniciach v parametrickom
tvare: f = {[z;y] € R?; x=f(p)-cos p,y=f(p)-sinp,peJ}.

Plochu v polarnych siradniciach, ktord je ohrani¢enéd polpriamkami p =a, p=f a
po ¢astiach spojitou funkciou p = f(p) >0, ¢ € (a; 8), 0 < 8—a < 271 (obr.
vlavo), t. j. P = {[z;y]€ R%x = pcosp,y = psing, p € (a; B),0<p< f(p)}, nazyvame
krivociary vysek uréeny funkciou f a polpriamkami p=a, p=2.

Bp = [Pl wdt = — [Su@lBdt = [SR@I(—¢/B)dt =[SOl (0]t =

[519®)¢' (8)] dt pre ¢ Klesajicu, Py = [Plp()] @' (t) dt = [Zu(t)]-|¢' (1) dt = [](t)¢' (£)| dt pre ¢ ras-
ticu.
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Obr. 1.2.40: Krivociary vysek P a jeho delenie na podvyseky P;

Delenie D = {cpi};;o € D(a;p), n € N rozdeli krivociary vysek P na n krivociarych
vysekov P;, i=1,2,...,n ohrani¢enych polpriamkami p=¢;_1, o =; (obr.|1.2.40[vpravo).
Pre 1=1,2,...,n ozna¢me

m; =min{f(¢); pE€(pi-1; i)}, Mi=max{f(p); p€(pi-1; pi)}.

Kazdu z ploch P, moézeme odhadnut zdola a zhora kruhovymi vysekmi s polomermi
m; a M; a stredovym uhlom Ag; = ¢; —p;_1. Pre plochu P potom platiﬁ

n

Sp(f?.D 3 N m2Ap; M7 Ap; & Su(f2.D
%:%QW?A%ZZ%<P<Z 2¢=%2M12A¢i:%,
= iz

i=1 T i=

Uvedené vztahy predstavujii dolné a horné Riemannove integralne sicty funkcie f2(y),
o€ {a; B). Kedze f? € Ry, gy, potom pre obsah krivociareho vyseku P plati:

B
P= %Sup{sD(anD); De@(a;ﬁ)} = %lnf{SH(fQuD)7 De@(a;ﬁ)} = %/fz(gp)d(p

Priklad 1.2.28.
Urcte obsah plochy P ohranifenej funkciou y=sinz, 2 €(0; 27) a osou x.
Riesenie.
™ 27
P :/ sinxdr = [—cosx} =—-1-(-1)=0.
0 0

Uvedeny postup je nespravny, pretoze (obr. |1.2.41)) na (7 ; 27) je funkcia sin z zaporné.
Spréavne rieSenie je nasledujuce:

2m ™ 2m - o
P:/ |sinx|dx:/sinxdaz+/ (—sinz)de = [—cosx}o + {cosx} =
0 0 ™

T

= —cosm+cos0+cos2mr —cosm=—(—1)+14+1—-(-1)=4.m

Priklad 1.2.29.
Odvodte vzorec pre obsah P kruhu K s polomerom 7> 0.

Riesenie.
a) Explicitne (obr. [1.2.42[ vlavo) je kruh K ohranifeny funkciami +v/r2—a2, x€(—r; r).

490bsah kruhového vyseku so stredovym uhlom ¢ a polomerom p sa rovna hodnote 7p? % E.
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y Tt o=
L sin x @_O
27
ﬂ.Wz te(0; 2m) p€e(0; 2m)
- T€(—7;7T) o
Y [sin z| 0 pe(0; m)
1 Yy Y
” tQ z€(0; r) FD te(0; & @ Y
0 ™ 27 0o T z 0o 7 z 0 o€ (0; g>
Obr. 1.2.41: Priklad [.2.2§ Obr. 1.2.42: Priklad [.2.29

— P:/,.[ (- V)| dx—Q/T\/de—mpr'i

- 2 . vre—= " 2 i 2
= 2[5 arcsin £ + /= ]_T_z[%-gm-%%—o] = 2,

b) Parametricky (obr. [1.2.42[stred) je kruh K ohrani¢eny uzavretou jednoduchou krivkou
x=rcost, y=rsint, t€{0; 2).

27 27 27
- P:/ rcost - [rsint”dt:/ |7‘2C082t‘dt:7”2/ cosgtdt@
0 0

0
i 2

ol <Pl 00 <o

¢) V polarnych saradniciach (obr. [1.2.42] vpravo) je kruh K ohrani¢eny konstantnou funk-

ciou p=r, p€(0; 27).

27
= P= /— :%/ d@:§~277:7rr2.l
0

Poznamka 1.2.8.
Obsah kruhu P méz?eme taktieZ vypocitat ako dvojndsobok polkruhu, resp. Stvorndsobok

Stortkruhu (obr
\/ d1—2/7 cos’ tdt—?/—d,o,

& 3
resp.P:4/\/r2—a?2d1’:4/ T‘QCOSQtdt=4/ éd\p
0 0 0

e Objem rotac¢ného telesa — krivka rotuje okolo osi =
Nech f(z), z € {a; b) je po Castiach spojita funkcia. Plocha ohrani¢ena funkciou f,
osou x a intervalom (a; b) lezi v rovine xy. Ak ju nechame rotovat okolo osi x, vznikne
v priestore xyz rotafné teleso (obr. m Uréime objem V, tohto rota¢ného telesa.
Uvazujme delenie D = {x;}7 (€D 4.5, n€N. Pre i =1,2,...,n oznacme

=min{|f(z)]; z€(@i—1; )}, M; =max{|f(z)]; z€(@i—1; x)}.

507 obrazku je tiez zrejmé, #e nezalezi na tom, & je funkcia f kladna alebo zaporna. Pri rotacii funkcii
f, —f, resp. | f| vznikne rovnaké teleso.
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Az,

fr2(z)=dtvVrZ—a%, z€(—7; 1)
Obr. 1.2.43: Objem rota¢ného telesa Obr. 1.2.44: Anuloid

(f rotuje okolo osi ) (priklady [1.2.30} [1.2.38))

Kazdy z objemovﬂ Vi,i=1,2,...,n modzeme ohrani¢it objemami valcov s vyskou Az;
a s polomermi podstav m; a M;, t. j. objemami 7m?Az; a TMZAx;. Potom plati:

WSD(fQ,D)zﬂ'mesz—Zﬂ'm Amz<Vx—ZV<
i=1 i=1
<Z M2AmZ—WZM2AxZ—7rSH(f2 D).

=1

Vyssie uvedené vztahy predstavuji dolné a horné Riemannove integralne sucty funk-
cie |f(2)]* = f2(z), € (a; b). Kedze f?€R 4,1y, potom pre objem V, plati:

b
Va :W-sup{SD(fQ,D); DE@(G;@} :W-inf{SH(fg,D); D€©<a;b>} :ﬂ/fQ(x)dx

Nech je funkcia f € R, parametrizovana spojitymi funkciami z = o(t), y = ¥(t),
ted, a=p(a), b=p(B), pricom ¢'(t) >0 (J = («; B), ¢ je rastuca), resp. ¢'(t) <
(J = (B; a), ¢ je klesajica) na J. Potom je ¢ prostd a existuje t = ¢~ 1(z) : (a; b) — J
t.j.y= f(z) =v(t) = ¢ (p ' (z)), z€1. Pre objem rotaéného telesa V; plati

b
Vz:ﬂ/an(x)dw: Sl:ib;t_m_t)dt —77/1/)

Vo v8eobecnosti pre funkciu z = ¢(t), y = ¥(t), t € (a; B) (p, ¥ st spojité, ¢’ (t) >0,
resp. ¢’ (t) <0) a hou urceny objem rota¢ného telesa V, (okolo osi z) plati:

B
V, = / V2t ()] dt.

51V;,i=1,2,...,n vznikne rotaciou funkcie f(z), € (x;_1; x;) okolo osi z.
2V, = 1 [P 9200 (0 dt = —m [2 6206 () dt = 7 [2 92O~/ () dt = 7 [ 92 (1) ¢/ (1) dt pre
klesajticu, Vz = ﬂff 2 (t) ! (t) dt = ﬂff P2(t) | ()| dt pre o rasticu.
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Priklad 1.2.30.
Vypocitajte objem anuloidﬂ s polomermi d+r, d>r>0.
Riesenze.
Anuloid vznikne rotaciou kruznice s polomerom 7 okolo priamky vzdialenej od jej stredu o
hodnotu d (obr. . Jeho objem vypocitame ako rozdiel objemov telies, ktoré vzniknu
rotaciami polkruznic fi(z) =d+vr2—a2? a fo(x) =d—+/r?—z2, x € (—r; r) okolo osi z.
Plati:

T

V=m _}%(f)dx—ﬂ/_}g(x)dx:W/-(d_’_m)Q _W/_T(d_m)gdx:

-

r 1
:7'(/ 4dv/r? —z2dx = [t:m’ xz*rzwzfl} :47rd/ VrZ—rtZrdt =
,T —1

dt=rdz, z=r=1t=1
1
= 47rdr2/ V1—t2dt dwdr?% = 2r%dr®. m

-1
Priklad 1.2.31.
Odvod'te vzorec pre objem V gule G s polomerom r >0 (obr. |1.2.45)).
Riesenie.
a) Gula G vznikne rotaciou polkruznice f(z) = Vr2—z2, x€(—r; r) okolo osi z:

V= 77/ (M)2 dx = 77/_(7“2—332) dx = ﬂ[r2x—m—;} = 7T[7“3—§+7“3—ﬁ] = %.

-

b) V parametrickom tvare ma polkruznica f tvar z=rcost, y=rsint, t€(0; 7) a plati:
s ™ ™
V= 77/ (rsint)?-|(rcost)|dt = 7r/ r?sin® t-|—rsint|dt = 7r7“3/ sin®tdt =
0 0 0

7r T .
_ 3 3sint—sin 3t _ 3| __ 3cost cos 3t _ 3|_ =3 —1 3_ 1] __ 4r®
—7T7"/074 dt = 7r [ e v }0—71'7“ [ T+t +1 12}—73 .m

[y

I r.
"t TG

f@)=vrZ—a2, x€{—r; r) f(@)=r—fz, z€(0; h) f(z) = g, z€(0; h)
Obr. 1.2.45: Objem gule Obr. 1.2.46: Objem kuZela (priklad |1.2.32)

53 Anuloid je teleso, ktoré ma tvar plavajiceho kolesa, resp. pneumatiky.
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Priklad 1.2.32.
Urcte objem rotacného kuzela s polomerom podstavy r > 0 a vysSkou h > 0.

Riesente.
a) Dany kuZel (obr. [1.2.46| vIavo) vznikne rotéciou trojuholnika s vrcholmi [0;0], [h;0],
[0;7], t. j. tsecky f(x) =r—jx = 7 (h—x), z€(0; h) okolo osi x. Pre jeho objem plati:

hr 2 wr? " 2 ar? | (x=h)” h) h 2 —h3 wr2h
0 0 0

b) Dany kuZzel vznikne (obr.[1.2.46| vpravo) taktiez rotaciou trojuholnika s vrcholmi [0; 0],
[h; 0], [h;7], t. j. tsecky f(x) = 72, x€(0; h) okolo osi x. Pre objem plati:

h h h
2 2 2.3 23 2
_ r _ 7r 2 _mr’ |z _ mrs|h? _ 7mr h
V_W/O[hm] dx—hz/oxdx— 2[3] = 2{3 O}——P’.l

e Objem rotacného telesa — krivka rotuje okolo osi y
Nech f(z), z €{a; b), a>0 je po castiach spojita funkcia. Plocha ohrani¢ena funkciou f,
osou z a intervalom (a; b) lezi v rovine zy (v polrovine z > 0). Ak ju nechame rotovat
okolo osi y, vznikne v priestore xyz rotac¢né teleso (obr. . Uré¢ime jeho objem V.
Uvazujme delenie D = {x;}; (€D 4,5, n€N. Prei =1,2,...,n oznacme

m; = min{|f(2)|; x€{xi—1; z;)}, M; =max{|f(x)|; x€{x;i—1; z;)}.

Kazdy z objemovﬁ Vi,i=1,2,...,n moZeme ohranic¢it zdola objemom medzivalcia s vys-
kou m; a zhora objemom medzivalcia s vySkou M; s totoznymi polomermi podstav x;_1
a x;, t. j. objemami m(z? -2 | )m; a w(x?—2? |)M;. Pre i=1,2,...,n plati:

2$i,1ALEi S xf—xf 1= (ZL’i-F.’bZ',l)(iEi—iL'i,l) = (1’1+x171)A£L’Z S szsz

= 27Sp(af,D) =2 Z Ti_1m; Az < Z m(xZ—a? | )m; <V, =
=1

= Z Vi < Z m(z?—2? | )M; =2x Z x; M;Ax; = 2nSy(xf, D).
i=1 i=1 i=1
Uvedené vztahy predstavuja dolné a horné Riemannove integralne su¢ty funkcie z | f(z)],
r€(a; b). Kedze x|f| € R(q,s), potom pre objem rotacného telesa V,, plati:

V,=2m-sup{Sp(z|f|,D); DED (4.1} =2m-inf{ Sy (z|f|,D); DED 4. 1y} = 27r |f( )| dz.

Nech je funkcia f € R, ) parametrizovana spojitymi funkciami z = ¢(t) > 0, y = (1),
ted, a=p(a), b=p(B), pricom ¢'(t) >0 (J = (a; B), ¢ je rasttca), resp. ¢'(t) <0
(J = (B; a), ¢ je klesajtca) na J. Potom je ¢ prostd a existuje t = ¢~ 1(z) : (a; b) — J
t.j.y= f(z) =v(t) = ¢(p ' (z)), z€1. Pre objem rotaéného telesa V, plati

54V;, i =1,2,...,n vznikne rotaciou funkcie f(z), € (x;_1 ; ;) okolo osi y.
PVy = —=2m [ o(t) [(t)| ¢’ (1) dt = 27 [ o(t) [(t)|(—¢' (1)) dt = 27 [if' o(t) [(t)] - |¢' ()| dt pre klesa-
jiiew o a Vi = 21 12 ot) [p(0)] ¢/ (8)dt = 27 [ o(t) [9(0)] - ' (1) pre  rastiicn.
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Obr. 1.2.47: Objem rotaéného telesa (f rotuje okolo osi y)

b B
v, = 2n / o|f@)de = [ Mt 20A0 | = o / () [ ()] ' () dt.

Vo v8eobecnosti pre funkciu x = ¢(t), y = ¥(t), t € {a; B) (¢, @ su spojité, ¢'(t) >0,
resp. ¢'(t) <0) a fiou urceny objem rota¢ného telesa V;, (okolo osi y) plati:

8 8
Vy = 277/ p(t) [p(0)]- &' ()] dt = 27?/ p(t) [(t)¢'(8)] dt.

Priklad 1.2.33.

a) Objem gule s polomerom r > 0 (vid priklad|1.2.31]) mézeme vypocitat ako dvojnasobok
objemu polgule, ktora vznikne rotaciou strtkruznice f(x) = vr2—22, x€(0; r) okolo osi y
(obr. [1.2.48)). Pre objem V gule plati:

V:2~27r/x\/7’27932dx:{ —a? =t
0

—2xdx =dt

2
—r
x:0:>t:02:|:72ﬂ, /T2+tdt:
0

r=r=1=-—-r

—r 3 71‘2 E
= _277/ (t+r?)% dt = —27r[‘(t4+§2)2 ] =% [0 - r?’} = for,
0 2 10

V parametrickom tvare ma Stvrtkruznica f tvar x=rcost, y=rsint, tc(0; §) a plati:

3 El
V:2-27r/ rcost|rsint-(Tcost)’|dt:47r7“3/ costsin?®tdt =
0 0

1 1
tzo:>u:0}:47rr3/u2du:47r7°3[£} =47T7"3[%—0}:4’T—TS.
0 0

o sint = u
= t=T=u=1 3 3

costdt = du

b) Rota¢ny kuzel s polomerom podstavy r > 0 a vyskou h > 0 vznikne rotaciou trojuhol-
nika s vrcholmi [0;0], [r;0], [0; 4], t. j. Gsecky f(z) = h—2z = 2(r—z), 2€(0; r) okolo
osi y (obr.[1.2.49). Pre jeho objem plati:
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r T
_ h __ 2wh 2 . _ 2mh|z%r  2° _ 2xh | r® | _ wr’h

Priklad 1.2.34.
Uréte objem telesa V', ktoré vznikne rotaciou tusecky y = 2—z, 2 €(0; 4) okolo osi y.

Riesenie.
4 2 4
V= 27‘1’/1‘ |2—z|dx = 27r/a?(2—x) dz + 27r/a:(sc—2) dz =
= 2r[o?-%] 4 2n[g—a?] =om[4-§] +2n[%-16- — 16m.
0 2

Iné riesenie.
Rotaciou vznikne teleso zloZené z kuzela a z dutého valca s chybajucou ¢astou v tvare

zrezaného kuzela (obr. [1.2.50 m Kuzel Vznikne rotaciou usecky y = 2—x, z € (0; 2), ma

vysku 2, polomer podstavy 2 a objem V; = 2“ = 8“

Duty Valec vznikne rotéciou usecky y = 2—uz, x €(2; 4) ma vysku 2, polomery podstav 2,

resp. 4 a objem Vo = VJ — V', = %Tﬂ 52” = 40” , pricom Vj = 42 2r = 96” je objem
valca a V'l = 4 34“ 2> 2” = 56” je objem chybaJuceho zrezaného kuzela (povodny kuzel:

vyska 4, polomer podstavy 4, odrezany kuzel: vyska 2, polomer podstavy 2).
= V= V1+‘/2—83”+4g”:“7”—167r.l

Y Y
> >
s N A
—4 — 2 4
g - _ _
1 /I N X
________ _
fl@)=vrZ=a22, z€(0; r) f@)=h—2z, 2€(0; h) fla)=2—=z, 2€(0; 4)
Obr. 1.2.48: Objem Obr. 1.2.49: Objem Obr. 1.2.50: Objem telesa

gule (priklad [1.2.33|a) kuZela (priklad [1.2.33]|b) (priklad [1.2.34)

e Dizka krivky
Nech f: z=¢(t), y=1(t), t€{a; B) je po castiach hladka krivka, D:{ti}?zo €Da;p)
a=tg<t1 <---<tp,=p, n€N je Iubovolné delenie. Oznaéme |Xt X s 1 )
dlzku tsecky, ktora spaja body X;, |, X, . DIzkou krivky [ nazyvame hodnotu.

d(f) = sup {d(Xp): DED (. iy}, kde d(Xp) = 3 | Xi , Xu|.
i=1

56d(Xp) je dlzka linearnej lomenej krivky X p, ktora je zlozena z tseciek postupne spajajtcich body X¢,,

i=0,1,...,n (obr..
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Dizka krivky f je nezavisla na jej vyjadreni a so zvolenou presnostou ju mozeme apro-
ximovat hodnotou d(Xp), pricom De€D,, g.

Uvazujme po ¢astiach hladka krivku f: z=¢(t), y=v(t), t € («; ). Ozna¢me hraniéné
body intervalov, na ktorych je f hladka postupne tj=a <t] <5 <--- <t:_; <tr=p,
neN. Je zrejmé, ze D*={t:};" (€D (a.p).-

Y y
Y P(ti—1) > |o(t:) —p(ti-1)] N
/;t’ifl [t (ti) —b(ti—1)| P 4r ,
X X, ) ‘
' ti 0 ar 5] —e
P(t:) Xt, D f
0 P(ti—1) @(ti)
Obr. 1.2.51: Dizka krivky f Obr. 1.2.52: Priklad 235

Oznatme D} = {aJr@; i=0,1,...,k} €Dy, pre [ubovolné k € N. Uvazujme
zjemnenie Dy, = D* U D} = {ti}ézo, k € N. Delenia D* a Dy maju spolo¢né miniméalne
dva bod s :a—i—w =a, t,*l:oz—&—@ =p,t.j. le{k,k+1,...,k+n—1}. Navyse
plati u(Dy) < 6%0‘, t. j. u(Dg) — 0 pre k — oo. To znamen4, Ze postupnost {Dj}p
je normalna a pre dlzku krivky f plati d(f) = klim d(Xp,). Pre dlzku linearnej lomenej

— 00

krivky Dy, k€ N (obr.[1.2.51) plati:

d(Dy) = é!XX - ;zl¢[w<ti>w<ti_1>12 T 9GP

Na (t;—1; t;), 1=1,2,...,1 st pre funkcie @, ¥ splnené predpoklady Lagrangeovej vety
o strednej hodnote (mal: veta 4.3.3). Potom existuja 7;,7; € (t;-1; t;), i=1,2,...,1 take,
. 1N e(ti)—e(ti—1) 1=y — ) =p(ti-1) =t . i:
ze ' (1) = BT YN(T) = xr , kde At; =t; — t;_1. Potom plati:

1 N 2 NS 2 1 _
A(Di) =3 Ati\/[“%ff““} [P = 8 AP P (114)
Predtym ako budeme pokracovat, dokdZeme najskor jedno pomocné tvrdenie.

Lema 1.2.45.
Pre Tubovolné a, b, c€ R plati nerovnost ‘\/a2 +c2 = Va2 +b? < |c—1b|

Dékaz.

Pre b = ¢ je nerovnost splnena trividlne.

Nech b < ¢ (pre b > ¢ je dokaz analogicky). Funkcia g(z) = Va2 +22, z € (b; ¢) splha pred-
poklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote (mal: veta 4.3.3), je spojita a pre vSetky

57TMobzu mat spoloéné aj niektoré iné body.
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- . saf113 2 — 2x _ T f et 11ia o L _ ‘.
z€(c; b) existuje ¢'(z) = 5 s = o Potom existuje s€ (b; c) take, Ze plati:
t ; VaZFe2—va2Fb2
g/(g) — g< 3 €<)) t ] 25+§2 — +( + —
|\/a2+r —+va2+b2 | a2+ 2 —/aZ+b2 s /2 “1m
[e—0b] c—b a2 +5° a’?+s? —

Polozme a=¢'(1;), c=v¢'(7), b=4'(7;) pre i=1,2,...,1. Potom pre i=1,2,...,1 plati:

VIFEP+ W @EP - VIPRP + WP < /() - v'(7)]
Funkeia v’ je po ¢astiach spojita na («; ), je spojita a teda aj rovnomerne spojita na in-
tervaloch (ov; t5), (t]; t3), (55 ¢5), ..., (t;_1; B). Potom pre kazdé eg = 7
§>0 atiez k€ N tak, ze pre vietky [t—f| < 2% <6 plati |¢/(t)—¢'(})] < 355 = eo-
Kedzd™| 7, 7€ (tio1s t:), i=1,2,..., 1, t. j. |7 — 7| <t; — t;_1 < 272 <6, potom platf:

l l
< Y AL (T — ()] < X Atigts = 55 Y A= 55 (F—a) =& (L15)

To znamena, Ze khm (ZAt VI z//(ﬁ-)]?) = hm (ZAt VI w’(ﬂ-)]z)
a na zaklade vztahu pre dizku krivky f platll

1) = Jim d0X0,) = lim (3 5y FRPEGR) = [ VPR + 0P

Explicitne zadana funkciu y = f(x), € (a; b) modZeme parametrizovat z = t, y = f(t),
€(a; b). Ak je f’ spojita na (a; b), potom pre dlzku grafu funkcie f plati:

i) = [VEFF @R = [ Vs FOPa= [ViTFePd,

V polarnych suradniciach zadana krivku p = f(¢), ¢ € (a; 8) moZeme (v kartezian-
skych saradniciach) parametrizovat v tvare = pcost = f(t) cost, y = psint = f(¢)sint,
te(a; B). Ak je funkcia f’ spojita, potom pre dlzku krivky f plati:

587 konstrukcie bodov to,t1,...,t; vyplyva, Ze kazdy z intervalov (t;_1; t;), i=1,2,...,1 je podmnozi-
nou nejakého intervalu <a; t’{>, <t{ ; t’2‘>, <t§ ; t§>, R <t;71 ; 5>.
59Posledna suma predstavuje integralny sucet funkcie v/[¢’ (£)]2 + [¢/ (¢)]? na {(a; B).
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d(f) = /j\/[(f(t) cost)']? + [(f(t)sint)']” dt =

_ { [(f(£)cost)']* = [f/(t) cost — f(t)sint]® = [f'(£)]2 cos t — f'(t) f(t) sin2t + f2(t)sin2 ¢
[(F()sint)']® = [f/(t)sint + F(t) cost]® = [f/(£)]2sin® ¢ + f/(£) f(£) sin 2¢ + f2(t) cos? ¢

B B
- / VIFOR+ P dt = / VIF@OPE T e de.

Priklad 1.2.35.
Uréte dizku hviezdice (asteroidy) f: o = 3r cost+rcos3t, y = 3rsint—rsin3t, t€(0; 27)
a Stvorlistka g: 2 = 5rcost—r cosbt, y = brsint—rsinb5t, t€(0; 27), r > 0.
Riesente.
Pre hviezdic f ajej dlzku d(f) plati (obr. [1.2.38| vIavo):
[(3r cost+7cos 3t)'] 2= [ — 3rsint—3rsin 3] 4 = 9r2[sin® t+2sin ¢ sin 3¢ +sin® 3t] } N
[(3rsint—rsin3t)’] ? = [3r cost—3r cos 3t 2= g2 [cos? t—2 cos t cos 3t +cos? 3t]

2m
da(f) = / 3r\/[sin2 t+2sintsin 3t+sin® 3¢] + [cos? t—2 cos t cos 3t +cos? 3t] dt =
0

0270 2m
:37"/ \/272[costcos3tfsintsin3t] dt:3r/ V2 —2cosdtdt = (x) =
0 0

2 2 2 2m
= 67”/ \/ et qt = 67”/ /st At = 6r | Vsin®2tdt = 67’/ |sin 2¢] dt =
0 0 0 0

™

_ | 4rovnaké | _ % _ s2t |2 _ —1 17
f[ obliiky ]f6r~4/0 Sln2tdt—67"4[*coT}0 —247”[77+§} = 24r.

Pre étvorlistokﬁg a jeho dizku d(g) plati (obr. [1.2.38| vpravo):
[(5rcost—rcosbt)'] 2= [ — 5rsint+5r sin 5¢] = o5y2 [sin® £ —2sin ¢ sin 5¢+sin® 5t }
[(5rsint—rsin5t)’] 2= (51 cos t—5r cos 5t ? = 25r2[cos? t —2 cos t cos 5t +cos? 5t |

2m
a(f) = / 5r\/[sin2 t—2sint sin 5t+sin® 5t] + [cos? t—2 cos t cos 5t+cos? 5t| dt =
0

27 27
:5r/ 2 — 2[cos t cos 5t+sin t sin 5t] dt = 5r \/2—2cos4tdt% 52 =40r. m
0 0
Priklad 1.2.36.
Odvodte vzorec pre obvod o kruznice K s polomerom r>0 (obr. [1.2.42)).
Riesenie.

a) Explicitne sa kruznica K sklada z grafov funkcii £f(x) = £vr2—z?, z € (—r; r). Sa
to dve polkruznice, ktorych dlzka je rovnaka.

2 2
f’(I)ZQ\/% = 1+[f/@P =1+ 2" =2 = VIt @)= =
r r .
— 0:2/ \/%:27”/ V%z%[arcsinﬂ :2r[g—_7”}:27rr.

60Hviezdica je 8pecialny pripad krivky nazyvanej hypocykloida.
61Stvorlistok je 8pecialny pripad krivky nazyvanej epicykloida.
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Parametrlcky je kruznica K definovana rovnlcaml x=rcost, y=rsint, t€(0; 2m).
2

o—/ \/[—rsint] —|—[rcost] dt = \/ﬁdt:r dt = 27r.
0 0

0

¢) V polarnych suradniciach je kruznica K ohrani¢ena konstantou p=r, ¢ €(0; 27).
2 2 2 2
V24?2 de = \/r2+02dcp:/ rd@zr/ dp =27r. m
0 0 0 0

Poznamka 1.2.9.

Ak z=¢(t), y=1¢(t), z=x(t), t€{a; B) je parametrické vyjadrenie priestorovej kriv-
ky f v R3, pricom ', 4, X" si spojité na {a; B, |o' ()| + [ (t)] + X (t)| > 0 pre vietky
te(a; B) okrem konecného poctu, potom pre dizku krivky f plati:

B
f= / VIPOP T 0 OP + P dt.

e Povrch rota¢ného telesa — krivka rotuje okolo osi x

UvaZujme v rovine zy po ¢astiach hladka krivku f: z=p(t), y=¢(¢), t€ <a; B). Ak ju
nechame rotovat okolo osi x, vytvori v priestore xyz rotacnt plochtffl obr. . Uréime
obsah tejto rota¢nej plochy P, t. j. povrch plasta (bez podstav) takto vzn1knuvs1eho
rotac¢ného telesa.

Nech Dy, = {t; }Z 0» k€N je delenie 1ntervalu (a5 B), ktoré sme definovali na strane|100
pri vypocte dlzky krivky f. Kazda z ploc P, i =1,2,...,1 aproximujeme povrchom
plasta kolmého zrezaného kuzela (obr. s vyskou \(p( ) ©(t;—1)| a polomermi pod-
stav | (ti—1)| a [¥(¢:)], t. j. hodnotou (vid’ napr. [I]):

m([p(tima)| + [0t [ Xe X | = 7 ([(tima)] + [9(t:)] ) At/ [ Y (T))2,

kde At;=t; — t;—1. Hodnoty 7;,7; € (t;—1 ; t;) maja rovnaky vyznam ako vo vztahu (1.14)
v predchédzajuicej Casti pri urcovani dlzky krivky.
Postupnost {Dy},- , je normalna, takze pre plochu P, plati:

P = Jim (5 ([0(t0)|+ [0(6)] ) Ate/ TR 0TI,

Funkcia 9 je na («; ) spojita a ohranic¢ena (mal: Weierstrasseho veta 3.3.10), t. j. existuje
m € R také, ze pre vietky t € («; ) plati [(t)] < m. Analogicky ako pri Vztahu (1.15)
pre kazdé ¢g = 2m(§ ) >0 ex1stuJu 6>0, k€ N tak, Ze pre vSetky |t t| 2% < § plati

W )’<€0 Kedze |1; — 77| <t; — t;— 1<ﬂ 2 <6,i=1,2,...,1, potom platlz

l

i;(w}(z O+ ¥t )At\/ V()] —
- ;(\w(z D+ ()] ) Atiy/Te! + [¢'(7)]?

62Krivka f moze byt uzavreta, moze sa pretinaf a funkcia 1) moéze nadobudat zaporné hodnoty.
63Plocha P;, i = 1,2, ..., vznikne rotaciou krivky f: z=(t), y=1(t), t € (t;_1; t;) okolo osi .
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Zi:l ([t + )] ) Aty [V ()2 + [0 @) = VI @)+ [ (0P| <
éQmAti [V ()= (1)] < éQmAt

é = a(ﬂfa):e.

R £ —
iIm(—a)

To znamené, ze plati:

Py = Jim (32 (Wltim)] + (0] ) At/ RIET DI =

~ 7 lim (i(lw(z D]+ [t)] ) At /T (n)]z).

i=1

Y|P (tia)
Y v =9 (i)l
(i) z

Q =7n(r+R)s
s =+/v2+ (R—r)?

|‘P(ti)7*¥’(ti—1)\

Obr. 1.2.53: Povrch rota¢ného telesa Obr. 1.2.54: Povrch plasta
(f rotuje okolo osi x) zrezaného kolmého kuzel'a

Funkcie ¢, ¢’ st po CGastiach spojité na (a; 8). Na kazdom podintervale, na ktorom
st ', Y’ spojité, je tieZ spojitd (mal: veta 3.3.4) a tym padom aj ohranicend zloZena
funkcia \/[<p’(t)]2 + [¢'(t)]?. To znamena, Ze existuje m € R také, ze pre vietky t € (a; )

plati 0 < /[¢’(t)]? + [¥/(t)]2 < m. Funkcia 1 je spojitd na (a; 8). Z toho vyplyva, Ze
funkcia || je SpOJlta a tiez rovnomerne spojita na {(«; ), t. j. pre kazdé e = ﬁ >0
existuju d >0, k€ N tak, Ze pre vSetky |t7t| < BT" < plati ||w ) —1w(t H <eg. Kedze
|t7;,1 — Ti| <t; —t;_1<6, ‘tl - Ti‘ <t;i—t;_1<6,i=1,2,... , 1, potom plati:
l
Zl ([t + [o(t)] ) Atiy/[¢! Y(m)]? -
i=

—2 Z [$(m)| ) Ati /[ P! ()2

<

M-

Il
_

<

[ (1)l + [ ()| =2 [ ()| At /T ()] + [ ()]

2

l
;(!Iw ) = eI+ ()] = ()| ) Atim <
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l l
<> (50 + Eo)Atim =2eom Y At; = 22m(ﬁ a)m(ﬂfa) =e.
i=1

i=1

Pre povrch P, rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou krivky f okolo osi =, potom platiﬁ

P, =21 lim (iW(Ti)|mi¢[<p/(m]2+[w (72)] —27r/ o (6)] /T "D dt.
—o00 \; 1

Explicitne zadant funkciu y = f(z), z € (a; b) mdZzeme parametrizovat © = ¢, y = f(¢),
€ {a; b). Ak je f' spojita na (a; b), potom pre obsah rotacnej plochy, ktora vznikne
rotaciou grafu funkcie f okolo osi x, plati:

b b
P =2 [ fOIVIF TP dt = 2 [ 110 VIT F@P da,
a a
Priklad 1.2.37.
Odvodte vzorec pre povrch S gule G s polomerom r >0 (vid obr. .

RieSenie.

Gul'a G vznikne rotéaciou polkruznice f(z) = Vr2—z2, z€(—r; r) okolo osi z (pr. [1.2.36)
= 27r/ VrZ—a2 %‘f_’“"wz =2mr | dx =27r {x} =27r [7“ — (—7")] = 42

—r -

V parametrickom tvare ma polkluznlca f tvar z=rcost, y=rsint, t€(0; m) a plati

,27r/ |Tb1nt|\/ frsmt + [rcost] dt:2m~/ sintVr2dt =

0

=27r /smtdt—27r7" {—cost} :—27r7"2{cost] :—27rr2[—1—1]:47rr2.l
0 0 0

Priklad 1.2.38.
Vypoéitajte povrch anuloidu s polomermi d+r, d>r>0 (obr.[1.2.44)).

Riesenie.
Pre povrch anuloidu plati (plochy sa séitajﬁ vid pr. [1.2.30)):

P=2r \f1|«/1+ [F{(@)2 dz + 27 |f2\\/1+ [fi(@)Pda =27 7”1‘*#2'@3‘;””0:

= 2ﬂ2dr[ \/ﬂaiigﬂ = 47rdr[arcsin ﬂ = 47rdr(% — %’T) = 4n2dr,

pricom pre x € (—r; r) plati fi12(z) = d:t\/TQ—mQ >0, fio(x) ::t%(r2—x2)_%(—2az) =
T lAlFlf2l = fit f2 = 24, \/H— f1a( \/1+r2 ==\ m = .

Cvicenia

64Posledna suma predstavuje integralny sucet funkcie [1(t)] /[ 2 + [¢/(t)]? na intervale {a; B).
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, Tati, bila té nékdy tvoje maminka?*“ | Ne, jenom tvoje.“
tryvok z filmu SLUNCE, SENO A PAR FACEK

Ach mili priatelia, priatelia neexistuju!
ARISTOTELES
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Vysledky cviceni

[1] Integral realnej funkcie

1.1.20 a) \}arctg”\?2 +c¢, zER, b) arctg (x +2) +¢, zER, ¢) — x+2+c zER, x # —2,d) 11n|a:+1\
—sInjz+3] + ¢ ;BGR x # —1, z # =3, €) Qﬁln\x+2—f| —mln\x+2+\/>|+c, z € R,
x A 242, f) = arctngfl—l—c z€R, g) — ln\x—1|+éln\x—3|+éln\x+1|+c,m€R,x;é1,
x#3, x#—1, h) 4ln|zfl|+ éln\x72| +2101n|:1:+3|+c 2ER, x#1, x#2, z# -3, 1) 11n|31371\
+%1n|:1:+2| f%1n|z+1\+c,zeR,x;él,x;éfZ,x;éfl,j) ln\x71|+11n|x72| +35 1 5 Injz + 2| +¢,
TER, x#1, 2 #2, x#—-2,k) In|z — 2| —In|z — 1| —ﬁ-}-c,xER,x;ﬁl,x;ﬁ?,l) ln|x+2|—ln|a}+1\
+ﬁ+c,x€R,x#fl,x#72,m)éln|x71\féln|x+2|7m+c,z€R,z¢l,x;ﬁf2,n)lln|x+2\
—éln|z—1| +ﬁ+0, T E€R, z#1, x# -2, 0) In|z+1| —lln(ac2+:v+1) +%arctg2’\“/tl +c,
z € R, z# —1, p) %ln|a:—l| —lln(:CQ—x+2) 2\1farctg f +c¢,z€R, x#1,q) 11n|:r;—2\
_1 2 1 2zx—1 1 _ 2x—1
gIn(@® —z+1) 5 arctg == +c TER, x#2, r) In|z+1| — ln(a: x+1)+farctg f +c,

rER, x#—1,5) ln\;v—1| —In |z| + +c,z€ER, x#£0, x#1, t) —

1
1?2532 TG TER, u) 8(z2+4z+6)2

_% 32f arctg 1\}2 +¢, z€R, V) 4(22;1;1;15)2 _8(z32(i11215) —%arctg (r+2)+c¢ z€R,
W) 4?(1_}2%4_3)2 78(;2(_11'2_3) 3 1n|z+3\ 3 ln\:):+1| +c¢,z€ER, x # -1, x # =3, x) W
_m +64f1n\9:+2 f| 64f1n\93+2—f|+c,336R x # 2:|:\/§ a) _*+3z3
-5 —arctgr + ¢, tER, #0, b) I 2)4 +3(z 2)3 +2(z 5z T TER, z#2,¢) — 4(1_1)4 +(z_1)3

2@%1)2 i tezeR 2 A1 d) sigm —5% —15nfe 42 +20( +2) _15@E2)? o 4 9)3

—EHt o weR 42 ¢) sy +2% —5aln e —2| —12(z — 2) -2 2® | seR 3£2 1)
_m—kc,xeR,g) 6(1+I2)3+c,m€R )1n(z+2+«/z2+4z+ 6) +c,

_m—i-c,a:GR, h) —
z €R,j) Injlz+2+ Va2 +4x+6| + ¢, z € (—o0; —3) U (—1; c0), k) ln\x+2+\/a:2+4xf 3| + ¢,
xz € (—o0; =2 —V7) U (=2+7; ), )1n(m+1+\/x2+2x+ 3)+¢ zE€R, m)arcsmr-i-c resp.
farccosz—\;ﬁ+c, resp. 2 arctg VI0-y :I2+4I+ +c,z€(2—+10; 2+ +/10), resp. — arctg 7v1+41++ c,
z€(2—+10; 2+ v/10), x#2, n) arcsin === f 2 | ¢, resp. — arccos 252 f 2 | ¢, resp. 2arctg V2-y ;fz+4z+ +ec,

z€(2—+2; 2+ V?2), resp. *arCtgzim+c z€(2—V2;24V2), z#2,0) 4, p) arcsinz—?+c,

— — A/ —r2
resp. — arccos %2 + ¢, resp. 2arctg ff;m + ¢ x € (—1;5), resp. 7arctg$ + ¢,

z+2 V2-v-al-de—2 |

z € (—1;5), = # 2, q) arcsin 1'\;%2 + ¢, resp. — arccos 5= + ¢, resp. 2arctg -2

¢, © € (=2 —+/2; =2+ /2), resp. —arctgiﬁgf;;zfz +e x € (-2-V2;—24+V2), z # -2, 1)
—z2—4x—3
T+2
faurctgi‘7959027:249373 +c z e (=3;-1), z# -2, 5) %ln|\/2+3:p7\/§\ fﬁln|\/2+3x+\/§\ +c,

T € (f%;oo), x # 2, t) %1n|\/72+3x72| f%1n|\/72+3x+2\ +c z € (%;oo), x # 2, u)

arcsin (z +2) + ¢, resp. —arccos (z + 2) + ¢, resp. 2arctg ! + ¢ x € (—3; —1), resp.

107
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%ln\x/flf&vf\/ﬂ f%1n|\/71731+\/§| + ¢ x € (—o0; f%), z # —1, v) arctg V2+3x + ¢

T € (f% ; 00), w) 2arctgy/1—2z + ¢, z € (—00; %), X) %arctg 7V’1\/§2r + ¢, z€(—o0; f%) 1.1.4 a)

%|ac—1|(x—1)7+c,acER,b)%\x—l|(w—l)8+c,$€R,c)L v';2"'_4'16'~_G—1—111(:16—5-2-1—\/1’2—l—4az—‘,—6)—|—c,
z€R,d) (e42)Voitdets W 7%1n|x+2+\/12 + 4z + 6|+c, z€R, (—o0; —3)U(—1; 00), €) (@+2)Vaiitde—3 VghrM’
—shnlz+24+Vzs+4x—-3|+c, xR, (—o0; —2 — U(—2+ ; 00), n(r+1++vzs+2x+3
! Va2 44 R VT VT £) 1 Va2
pLtDVeideds | o e R, g) @ZAV_eP S0 500 4o e (2 VI0; 24+ VI0), kde g(x) =

_2 _2 V10—+/—22+42+6 \V —z2+4x+6
arcsin \/ﬁ’ resp. — arccos \/ﬁ’ resp. 2arctg Q%= > Tesp. — arctg s T #* 2, h)

(@=2)V -z tde—2 ‘/7;2%72 +g(x) + ¢, € (2—+2;2++2), kde g(x) = arcsin f’ resp. — arccos f’ resp.

2,\/,2743 m . X _2 \/T
2arcty YIEVET RIS rop _ arcty VEEHIER g ) 3, ) BOVERHIES L 900y e, e (<15 5),
Coae _ /a2 V)
kde g(x) = arcsin ”TZ, resp. — arccos %2, resp. 2arctg %, resp. — arctg w T#£2,
\/f
k) M +g(z)+c, x€(=2—+2; =2+ V/2), kde g(x) = arcsin T’ resp. — arccos f ,
V2—/—x2—4x—2 V-2 —4x—2 +2)/ —x2—4
2arctg %, resp. — arctg %, r#£—-2,1) @)% +%g(m)+c, ze(—3; —1),
. /22 _ds_ /22 40—
kde g(z) = arcsin (z + 2), resp. — arccos (z + 2), resp. 2 arctg lzziw, resp. — arctg %,

r#-2,m) —96Vr —1 -24¢x —1 -8/x —1 —3{/(x —1)2 6{3/(:5— 1)5 —192In (=2 + Yo —1) + ¢,
€(1; o), n) 6\/x—1—3\/a:—1—2\/x—1—7\/(m—1)2 $Y(@—1)5 =6In(—1+ ¥z —1)+c, €

(1300),0) 6V —1-3Yz—142Vz -1 -3/ (a-1)2+8 /(2 —1)> -6In (1 + Vo — 1)+c,2€(1; c0).

a 2arctg\/g+c,x€ (05 1), b) 2¢/2F 3z +v8In |2+ 3z — V8| —/8In|v2 + 3z + V8| + ¢,
e(—2; oo) x#2,¢) 22+ 3z —4arctg@+c, :vG(—%; 00), d) 2v/—1 — 2z —2+v/3 arctg 7V71\/§21 +c,
€(—oo ) e) 2¢/1 —2z —2arctg /1 — 2z +c, x€(—00 l), )x\/i—%lnh/i—l\ +%ln\\/f+1|+c,
€(—o0

71>u(0 00), kdet = ZtL g) (x+1)\[+1ln|\f71\ LIn|vVE+1|4c, 2€(—00; —1)U(0; oo),
kde t = -2, h) (z + 2)VE +éln\\ffl\ 7%1n\\f+1|+c, :re(foo;fZ)U(fl;oo) kde ¢ = Zt1,

i) Vita2+c, ze€R, j) —VI—a2+c¢ e (—=1;1), k) (z+ 1)Vt —%1n|\/i—1\ +%ln\\/f+1|+c,
z€(—o0; —2)U(—1; c0), kde t = ii%,l) (z+ 1)Vt +In|Vt—1| —In|[vVt+ 1|+¢, a€(—00; —1)U(1; o),
kdet:z—ﬂ,m)wx/x+l +c¢,z€(-1;00),n) —2yz+2+2In(1+/z) +¢, 2€(0; 0), 0)
5+4\/E—x—4ln(1+\/5)+c,xe(O;oo),p)5—4\/E—r—4ln|—1+\/:?|+c,xe(O;oo),x;él,
q) —6¥z 42z 7%\/515 +$v6m7 +6arctg Yz + ¢, z € (0; 00), 1) 2\/§arctg71+7\/2§§/§ —2In(1+ ¥x)
+In(l— Yz + Jz)+ ¢, 2€(0; 00), 8) 2vVa2+x+ ¢, v € (—o0; —1) U (0; 00), t )21374\/1+13+c,
z € (—1; 00), u) 'x2_1+c x € (—oo; —1) U (1; 00), V) 2‘<z3+1)3 ‘x3+1+c z € (—1; 00),

w) 11n(W+x) flln(\/ﬁfx) f—arctg \/7 +c¢ x€R, x#0, x) Zln|x+ vzt 1|
—71n|;c— vzt = 1| —7arctg \/7+c,x€( 00; —1)U(1; 00),y) mln|\/1—x4+$\4/4—4$4+:v2\

ln|mfxm+mz| f—arctg;w 2f 7“17?479” +c z € (—1;1),
x;éO- a) V1 — 22 +zarcsinz + ¢, x€(—1; 1), b) %\/7712 +2z471 arcsinz + ¢, x € (—1; 1), ¢)
#\/ﬁ +§arcsinx+c z € (—1; 1> d) —v1—22 +zarccosz + ¢, ¢ € (—1; 1), e) ,%W
+21171 arccosr + ¢, xe( 1 1) f) —% +2m +$—arccosx+c r€(-1;1), g) -5 +%arctg:p
—i—— arctgr+c, z€R, h) — & +—arctgm +1 In(x2 +1)+c, z€R, i i) — 1; —%arctgx +% arctgz+c,
r € R, j) —zarctgx +wT+l arctg? x +%ln(:c +1) + ¢, z € R, k) xarccotgx +%ln(x2 +1)4+c¢ z€R,

arctg

2 3 3

1) § +% arccotgz —% arctgz + ¢, © € R, m) % +%- arccotgx —% In(z?+1)+c z€eR, n) —% +2
4 2

& arccotgx +% arctg z+c, € R, 0) x arccotgx + = 2+1 arccotg? x +% In (22 + 1)+¢, € R, p) z arcsin v/t

+v—(x+1)+ec ze(—o00; —1), kde t = 1117 q) warcsin v/t —/x +arctg \/z + ¢, resp. (x + 1) arcsin v/t
—VZ + ¢, £ €(0; 00), kde t =10 zarcsinvt —/z + 1 +2arctg/z + 1 + ¢, resp. (z + 2) arcsin /1
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—Vz+1+4c z € (—1;00), kde t = i—j_%, s) zarcsiny/t ++/—(x +2) +arctg/—(z +2) + ¢, resp.
(z41) arcsin vVt ++/—(z + 2)+c, 2 € (—00; —2), kdet = xil, t) @ arcsin v/t —/2(z — 1) + arctg \/ij-i-c,
resp. (v + 1)arcsinvt —/2(x — 1) + ¢, * € (1; c0), kde ¢t = z—ﬁ, u) zarccosvVt —/—(z +1) + ¢,
z € (—oo; —1), kde t = I'H, v) xarccosv/t ++/x —arctg\/T + ¢, resp. (z + 1)arccos vt ++/z + c,

€(0; 00), kde t = T, w) zarccos vt —/—(x +2) —arctg/—(z +2) + ¢, resp. (x + 1)arccos v/t
—/—(@+2) +¢ x € (—00; —2), kde t = ii%, x) zarccos Vi ++/2(x — 1) —arctg\/%j—l— ¢, resp.
(z + 1) arccos vVt ++/2(x — 1) + ¢, z € (1; o0), kde t = i—;i a) _sin? 2”%":0529” —°°S2z + ¢, resp.

_co>22z +C0§ 2z +c, z€R, b) 3z c0531851n3z cosSzlsém 3z +e, J)ER C) cos 32 sin 3z +25m3z

+c, resp.

sm33:c sm 3z +ec, z€ER, d) 390 +3sm2;c66052x +sm 2x- é:os 2z +ec, z€ER, e) smh4acécosh4ac

i S:L
sinh8x _ x +C resp. oz e e, {L‘ER f) sinh? 2306cosh295 cosh 2z +c, resp. cos]r16 2z cosSQm +e,

16 2
60> 4 o2a s - e 20
resp. 4872 3?6 3616 +e48 + ¢, T €R, g) % 73s1nhaécoshx +smh azcoshzt + ¢, resp. 667 7%
+3—$ +eT 774 +c¢, 2€R, h) xcoshe —sinhz + ¢, z€R, i) (22 + 2) coshax —2zsinhx + c, xeR j)
(x3 +6x)coshx—(3:c +6)sinhz +¢, x€R, k) w +3 +c, resp. Smhﬁz +5 +c, resp. S +2

_ sinh z-cosh® « 2sinh smh T 36 _3971 _ e 3%
247+c,xeR, 1) 3 +55 tc resp. =5 +Smhx+c resp. 24 o+ B 21 o

3z 3 sinh 2z-cosh 2z sinh 2z-cosh® 22 —dw e 8w
z€R, m) ¢ + 16 + 3 + ¢, resp. 128+16 +* T *W+C7xER’n)

zsinha —coshz+c¢, xeR o) (x2+2)sinhaz —2z coshz+c, zER, p) (x3 +6:c)smhx—(3x +6) coshz+c,
ccER. a) — tgm+1 +c¢, TER, $7£—7+k37|' r#5 +kn,k€Z, b) — 3Farctg5g7+c T€R,

—45 +c, resp.

=

T
x#%—l—%T”,kEZ,C) 1n|tg1‘+2 V3| - ln\tg:c+2+\[|+c TER, xF#— 2+k7r x;ég—i-kw,
rx# G +kn, keZ, d) — ln|3tg§—4 f—&— 1 ln\3tg — 447 4¢, zER, 51nx7£ , AT+ 2kT,
keZ, e) 2tgx+c TER, x#k” keZz,f) 3 arctgtgz—‘rc TER, z# 5 +km, k€Z, g) — \}gln\tg%—\/g\

+%ln|tg§+\/3| + ¢, ¢ € R, :c;é:l:Q?7T + 2km, x £ 7 + 2kmw, k € Z, h) %ﬁarctg% + ¢ x € R,
m#%—&-%Tﬁ,keZ, i) —iln|1—20052x|+c,weR,x;é:I:%—er,kEZ,j) —%1n(4—3$ina})+c,x€R,k)
—lln(z—sin3x)+c TER,1) —¢In(4—3cos2z)+c, xER, m) —ASME 4 1n [z —In (2 + 21 — 2?) +c,
€(—1;1),z#0,n) — M ln|z\+ln(2+2m)+c,x€<—1;1),m¢0,o)x—marcsinx+c,
€ (=1;1), p) 2vI—2 +2\/Earcsin\/§+c, xz € (0;1), q) —x — V1 —22arccosz + ¢, :v E (=15 1),
r) —2v/1 -2 +2y/zarccos/x + ¢, = € (0; 1), s) % +c¢ z €R,t) — 4( L 1)
+11n|x71| 771n|x+1\+c z € R, x # =1, u) ,m +%ln:p2 7%ln(x2+1)+c, rE€R, x#0,
v) arctg’ = +c, z€R, w) 7arcc0tg z+c¢ x€R, x) % —%lna)2 +%1n(z2+1)+c, z € R,
90750. 1ln z+¢ z € (0;00), b) l1n2364+c z € R, :1:750 c) 2eV¥ 4,z € (0; c0), d)
In(1+e®)+c, IGR e) — M e T4c,zER,f) % +1 e=2® y¢, zER, m) 51 In|y/2% +4 — 2
21nzln|\/25”7—|—2|—|—c zER n) \f121n|m—\/>| \f121n|\/217+\/>|+c z € R, 0)
fl 21n|\/ﬁ—f| ﬂln21n|\/ﬁ+\[|+6,$€R, g) 2 —1i5I(2°+4) +c, zER, h) £
3ln21n(296+3)+c T€R, i) 5 211)21n(2’“+2)+c z €R, p) 25 arctg /2T — 1 + ¢, mE(O,oo),

q) 1r12aurctg VI e (2; oo) r) \/;Irlzarctg Vf + ¢, € (In23; 0), j) 1nl21n|2171\ -z +c,

z€R, ©#0, k) m1n|2174| —ftozER, x#2,1) 31ann|2“°73| 3 +ec zER, :p;éZ. a)
In |arcsinz| + ¢, z € (—1; 1), £ #0, b) —In|arccosz| + ¢, x € (—1; 1), ¢) 2y/zarctg/zr —In(z+1) + ¢,
z€(0; 00),d) 2ﬁarccotgﬁ+ln(x+1)+c,1’6(0;oo),e)%arctg(?tgm)-{-c,:ceR,:c;ég-i-kTr,keZ,f)
—%arctg(2cotgz)+c, TER, x#km, k€Z,g) 2/—2+ 3z +2In|v/—2 + 3z — 2| —2In|v/—2 + 3z + 2|+c,
z€(2;00), x#2, h) 2¢/=1 = 3z +v2In|v=1 -3z — V2| \fln|\/ﬂ+\[|+c z€(—o0; —1),
x# -1, 1) %anarctg:v+c, x€(0; 00), j) —In(cos?xz ++/1+ cosz?) + ¢, € R, k) \/ 2+1nm +c,
z € (e72; ), 1) arcsinlnz + ¢, x € (e7';e), m) In|z| 7fln\27z +2m\ + ¢ z € R,

z#0,n) Injz| —3n24+2%+2vV1+23+a6|+¢, 2€R, ©#0, 0) 1In(1—2Vz —2?) +arctgivx
77I+V;712 +c,z€(0;1),p) x 7% +%ln\217 1—2Vz2 — x| +%vx2 —z+c, z€(—o0; 0)U(1; 00),

arctg x
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q) r +V3x+4 —%3/(31:—}—4)2 —In(1+ Y3x+4) + ¢, = € (—%;oo), r) —2v1+4+xz—22 +In|z
—In|24+z+2V1+z—22|+ec ze(ﬂ; %), x#0, s) 6arctg vVt —4vVt =1 — 22 +¢, ze(—1; 1),
kde t = ﬁ—i,t) 4t —6arctg vVt +V1 — 22 +c, x€(—1; 1), kde t = ifz 1.1.11} a) %u, 1|7 (z—1)+c,
z # 0, e) —% —&:%lr;:c—i—c, z € (0; 00), f) —% —i—%lnx—i—c, z € (0; 00), g) —% —i—:;lnag-i— c,
z€(0; 00), h) —% +% Inz+c¢, 2€(0; 00), i) (z4+DIn(z+1)" =Tz +c, z€(—1; o), j) 22% —%lnx
+§ln2az+c, z € (0; 00), k) % f%lnm +%ln2x+c, z € (0; 00), 1) % 7%lnx +%ln2x+c,
z € (0;00), m) 2z — 3)In(2z—3)2 —4x + ¢, 2 € R, = # %, n) zln(z?+1) -2z +2arctga + c,
z€R, 0) (2Vx5 —1022 +40V23 —120z +240\/z —240)eV? ¢, z € (0; 00), p) (22 —4y/T +4) V™ +¢,
2 €(0;00), a) 55 V(22 =3)10 + ¢, z € (5500, 1) —75Y/(B-22)% + ¢, z€(—00; 3), ) —(a® +3a2
+6z +5)e" " +¢, t€R, t) * —e Tarcsine” —In(1+ V1 —e2®) ¢, z€(—00;0), u) e tg5 +¢, zER,

o (sin 41 ®(sinz—1)

T # 7w+ 2kw, k€ Z, V) %,IGR,I;&%JrkW, k€ Z, W)2 %,xeR,x;ﬁ%Jrkﬂ',
ke Z, x) —e Tarctge® 7%1n (€72 41) + ¢, z € R.[1.1.12, a) 721473 cos2z +35sin2z +c¢, x€R, b)
322 —6)sinz —(2® —6x —1)cosz+c¢, z€R, ¢) (3z2 —6)cosz +(x% —6x — 1)sinz+¢, z€R, d) £ cos 2z

2
+# sin2z+c, tER, e) 7% cos 3z +% sin3z+c, z€R, f) % cos 3z +% sin 3z+c,
4 4 2

2€R,g) JIntg2z+c,x€R, o# 50 ke z, h) D1y (¢ 4 1)6 ~3EEDT 9z q1)3 2T 654 1)
5 4

—iln (z+1)04+c, zeR, z#—1,1) 72"72_4%_1 e 4c, t€R, ) (x—1)5In(z+1) —Ltl) +75(x;1)

~80EHD® 4 40(241)2 —80(z+1) +321n (2 + 1)+e, z€(—1; 00), k) — 2 /(1 — 267 )3+¢, z€ (—o00; —In2)
3 3 3 2 ' ’ 6 ’ 3 6 y 5 7r 4’
1) % In(l-z) 35 -5 —§ +¢ z€(~00; —1), m) Lzl) In (z —2)* 7(:5;2) 712(1572) 74"(“”272)

—120(z — 2)3 —405(z — 2)2 —972(z — 2)qg — 2431In (z — 2)2 4+ ¢, ER, £#2, n) 9122# &3 ¢, zER, 0)

2/(0+e*)3 +¢, zER.
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