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Zakladné pojmy

Vyroky, kvantifikdtory a sumacné symboly

Logika sa zaobera stidiom formalnych vlastnosti myslienky a stanovuje pravidla
spravneho, t. j. logického usudzovania. Na vyjadrenie myslienok pouzivame jazyk, ktory
sa skladd z vyrazov. Vyrazy moézu byt jednoduché alebo zlozené, ktoré sa tvoria z jed-
noduchych pomocou syntaktickych pravidiel jazyka. V zivom jazyku st vyrazmi slova a
vety. Vyrazy sa rozdeluju na konstanty a premenné. Konstanty su vyrazy, ktoré maju
nemenny (t. j. konstantny) vyznam. Premenné st vyrazy, ktorych vyznam sa moze
menit a v pripade potreby ich mézeme nahradit konstantami.
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Tabulka 0.0.1: Grécka abeceda

Vyrok je vyraz, ktory vyjadruje pravdivi alebo nepravdivi myslienku, preto ich
delime na pravdivé a nepravdivé. Kritériom pravdivosti je zhoda so skutoc¢nostou a
nemdze byt zdroven pravdivy a nepravdivy. Gramaticky je vyrok oznamovacia vetaE|

Vyrazy, ktoré obsahuji premenné, nazyvame vyrokové formy. Vyrokova forma nie je
vyrok, ale vyrok z nej vznikne, ak nahradime vSetky premenné pripustnymi konstantami.
Napr. ,2+ 3 =z “ je vyrokova forma a ,2 + 3 = 4“ je nepravdivy vyrok.

Vyrok vyjadruje pravdivi alebo nepravdivi myslienku, preto je vhodné zaviest po-
jem pravdivostna, resp. logicka hodnota vyroku. Pre pravdivy vyrok definujeme
pravdivostni hodnotu pravda (P) a pre nepravdivy vyrok pravdivostni hodnotu ne-
pravda (N)P] Pravdivostnt hodnotu vyroku p budeme oznacovat |p).

Vyrokovy pocet sa zaoberd pravdivostnou hodnotou zlozenych vyrokov, ktoré su
vytvorené z inych vyrokov pomocou logickych operacii. Zakladné logické operacie su
negécia vyroku, konjunkcia, disjunkcia, implikdcia a ekvivalencia vyrokov (tab. .

10d gramatickej vety je nutné odlisovat matematickii vetu. Je to pravdivy vyrok o matematickych
objektoch a vztahoch medzi nimi, ktory je dokdzany (napr. binomickd veta, Pytagorova veta, ...)
2Tiez sa pouziva 1, A (dno), T (true), Y (yes), resp. 0, N (nie), F (false), N (no).



Zékladné pojmy 3

Negacia vyroku p sa tvori vyrazmi ,nie je pravda, ze p“, ,nie je pravda, Ze plati p*“,
wnie p“, . non p“a podobne. Negaciu vyroku p oznacujeme p, pripadne p'.

Vyrok a jeho negacia maji opa¢né pravdivostné hodnoty. Dalej je zrejmé, ze negaciou
negécie vyroku p je pévodny vyrok p, t. j. (p) = D.

Konjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,,a“, oznacujeme ju p A g, resp.
p&q a citame ,p a q“, ,p a sicasne q“, ,p konjunkcia q“, ,konjunkcia vyrokovp a q“ a
podobne. Konjunkcia je pravdivé iba v pripade, ze st pravdivé oba vyroky.

Disjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,alebo“, oznacujeme ju pV ¢
(skratka z latinského vel — alebo) a ¢itame ,p alebo q“, ,p vel ¢, ,disjunkcia vyrokov
p, q ¢ a podobne. Disjunkcia je pravdiva, ak je pravdivy aspon jeden z vyrokov.

Implikacia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou slov: Ak (plati) ..., potom (plati) ... «.
Oznacujeme ju p = q a ¢itame ,Z p vyplyva q¢“, ,p potom q*, ,Ak plati p, potom plati
q“, ,p je nutnd podmienka pre q“ .q je postacujica podmienka pre p“. Vyrok p sa
nazyva podmieniujici (predpoklad) a ¢ podmieneny (zéver). Implikécia je nepravdivé iba
v pripade |p| = P a |¢q| = N.

Ekvivalencia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou konstrukcie: ,,... (plati) prave vtedy,
ak (plati) ... “. Oznacujeme ju p < ¢, pripadne p ~ ¢ alebo p = ¢ a ¢itame ,p (plati)
prave vtedy, ak (plati) q¥, ,p plati vtedy a len vtedy, ak plati ¢, ,Z p vyplyva q a
naopak z q vyplyva p“, ,p je nutna podmienka a siicasne postacujica podmienka pre g
a podobne. Ekvivalencia p < ¢ je pravdiva v pripade, ze |p| = |¢| a mdZeme ju nahradit
zlozenym vyrokom (p = ¢q) A (¢ = p).

p P | pPANq | gAp | pPVq | qVp | P=q | q=P | P=q | g
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Tabulka 0.0.2: Pravdivostné hodnoty zlozenych vyrokov

Nemad zmysel hovorit o pravdivosti vyrokovej formy, pretoze obsahuje premenné. Ale
ma zmysel uvazovat, pre aké premenné vznikne pravdivy alebo nepravdivy vyrok. Tau-
tolégia je vyrokova forma, ktord po nahradeni vSetkych premennych konstantami dava
vzdy pravdivy vyrok. Naopak z kontraindikacie vznikne vzdy nepravdivy vyrok.
Teraz uvedieme niektoré dolezité tautologie.

Zakon dvojitej negacie: p < P, t.j. papmajirovnaki pravdivostni hodnotu.
Zakon vylicenia tretieho: pVp, t.j. bud plati vyrok p alebo jeho negacia p.
Zakon sporu: pADp, t.]j.nemdze byt vyrok p pravdivy a zaroven nepravdivy.
Zikony de Morganove: pVg< (DAq), vresp. pAg< (PVQ).

Zikon hypotetického sylogizmu: [(p=¢)A(¢=71)] = (p=71).

Zakon transpozicie: (p = ¢) < (¢ = D), t.]j. obratend implikacia.
Komutativne zdkony: (pAq)< (qAp), (®PVaq < (qVp).

Asociativne zakony: [(pAg) Ar]< pA(gAT)], [(pVaVr]<pV(gVr).
Distributivne zdkony: pA(¢Vr) < [(pAq)V (pAT)], pV(gATr) < [(PV ) A(pVT)].
Vztah ekvivalencie a implikdcie: [p < q] < [(p=q) A (¢ = Dp)]-
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Zékladné pojmy 4

e Negicia implikacie: p=g¢< (pAq), t.j. princip dékazu sporom.

V matematike casto skimame, ¢i je nejaky vyrok pravdivy vseobecne, t. j. platny pre
vsetky prvky z oboru tuvahy, alebo iba pre niektoré prvky, pripadne iba pre prave jeden
prvok. Na druhej strane nas niekedy zaujima, ¢i existuje aspon jeden prvok, pre ktory je
tento vyrok pravdivy. Hovorime, ze vyrok kvantifikujeme.

Ak danu vlastnost alebo dany vztah spiﬁajﬁ vsetky prvky z oboru uvahy, kvan-
tifikujeme dany vyrok vSeobecnym kvantifikatorom. Oznacujeme ho symbolom V a
vyjadrujeme ho slovami ,kazdy“, ,vsetky“, ,Ziadny“ a podobne.

Ak dant vlastnost alebo dany vztah spliia aspon jeden prvok z oboru tvahy, kvan-
tifikujeme vyrok existencnym kvantifikatorom. Oznacujeme ho symbolom 3 a vyjad-
rujeme ho slovami ,existuje”, ,jestvuje*, ,niektoré“, ,aspon jeden“ a podobne

Symbolom 3! vyjadrujeme, ze danu vlastnost alebo dany vztah splna prave jeden
prvok (aspoii jeden a najviac jeden). Namiesto oznacenia 3z sa pouziva fz.

Ozna¢me symbolom F(x) skutoc¢nost, ze prvok x m4 vlastnost F' (napr. Ze prvok x
patri do nejakej mnoziny F'). Kvantifikdcia sa vzdy vztahuje k oboru kvantifikicie, t. j.
k mnozine premennych prvkov x. Ak pouzijeme kvantifikdtor, potom viazeme premennii
na ttito mnozinu a z vyrokovej formy F(z) sa stava vyrok.

Vx F(x) ,Pre vSetky x, pre ktoré plati F(x).“ t. j. ,Kazdé x md vlastnost F.*

Va F(z) ,Nie je pravda, Ze kazdé x ma vlastnost F.“, t. j. ,Nie kazdé x m4d vlast-
nost F.“ t.j. ,Existuje aspon jedno x, ktoré nema vlastnost F.*.

Va F(x) ,Nie kazdé x ma vlastnost F.“ t. j. ,Existuje x, ktoré nemd vlastnost F.*.

Va F(z) ,Pre kazdé x plati, Ze nem4 vlastnost F.“ t. j. ,Kazdé x nem4 vlastnost F.*.
V hovorovej re¢i pouzijeme dvojitti negaciu: ,Ziadne x nema vlastnost F'. .

Va F(z) ,Nie kazdé x nemé vlastnost F.“ t.j. ,Neplati, e kazdé x nema vlastnost F.“.
Jx F(x) ,Existuje aspoii jedno x, ktoré md vlastnost F.“
dx F(x) ,Nie je pravda, ze existuje x, ktoré ma vilastnost F.“, t. j. ,Neexistuje x, ktoré

ma vlastnost F.“ t.j. ,Kazdé r nema vlastnost F.*.

Jz F(x) ,Neexistuje z, ktoré ma vlastnost F.“ t.j. ,Kazdé x nema vlastnost F.*.

Jz F(x) ,Existuje aspoil jedno x, ktoré nem4 vlastnost F.“

3z F(z) ,Neexistuje x, ktoré nema vlastnost F.“

Z predchédzajiceho vyplyva, ze Va F(z), Vo F(z) a 3z F(z), resp. 3z F(x), Iz F(z) a
Va F(z) vyjadruja tie isté vyroky. To znamend, ze negicia kvantifikitora je ekvivalentnd
negécii kvantifikovaného vyroku a ze pri negacii vyroku sa menia kvantifikatory navzajom
a vyrokova forma sa meni na svoju negéciu.

Znak > (velké grécke sigma) sa pouziva na zjednodusSenie zépisu sic¢tu s mnohymi
s¢itancami. Ich pocet moéze byt konecny ale aj nekonecny. Tento stcet zapisujeme v tvare

n (oo}
DG =0+ Ggq1 -t an_1 Ay, TSP, Y a5 = a5+ asp1 + Ao+ Az
j=s j=s
a ¢itame suma (stcet) a; pre j=s az n, resp. az do nekonecna.
Na zjednodusenie sic¢inu pouzivame analogicky znak ] (velké grécke pi). PiSeme

[ee]
I1 a5 = Qs * As41 " Ap—1* Ap, TESP. II Aj = Qs " As41 * As42 * As43 "
j=s Jj=s
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Zékladné pojmy 5

a Citame siaéin (produkt) a; pre j=s az n, resp. az do nekoneéna.

Pismeno j nazgvame scitaci/ndsobiaci index, s € Z nazgvame dolna hranica a
n€ Z, resp. oo nazyvame hornd hranica pre séitanie/nasobenie. Za j dosadzujeme
postupne celoéiselné hodnoty od dolnej hranice po hornti hranicu (vratane hranic).

Nekone¢né sumy sa nazyvaju ¢iselné rady. Sucin n! = H;.Lzl j =123---n nazyvame
faktorial ¢isla ne N a ¢ftame n faktorial. Specidlne pre n=0 definujeme 0!=1.

Zakladné prvky matematickej teoérie

Hlavnym znakom stcasnej matematiky je, ze svoje jednotlivé discipliny buduje axi-
omaticky. Na zaiatku si najjednoduchsie pojmy (tzv. primitivne) a sibory viet (axi-
6my), o ktorych predpokladdme, Ze platia a nedokazujeme ich.

Vyber primitivnych pojmov a axiém je ovplyvneny réznymi podmienkami a hlavne
ucelom, pre ktory sa disciplina buduje. Najdodlezitejsia je podmienka bezspornosti
systému. To znamenad, ze v sytéme nemoéozeme odvodif vyrok a zaroven jeho negiciu.
Na tomto zadklade definujeme pomocou definicii nové pojmy a pomocou uz dokézanych
(. j. platngch) viet formulujeme a dokazujeme vety nové. Struktiiru matematiky mozeme
charakterizovat trojicou zakladnych kamenov, ktoré nazyvame definicia, veta a dokaz.

Definicia urcuje vyznam zaviddzaného pojmu pomocou uz zndmych pojmov.

Veta (poucka, tvrdenie, lema, pravidlo) je pravdivy vyrok o matematickych ob-
jektoch a vztahoch medzi nimi, ktory je dokazany, resp. nie sii o nom pochybnosti. Pra-
vidlom nazyvame oby¢ajne vetu, ktord obsahuje nédvod na dals{ postup (napr. konstruk-
ciu danych objektov). Lemy (pomocné vety) maji pomocny vyznam.

Dokaz vety, resp. daného tvrdenia je logicky proces, ktorého cielom je ukazat prav-
divost tvrdenia pomocou axiém, definicii a uz predtym dokazanych viet.

Priamy dékaz sa pouziva pri dokazovani platnosti viet tvaru p = ¢ (ak plat{ vyrok
p, potom plati vyrok ¢). Predpokladdme, Zze vyrok p je pravdivy a pomocou definicii,
axiom a uz dokazanych viet postupne ukazeme, ze plati vyrok q.

Nepriamy dokaz sa tiez pouziva pri dokazovani platnosti viet tvaru p = ¢. Nedoka-
zujeme povodny, ale nejaky ekvivalentny vyrok (napr. obratent implikdciu § = p) alebo
neplatnost negécie povodného vyroku (dokaz sporom — predpokladdme platnost negécie
p A q a ukdzeme jej nepravdivost, t. j. dospejeme ku sporu).

Matematicka indukcia je doélezity prostriedok na dokazovanie tvrdenia, ze prvky
danej mnoziny (najcastejsie V) spltiaji nejakt vlastnost F, t. j. Vne N,n > ng: F(n),
kde ng € N je vopred dané c¢islo. Samotny dokaz pozostava z krokov 1, 2 a zaveru:

Krok 1: UkéZeme, Ze tvrdenie F je splnené pre prvy prvok n=ng, t. j. Ze plati F(ng).

Krok 2: Predpokladame, ze tvrdenie F' plati pre nejaké prirodzené ¢islo n =k > ng
a (za tohto predpokladu) dokéZzeme, Ze tvrdenie F' plati aj pre nasledujice
prirodzené ¢islo n=k+1. Takze dokdzeme implikdciu F (k) = F(k+1).

Zdver:  V kroku 1 sme ukézali, Ze plati F(ng). Z kroku 2 vyplyva platnost F(no+1).
Z tohto opét na zdklade kroku 2 vyplyva platnost F'(ng+2), F(ngo+3) atd.
Potom je tvrdenie F' splnené pre vsetky prirodzené cisla n > nyg.

Nie vsSetky tvrdenia sa daji dokdzat uvedenymi spdsobmi. Ak potrebujeme overit
existenciu nejakého objektu (Jz F(x)), potom ndm stac¢i najst jeden prvok, pre ktoré F
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Zékladné pojmy 6

plati — existenény dokaz. Na vyvrdtenie pravdivosti vyroku Va F(z) postadi jeden
prvok, pre ktory vlastnost F neplati — kontrapriklad. Ak potrebujeme zostrojit objekt
s danymi vlastnostami, takyto postup nazyvame konstruktivny dékaz.

Priklad 0.0.1. Dokéazte matematickou indukciou, ze pre vsetky n€ N plati nasledujici
vztah 14345+ -+ (2n—1) =

RieSenie.
Oznaéme F(n) = 1+3+5+---+(2n—1). Takze mame ukazat rovnost F(n)=n?.
Krok 1 [F(1)=12]: Plat{ trividlne, pretoze F(1)=1=12

Krok 2 [F(k)=k? = F(k+1)=(k+1)?]: F(k)=k* =
Fk+1) =143+ + (2k—1) + (2k+1) = F(k) + (2k+1) = k2 +2k+1 = (k+1)%. m

Mnoziny

Pod pojmom mnozina rozumieme neusporiadany sibor (skupinu, sihrn) predmetov
(veci, pojmov, &isel, ... ), ktoré nazgvame prvky mnoziny. MnozZiny sa obvykle oznacuji
velkymi pismenami a ich prvky sa ohrani¢uji zloZenymi zdtvorkami { }. Symbolmi € a ¢
vyjadrujeme, zZe prvok patri alebo nepatri do danej mnoziny.

Mnozinu povazujeme za dant, ak o kazdom predmete je urcené, ¢i do nej patri
alebo nepatri. Mnozinu definujeme vyjadrenim vsetkych jej prvkov, napriklad zapismi

A = {zoznam prvkov} = {z: podmienky pre z}.

Ak ma mnozina konecny pocet prvkov, nazyva sa konecnd mnozina. Ak nie je
konecna, nazyva sa nekonec¢na mnozina.

Hovorime, ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B ak, kazdy prvok mnoziny A
patri aj do mnoziny B a zapisujeme A C B. V opa¢nom pripade zapisujeme A ¢ B.

Hovorime, ze mnoziny A a B sa rovnaju (st totozné), ozn. A = B, ak maji rov-
naké prvky, t. j. ak A C B a zarovenn B C A. V opacnom pripade hovorime, Zze mnoziny
A a B st rozne (nerovnaja sa) a zapisujeme A # B.

Mnozinu, ktora neobsahuje ziadne prvky, nazyvame prazdna mnozina a oznacujeme
ju 0, pripadne {}. 0 je podmnozinou kazdej mnoziny a je koneéna.

Moze sa stat, ze prvkami mnoziny st opat mnoziny, napr. mnozina vsetkych podmno-
7in danej mnoziny A, tzv. potenénd mnozina mnoziny A 24 = {B: B C A}.

Prienikom mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vsetky prvky patriace
do mnoziny A a zaroven do mnoziny B, t. j. ANB = {x: x € A A x € B}. Ak pre mnoZiny
A, B plati AN B = (), potom ich nazyvame disjunktné.

Zjednotenim (sti¢tom) mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktord obsahuje vSetky
prvky patriace do mnoziny A alebo do mnoziny B, t. j. AUB = {x: x€ AV z€ B}.

Rozdielom mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vsetky prvky patriace
do mnoziny A a zdroven nepatriace do mnoziny B, t. j. A— B ={x: xt€ AANx ¢ B}.

Nech A C X. Doplnkom (komplementom, doplnkovou, resp. komplementar-
nou mnozinou) mnoziny A do mnoziny X nazyvame mnozinu A’ = X — A. Mnoziny
A a A’ sa nazyvaji doplnkové (komplementarne) vzhladom na mnozinu X.
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Zékladné pojmy 7

A B A B A X
l/ l/ \\ \\ l/ A

{ — ] {

\\ \\ /’ /I \\
ANB AUB A—-B A=X-A

Obr. 0.0.1: Prienik, zjednotenie, rozdiel a doplnok mnozin

Kartezianskym siG¢inom mnozin A a B nazyvame AxB = {[z;y] : € A, y€ B}.
Vyraz [z;y] sa nazyva usporiadana dvojica prvkov z a vy, pretoze zdlezi na poradi
prvkov z a y. Usporiadané dvojice [x1;y1] a [22; y2] sa rovnaja, ak plati 1 = 2, y1 = ya.

Podobne pre n€ N nazyvame vyraz [£1; X2;...;T,] usporiadana n-tica a mnozinu
Ay x---x A, = {[.Tl;l'?;...;xn}: xleAl,.’BQEAQ,...,.’EnEAn}
kartezianskym stc¢inom mnozin Ay, Ao, ... A,. Pre Ay=A=---=A,, = A zjedno-

dugene piseme Ax Ax---x A= A" t.j. A= AL, AxA = A%, AxAx A= A3

Veta 0.0.1. Nech X # (), A, B, C st lubovoIné mnoziny, potom plati:
AUD=A, AnD=0,0—-A=0, AnB=BNA, AUB=DBUA,
AN(BNC)=(AnB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC,
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUuB)N(AU(),
A,BCX = (ANB) =A"UB, (AUB) =AnNB, X' =0,0 =X, (A) = A

Binarnou relaciou medzi mnozinami A+#() a B +#() nazyvame kazdi podmnozinu
kartezidnskeho stc¢inu A x B. Slovo binarna ¢asto vynechavame. Ak T'C A x B, potom
skutocnost, ze prvok [z;y] patri do reldcie T', zapisujeme [x;y] €T, resp. xTy.

Jednym zo zékladnych pojmov v matematike je pojem zobrazenie (v matematickej
analyze sa uprednostiiuje nazov funkcia). Nech A#(), B+# 0. Zobrazenim (funkciou)
z mnoziny A do mnoziny B nazyvame kazdu relaciu f C A x B taku, ze pre kazdé
x € A existuje najviac jedno y € B, ze [z;y| € f.

Prvok z € A sa nazyva vzor (nezavisla premennd). Prislusné y = f(z) sa nazyva
obraz prvku z v zobrazeni f (zavisla premennd), resp. hodnota zobrazenia f
v bode z (funkéni hodnota v bode x).

Mnozinu D(f) vSetkych z € A, pre ktoré existuje y = f(z) € B, nazyvame defini¢ny
obor zobrazenia f. Mnozinu H (f) vSetkych obrazov y € B, pre ktoré existuje vzor x € A
taky, ze y= f(x), nazyvame obor hodnét zobrazenia f. To znamend, Ze

D(f) ={zcA: yeB,[x;ylef},  H(f)={yeB:3weD(f)[xylef}.
Namiesto zépisov [z;y] € f a xfy sa CastejSie pouzivaji zapisy
frx—=y,  resp. y=f(z), resp. y=f(z): D(f) = B.
Ak D(f) = A, potom f nazyvame zobrazenie zobrazujice mnozinu A do mno-

ziny B a znadime y = f(z): A — B, resp. f: A — B. Mnozinu f(C) = {f(z): z€C}
nazyvame obraz mnoziny C' C D(f) v zobrazeni f.
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Zékladné pojmy 8

Poznamka 0.0.1. Ak definicny obor nie je zadany, potom pod D(f) rozumieme mnoZinu
vSetkyjch x, pre ktoré existuje y= f(x) (t. j. mazimdlnu mozZnid mnoZinu vzorov).

Obor hodnot funkcie f je mnoZina H(f) = {f(x): x€D(f)}, takze zdpisom y = f(z),
x€D(f) je zdaroven urceny aj obor hodnét H(f). To znamend, Ze zdpis y= f(x), x € D(f)
a zdpis y=f(x): D(f) — H(f) su ekvivalentné.

Funkciu y = f(z) tvoria usporiadané dvojice [x; f(z)], takZe ju mézeme v rovine R2
zobrazit v pravouhlom stradnicovom systémg’|ako mnozinu bodov s tymito strad-
nicami. Txato mnozinu {[m,y] ER?*:2eD(f), y= f(ac)} nazyvame graf funkcie f.

Karteziansky stradnicovy systém sa skladé z z-ovej a na 11u kolmej y-ovej (stradni-
covej) osi. Ich prieseénik oznacujeme 0 alebo O a nazyvame pociatok stiradnicového
systému. Kazdému bodu X € R? je priradend dvojica hodnodt [z;y], ktoré nazgvame
2-0vA stradnica a y-ova suradnica (obr. .

Y Yy
I [22; y2] = Xo
, 2
T Y2
) X
/2 -1 (;WQ T2 e 1 .
X1 =[z1;91]  F-1 -3 —2 —1 0| 1v22 3
Obr. 0.0.2: Kartezidnsky systém Obr. 0.0.3: Dirichletova funkcia x(z)

Geometrickd interpretacia funkcie ndAm v mnohych pripadoch pomdze pri skimani jej
vlastnosti. Pojem grafu je ale u mnohych Iudi spojeny s pojmom krivka, t. j. ,stuvisla
ciara“. Tato predstava je ale zavadzajuca. Existuju funkcie, ktorych grafy maja velmi
malo spolo¢né s touto predstavou, dokonca sa daji velmi fazko nakreslit. Prikladom je
Dirichletova funkcia x (obr. definovand y(z) =1 pre z€Q, x(z) =0 pre z€1.

f: A — B je injektivne zobrazenie (injekcia, prosté zobrazenie), ak dvom
roznym vzorom z mnoziny A prislichaji rézne obrazy z mnoziny B t. j. V1,22 € A,
x1 #£xo = f(x1)# f(x2), resp. ak rovnaké obrazy maji rovnaké vzory, t. j. Vo, z0 € A,
f(z1)=f(z2) = x1 =22 (obratend implikdcia).

f: A — B je surjektivne zobrazenie (surjekcia, zobrazenie na mnozinu B),
ak ku kazdému obrazu z mnoziny B existuje vzor z mnoziny A, t. j. ak f(A) = B. To
znamend, ak plati: Vye B Jz€ A: y = f(z).

Hovorime, Ze f: A — B je bijektivne zobrazenie (bijekcia, jednojednoznacéné
zobrazenie), ak je injektivne a zaroven surjektivne (prosté na mnozinu B).

Je zrejmé, ze ak je zobrazenie y = f(z), x € D(f), t. j. f: D(f) — H(f) injektivne,
potom je zaroven aj surjektivne, t. j. je bijektivne.

Zobrazenia st mnoziny usporiadanych dvojic, takZze ich rovnost musime chapat
ako rovnost mnozin. Inymi slovami f = g prave vtedy, ak [z;y] € f < [z;y] € 9. To
znamend, ze zobrazenie f, = € D(f) sa rovna zobrazeniu g, z € D(g) prave vtedy,
ak D(f) = D(g) a pre vSetky z € D(f) plati f(z) = g(z).

Nech M C D(f) N D(g), potom zobrazenie f, € D(f) sa rovna zobrazeniu g,
x € D(g) na mnozine M préave vtedy, ak pre vSetky x € M plati f(x) = g(x).

3Tiez sa azyva kartezidnsky sturadnicovy systém.
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Zékladné pojmy 9
p q T s p q T p q T p q T
f1>§< f2>§< f3>% f4>§<
L]
a b c a b c d a b c d a b c

Obr. 0.0.4: Injekcie f1, sujekcie fa, f3 a bijekcia f,

Nech f: A— B, g: C — D, pricom H(f) C C. Potom zobrazenie F': A — D, ktoré
kazdému z € A priradi hodnotu z=g(y) € D, kde y= f(z), nazyvame zlozené zobrazenie
(kompozicia, resp. zloZenie) zobrazeni [ a g. Zlozené zobrazenie zapisujeme

F=g(f)=feg, resp. F(z)=g[f(x)]=I[fogl(x), zeD(f).

Zobrazenie f nazyvame vnutorna zlozka a g vonkajsia zlozka zobrazenia g(f). Ak
su funkcie zadané analyticky u = f(z), y = g(u), potom do vzorca pre g(f) staci za u
dosadit f(z). Hovorime, 7e vykonavame substiticiu premennej u vyrazom f(x).

/t t z z °z
d °s s d s d
cCe——sor r Y c > Y c:>~y
b e q q b q b
a:;.p P T ag—,m a.;,.m

/ 9 f g F=g(f)
Obr. 0.0.5: Zlozené zobrazenie F = g(f)

Identickym zobrazenim (identitou) nazyvame zobrazenie f(x) = x, z € D(f). Je
zrejmé, ze identita je injektivna a zaroven surjektivna, t. j. bijektivna.

Ak je y= f(x): A— B bijektivne, potom existuje zobrazenie x=f~1(y): B— A také,
ze plati [x;y] € f < [y;z] € f~1. Zobrazenie f~! nazyvame inverznym k zobrazeniu f.
Zrejme plati (f~1)~! = f. KedZe sa [z;y] € f a [y;2] € f~! liSia iba poradim prvkov, st
grafy funkeif f a f~! osovo stimerné podla priamky y = x (obr. .

Spravidla sa dodrziava dohoda, Ze argument funkcie f a inverznej funkcie f~! zna¢ime
rovnakym symbolom. Preto namiesto z = f~1(y) piSeme y = f~1(z).

Postupnostou nazyvame lubovolné zobrazenie f s defini¢cnym oborom N, t. j.

f=Alnfn)] i neN} ={[L F(D], 2, /)], B fB)], .-, [ f(n)], ..}
Pre jednoduchost oznaéime f(n)=a,, n€ N a postupnost f budeme zapisovat
F={rQ), £(2), f(3), ..., f(n), ...} ={a1, az, az, ..., an, ...} ={an},—; -
kde a,, neN nazyvameﬂ ¢leny postupnosti {a,} ~ . Obor hodnot H(f), t. j. mnozinu

n=1"
hodndt, ktoré nadobidaji a,, nazfvame mnozina hodnét postupnosti {a,} .

4Kazdy ¢len an, n€ N predstavuje usporiadani dvojicu [n;an], t. j. vzor a, je uréeny jeho poradim.
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Zékladné pojmy 10

Y g
glf]
g(u) = glf(@)]
u = f(z)
F=="
0 u T s
Obr. 0.0.6: Graf zlozenej funkcie Obr. 0.0.7: Graf inverznej funkcie

Veta 0.0.2. Ak st funkcie f: A— B, g: B— C bijekcie, potom aj funkcie g[f]: A—C,
—1.

: B— A su bijekcie.

Hovorime, ze mnozina A je ekvivalentna s mnozinou B, ozn. A ~ B, ak existuje
bijekcia f: A — B. Ak mnozZiny A a B nie si ekvivalentné, potom piSeme A 4 B.

Ak A ~ B, potom tiez hovorime, ze mnoziny A a B maji rovnaki mohutnost.
Ak existuje injekcia, ale neexistuje bijekcia (t. j. surjekcia) A — B, hovorime, Ze mnozina

Mnozina A sa nazyva nekonecne spocitatelna, ak je ekvivalentnd s mnozinou pri-
rodzenych ¢isel, t. j. ak A ~ N. Ak je A nekonecne spocitatelnd alebo koneénd, nazyvame
ju spocitatelna. Ak A nie je spocitatelnd, nazyvame ju nespocitatelna.

Mnozina moZe byt kone¢nd, nekoneénd, spocitatelna alebo nespocitatelnd (tab. .
Ak st mnoziny A, B spocitatelné, potom si AU B, Ax B, C'C A spocitatelné.

mnozina {

Tabulka 0.0.3: Konecnd, nekonecné, spocitatelna, nespocitatelnd mnozina

., ( prazdna
konecna {

konecne spocitatelna } spocitatelna
nekonecne spocitatelna } mnozina

nekonecnd { ¥ w
nespocitatelnd

Nech A C R. Ak pre vsetky = € A plati x < a, resp. b < z, potom ¢islo a € R, resp.
b € R nazyvame horné, resp. dolné ohranicenie mnoziny A. MnozZinu A nazyvame
zhora [resp. zdola] ohranic¢ena. Ak je A ohranic¢end zdola a aj zhora, potom sa nazyva
ohranicena. Ak mnoZina A nie je ohranicend zhora [resp. zdola], nazyva sa neohrani-
¢ena zhora [resp. neohranicend zdola]. Ak A nie je ohranifend, t. j. nie je ohranic¢end
zhora alebo nie je ohranicend zdola, nazyva sa neohranicena.

Nech A C R. Ak a€ R je horné [resp. dolné] ohranicenie mnoziny A a zaroven a € A,

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

Zékladné pojmy 11

potom a nazyvame najvacsi prvok (maximum) [resp. najmensi prvok (minimum)]
mnoziny A a oznacujeme a = max A [resp. a = min A].

Najmensie z hornych ohraniceni nazyvame suprémum a najvicsie z dolnych ohrani-
¢eni nazyvame infimum mnoziny A, ozna¢ujeme sup A a inf A.

Cisla 1, 2=1+1,3=2+1,4=3+1, ..., n=(n—1)+1, ... nazyvame prirodzené. Mno-
zinu vsSetkych prirodzenych cisel oznacujeme N. Celymi ¢islami nazyvame ¢isla,
ktoré sa daju zapisat ako rozdiel dvoch prirodzenych ¢isel. Mnozinu vsetkych celych
¢isel oznacujeme Z. Do mnoziny Z patria vsetky prirodzené ¢isla, vsetky ¢isla k nim
opacné a ¢islo 0. V mnozine Z nie je vo vseobecnosti definovany podiel ¢isel. Kazdé ¢islo,
ktoré sa da vyjadrit ako m/n, kde me€ Z, n€ N sa nazyva raciondlne ¢islo. Mnozinu
vietkych raciondlnych ¢isel ozna¢ujeme Q. Cisla, ktoré nie sii racionalne, nazyvame
iracionélne (napr. v/2, e, 7). Minozinu vsetkych iracionalnych éisel oznacujeme 1.

Aj ked je mnozina redlnych cisel R nekonecénd, vsetky jej prvky si konecné. Preto
mé zmysel rozsirit mnozinu R o prvky minus nekone¢no a (plus) nekoneé¢no, ktoré
oznacujeme symbolmi —oo a co. Tto mnozinu nazyvame rozsirena mnozina realnych
¢isel a znacime R* = RU {—o00, c0}.

Operécie a relacie, definované na R, m6zeme ¢iastocne rozsirit aj na mnozinu R*. Pre
vsetky a € R plati —oo < a < co. Pre vsetky a,be R, b > 0 definujeme vyrazy:

00+00 =00, —00—00 = —00, G+ 00 =200, +00-00= 400, +oo-(—00) = Foo,

+b-00 = £00, £b:(—00) = Foo, % =0, FF = Foo, T3 = Foo.

Nedefinujeme vyrazy, nazyvaji sa neurcité a riesia sa pomocou limit:

+o +oo

[e]
00 —o00, +o00-0, =, =, F,

ol

Ak je mnozina A C R zhora, resp. zdola ohranic¢end, potom sup A€ R, resp. inf A€ R.
V opac¢nom pripade definujeme sup A = oo, resp. inf A = —co.

Intervaly a ich zjednotenia st najcastejSimi mnozinami, s ktorymi pracujeme.

Nech a,b€ R, a < b, potom ohranicenymi intervalmi s krajnymi bodmi a a b
(Tavym a, pravym b) nazyvame nasledujice mnoziny:

(a;b) ={x€R:a <z <b} uzavrety interval,

(a;b) ={z€R:a <z <b} zlava uzavrety a sprava otvoreny interval,

(a; by ={zx€R: a <z <b} zlava otvoreny a sprava uzavrety interval,

(a;0) ={z€R:a <z <b} otvoreny interval.
Ak I je ohraniCeny interval, potom dizkou intervalu T nazyvame ¢islo dy = b — a.
Nech a€ R. Neohranicenymi intervalmi nazyvame mnoziny:
(—o0sa) ={xeR: z<a}, (a; 0)={z€R: a <z},
(—o0sa)={zeR: z <a}, (a; 00) ={z€R: a <z}
Mnozinu R zvykneme zapisovat ako neohraniceny interval (—oo; co) = {zr€R} = R.
Tieto intervaly nazyvame nedegenerované.
Intervaly (a; a) = {z€R: a <z <a} = {a}, (a;a) ={r€R: a <z <a} =0 nazy-
vame degenerované.
Mnozina A C R sa nazyva suvisla, ak pre vSetky a,b€ A, a < b, plati (a; b) C A.
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Zékladné pojmy 12

Nech a € R, potom interval (a —d; a +0) = {z€R: |x—a| < §} oznadujeme Os(a) a
nazjvame d-okolim bodu a. Cislo § > 0 nazjvame polomer okolia.

Niekedy je vyhodné z okolia vyluéit samotny bod a € R. Mnozinu Os(a) — {a} nazy-
vame prstencovym d-okolim bodu a € R a oznacujeme Ps(a).

V pripade, Ze nie je velkost polomeru § podstatnd, hovorime o (prstencovom) okoli
bodu a a oznacujeme struéne O(a), resp. P(a).

Okolim (r-okolim) bodu oo nazyvame interval (r; co) = {x€R: r < z} a ozna-
¢ujeme O, (c0), resp. O(c0). Analogicky interval (—oo; r) = {r€R: z < r} nazyvame
okolim (r-okolim) bodu —oc a oznacujeme O,(—c0), resp. O(—o0). Tieto okolia st
zaroven aj prstencovymi okoliami.

O; (a) = (a—68;5a) a Of (a) = (a;a+9), Py (a) = (a—d;a)a Py (a) =(a;a+9)

nazyvame lavé a pravé (prstencové) j-okolie bodu q, t. j. jednostranné okolia.

Poznamka 0.0.2. Mnozina R=(—o0; c0) je okolim kazdého bodu a € R* (t. j. aj £o00)
s polomerom r=o00. MnoZina 0= (a; a) je okolim kaZdého bodu a€ R s polomerom 6 =0.

Bod a € A sa nazyva vniatorny bod mnoziny A C R, ak existuje okolie O(a) C A.
Mnozinu vsetkych vniatornych bodov mnoziny A nazyvame vnttro mnoziny A a ozna-
¢ujeme int A, resp. A°.

Bod a € R sa nazyva vonkajsi bod mnoziny A C R, ak je vonitornym bodom jej do-
plnku A’ = R—A. Mnozinu vSetkych vonkajsich bodov mnoziny A nazyvame vonkajSok
mnoziny A a oznacujeme ext A.

Bod a € R sa nazyva hrani¢ny bod mnoziny A C R, ak nie je ani vnitornym
a ani vonkajsim bodonﬂ mnoziny A. Mnozinu vsetkych hrani¢nych bodov mnoziny A
nazyvame hranica mnoziny A a oznacujeme 0A.

Bod a € R sa nazyva hromadny bod mnoziny A C R prave vtedy, ak v kazdom
jeho okoli O(a) lezi aspon jeden bod z mnoziny A, ktory je rozny od bodu a, t. j. pre
kazdé prstencové okolie P(a) plati P(a) N A#0.

Uzaverom mnoziny A C R, ozn. A, nazyvame zjednotenie mnoziny A s mnozinou
vsetkych jej hromadnych bodov. Mnozina A C R sa nazyva uzavreta, ak obsahuje vsetky
svoje hromadné body, t. j. ak A = A.

Ak bod a € A nie je hromadnym bodom A, nazyva sa izolovany bod mnoziny A.
Mnozina, ktora obsahuje iba izolované body sa nazyva izolovand mnozina.

Mnozina A C R sa nazyva otvorend, ak kazdy jej bod je vnutorny, t. j. ak A = int A.

Veta 0.0.3. Mnozina A C R je otvorena, prave vtedy ak je R — A uzavreta.
Ak st A, B C R otvorené, resp. uzavreté, potom si AN B, AU B otvorené, resp. uzavreté.

Veta 0.0.4. Ak st Ay C R, k€ N otvorené, potom A= U Ay je otvorend mnozina.

Ak st A, C R, k€ N uzavreté, potom A = ﬂ Ay je uAavreta mnozina.
k=1

Poznamka 0.0.3. MnoZiny {1}, k€N si uzavreté, ale Uy, {+} = {1: kEN} nie je
uzavretd, pretoze neobsahugje bod 0, ktory je jej hromadnym bodom.

(—%; %), ke N si otvorené mnoziny, ale (o, (—%; %) = {0} je uzavretd.

5T. j. v kazdom jeho okolf lezi aspon jeden bod z mnoZiny A a aspon jeden bod z mnoziny A’.
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Kapitola 1

Zaklady matematickej analyzy

1.1 Realne funkcie a ich vlastnosti

1.1.1 Postupnosti realnych cisel

Postupnost {a, }, -, zaddvame explicitne, t. j. vieobecnym vyjadrenim ¢lena a,, ako
funkcie premennej n alebo rekurentne, t. j. zadanim prvého ¢lena a zadanim ¢lena a,,
pomocou predchadzajtcich ¢lenov.

Postupnost {a,},. , sa rovna postupnosti {b,} -, (postupnosti sa rovnaju),
ak pre vSetky n€ N plati a,, = b,,. Symbolicky to zapisujeme {a,}, ., = {bn} ;.

Postupnost {a,},_, sa nazyva:

Ohranicena zdola, resp. zhora, ak existuje a € R, resp. 8 € R také, ze pre vSetky n€e N
plati a < a,, resp. a, < 8. Ohranicena, ak je ohranicend zdola a zhora. Neohranicena
zdola, resp. zhora, ak nie je ohranic¢ena zdola, resp. zhora. Neohranicena, ak nie je
ohrani¢end (neohranicend zdola alebo zhora). Rastiica, resp. klesajica, ak pre vsetky
n € N plati a, < apy1, resp. a, > an+1. Neklesajuca, resp. nerastiica, ak pre vsetky
n € N plat{ a,, < an41, resp. a, > any1. Staciondrna (konsStantnd), ak pre vSetky
n € N plati a,, = a; = a. Monoténna, ak je neklesajica, nerastica alebo stacionarna.
Rydzo monoténna, ak je rastica alebo klesajica.

Ak {ky,} ~, je rastica postupnost prirodzenych ¢isel. Potom sa postupnost {ay, } -,
nazyva podpostupnost (vybrana postupnost z) postupnosti {a,} .

Stétom, rozdielom, sti¢inom, resp. podielom postupnosti {a,} —, a {b oo |
nazyvame postupnosti {an—l—b oo {an=bn}", {anbn}ooy, resp. {an /by } . 'V pri-
pade podielu predpokladame, ze pre vsetky ne N plati b, #0.

Bod a€ R* =R U {+o0} sa nazyva hromadnou hodnotou postupnosti {a,} ~,
ak v kazdom okoli O(a) existuje nekonecne vela ¢lenov a,, € O(a). NavySe a € R sa nazjva
vlastna hromadna hodnota a body +oo nevlastné hromadné hodnoty.

Kazdd postupnost {a,},-, mé aspoii jednu hromadnt hodnotu. Ozna¢me mnozinu
vSetkych hromadngch hodnét postupnosti {a,},.; symbolom E. Suprémum, resp. in-
fimum mnoziny F nazyvame limes superior (horna limita), resp. limes inferior
(dolna limita) postupnosti {a,} -, a znalime lim SUP i, TESP. }}Lnognf Q.

Bod a € R* nazyvame limita postupnosti {(1,,}” 1, ak je jedinou hromadnou hod-

notou tejto postupnosti, t. j. ak @ = liminf a,, = lim sup a,,. Oznacujeme ju hm an = a.
n—oo n—oo

Limitu a € R nazyvame vlastna limita a hovorime, Ze postupnost {an}n 1
guje k (¢islu) a. Strucne to zapisujeme {a,}.., — a. Dalej hovorime, Ze postupnost
{an},~, konverguje (je konvergentna) a oznacujeme {a,} ., —.

konver-

Limitu a + co nazgvame nevlastna a hovorime, ze postupnost {a, } ~, diverguje
do oo, resp. —oco. Strucne to zapisujeme {a,} -, — oo, resp. {an}oo >—> —00.

13
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Ak lim a, neexistuje, potom hovorime, ze postupnost {a,} ~, osciluje.
n—oo

Ak postupnost {a,},-, diverguje do £o0 alebo osciluje, potom hovorime, ze diver-
guje (je divergentna) a zapisujeme {a,} —; /.
Z definicie vyplyva, Ze ak existuje limita postupnosti {a,} -

Poznamka 1.1.1. Ak {a,,,}n 1 konverguje, potom je ohranicend. Ak, by bola neohrani-
cend, potom by oo patrilo medzi jej hromadné body. To je spor s tym, Ze konverguje.
Opacné turdenie neplati. Ohranicend postupnost nemusi konvergovat. Napriklad postup-
nost {—1,1,—1,1,...} = {(=1)"},_, je ohranicend, ale nekonverguje.

1, Potom existuje jedina.

Veta 1.1.1. Ak je postupnost {a,} -, monoténna, potom existuje lim a, € R*.
n—oo

Ak ceR, lim a,, lim b, € R*, potom pokial maju prislusné vyrazy zmysel, plati:
n—oo — 00

n

lim |a,|= ‘ hm an|,
n— oo

lim (¢-a,)=c- lim a,, lim (a,*b,)= lim a,* lim b,,
n—oo n— o0 n—oo n— o0 n— oo

kde * je s¢itanie, od¢itanie, nasobenie alebo delenieEl

PRI TR T 1 1\ _ 1: 1\ . b\ b
Dolezité limity: nlgrolo (1+ e+ F) = nlgrolo (1+ 5) =e, nlgrolo (1 + 5) = e,

lim Vnl=o00, lim ¥Yn=1, lim {a=1, lim & =0prea >0, beR.
n— oo n—oo n— 00

n
n— oo n

1.1.2 Ciselné rady

Ciselné rady tizko stivisia s postupnostami a zovSeobeciiujii pojem séitavania na ne-
konecny pocet sc¢itancov. Rad je jednoznacne uréeny postupnostou. To znamena, ze rad
moézeme zadat vSseobecnym vyjadrenim (explicitne) kazdého ¢lena a,, n € N alebo
rekurentnym vyjadrenim prvého ¢lena a ¢lenov a,, n€N.

Nech {a,} -, je ¢iselnd postupnost, potom nekoneénym &iselnym radom (neko-
neé¢nym radom ¢isel), strucéne (¢iselnym) radom, nazyvame vyraz

ap =a1t+axt+ag+---+ap+---

s

Poznamka 1.1.2. Pre ciselné rady nemusia platit vsetky pravidld, ktoré platia pre ko-
necné pocty scitancov. Neplati tu komutativny zakon a ani asociativny zakon:

S w1 J A=-D+A-1D)+A 1)+ =0+0+0+---=0,
D [ oA o i AN S Ry

Nech k€N, k-tym ¢iastoénym stétom radu )~ | a, nazjvame konecny sucet
Sk =a1 +az+ -+ ag.

Postupnost {sy}r—; = {sn},—; nazyvame postupnostou ¢iastoénych stuétov radu
2,1—1 a, a k-tym zvySkom radu ) | a, nazgvame nekonecny sicet

n=

Tk = Q41 + Qg2 + Qg3 + -0

1Ak niektory z danych vyrazov nemd zmysel, nemusi to znamenat, Ze limita neexistuje. Vtedy ju
musime vypocitat inym spésobom, napr. vhodnou dpravou.
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Vztah medzi >, an a {sn},—, je vzdjomne jednoznacény. Pre {s,} -, plati:

n=1
St =ay, S2=a1+ax=S81+a, ..., Sp, =a1+- -+ an—-1+ay, = Sp—1 + ap,

Ak oznacéime sg = 0, potom pre rad ZZO:I an plati:

a1 = 81 = 81 — So, az = S2 — S1, R Gp = Sp — Sn—1,

Ak existuje hm Sn = 8, potom hovorime, Ze Z a, ma siucet s€ R* a zapisujeme:

n=1
oo
art+as+--+an+--=> a,= lim s, =s, resp. > ap+— s.
n=1 n—0o n=1

Ak s € R, potom hovorime, Ze rad konverguje k ¢islu s (je konvergentny k s)
alebo struéne rad konverguje (je konvergentny), oznacujeme Y - | a, —.

Ak s = o0, resp. s = —00, potom hovorime, ze rad diverguje do oo, resp. do —oo.
Ak rad siacet nema, t. j. ak nh_)n;o Sp neexistuje, potom hovorime, ze rad osciluje.

Ak rad nem4 koneény sicet, t. j. ak diverguje do +oo alebo osciluje, potom hovorime,
ze rad diverguje (je divergentny) a oznacujeme Y, an /.

o0
Priklad 1.1.1. Geometricky rad > ¢" '=1+q¢+¢*+ - = %_q, kde |q| < 1.
n=1

Riesenie.
n=ldgt " = (T g )

qqfll — 2%1 = 1%[1 prege (—1;1).m

o0
Veta 1.1.2 (Nutnd podmienka). Ak rad > a, konverguje, potom lim a, = 0.
n—oo

Désledok 1.1.2.a. Ak neplatl hm a, = 0, potom rad Z a, diverguje.
— 00

n=1
Nech 3°>° | a, je rad s nezdpornymi ¢lenmi, t. j. nech pre vSetky n€ N plati a,, > 0,
Jeho postupnost iastoénych suctov {s,} - ; je neklesajica a podla vety|1.1.1{ m4 limitu.
To znamen3, ze kazdy rad s nezapornymi ¢lenmi ma sticet.
Ak je postupnost {s, }, , ohrani¢end zhora, potom Y~ ; a, —, v opa¢nom pripade
> L an > 00, b J. D00 an = 00, TESP. Yoo | Gy .

Veta 1.1.3 (Porovnavacie intérium) Ak 0 < an < b, pre vsetky neN, potom
o0 o0
0< > a, < > by <00, Zb |—>:>Ean , Zan:océzbn:oc.

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

An 41
Ak Z a, je rad a existuji hm 2 a nl;m /a,, potom sa rovnaju.

n=1
Veta 1.1.4 (Podielové d’Alembertovo kritérium). Nech a,, > 0 pre Véetky nenN:
=)
a)a;'—rlgq<1,kdeqe(0;1)ﬁ S an —, b)1<a”“22an»—>oo

n=1 n=1
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An4+1

Désledok 1.1.4.a (Limitny tvar). Nech a, > 0 pre vetky n€ N, lim =2 = p:
n—oo n
a)p<l = Y07 a,+—, b)l<p = > 07 an+— 00,

¢) p=1 = nevieme rozhodnit o konvergencii alebo divergencii radu Y | a,.
Veta 1.1.5 (Odmocninové Cauchyho kritérium). Nech a,, > 0 pre vSetky n€ N:
o0 o0
a) /a, <q<1lkdeqe(0;1) = > a, v+, b) 1< va, = > a, — oo.
n=1 n=1
Déosledok 1.1.5.a (Limitny tvar). Nech a,, > 0 pre vSetky n€ N, lim /a,, = p:
n—oo
a)p<l = Zz,o:1an'—)a b)1<p:>22,c%1an*—>007

¢) p=1 = nevieme rozhodnit o konvergencii alebo divergencii radu >~ | a,.

o0
Priklad 1.1.2. ) % +— pre a > 0, pretoze plati

n=1
. atl ol g a_ _ a _ . nla™ _ 1; a_ _ a __
A Germrar = 0 sty = oo =0 <L wesp fim {foy = lim g = =0< L
oo
n" S lin (DT o (ntD)” : 1\"
'y oo, pretoze lim 2D nb gy (DT gy (141) " —e> 1. m
E n! » P nooo (ntL)! nn nooo N7 n—)oo( +n) >

n=1

1.1.3 Redalne funkcie

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf zobrazeniami (funkciami), ktorych definiény
obor a obor hodnét st podmnozinami mnoziny realnych cisel R.

Funkcia y = f(x), x € D(f) sa nazyva na mnozine A C D(f) ohranic¢ena zdola,
resp. zhora, ohrani¢ena, neohranicena zdola, resp. zhora, neohranicend, ak je
ohranicené zdola, resp. zhora, ohrani¢end, neohranic¢end zdola, resp. zhora, neohranicena
mnozina f(A) = {f(z): x€A}. Je zrejmé, Ze funkcia f je ohranicend zdola, resp.
zhora na mnozine A C D(f) prave vtedy, ak existuje o € R, resp. 8 € R také, Ze pre
vietky x € A platf a < f(x), resp. f(x) < . Napriklad funkcia y = 22 je ohranicend na
intervale (0; 1), ale je neohrani¢end na R.

Funkcia y = f(z), € D(f) sa nazyva ohranic¢ena zdola, resp. zhora, ak existuje
a € R, resp. € R také, ze pre vetky x € D(f) plati a < f(x), resp. f(z) < . Funkcia f sa
nazyva ohranicena, ak existuju a, § € R také, ze pre vsetky x € D(f) plati o < f(z) < 3,

Poznamka 1.1.3. Uvedené vlastnosti boli definované na podmnozine A C D(f), preto
hovorime o lokdlnych vlastnostiach. Globdlna vlastnost je takd, ktord plati na ce-
lom D(f). Privlastok ,na mnoZine D(f)“ potom vynechdvame.

Nech y = f(x), z€ D(f), A C D(f), potom 11€1£f($) =inf {f(x): z€ A} =inf f(A),

resp. sup f(z) =sup{f(x): € A} = sup f(A) nazyvame infimum, resp. suprémum
x
funkcie f na mnozine A.

Analogicky inf f(z) = inf {f(x): z€D(f)}, resp. sup f(z) = sup{f(z): z€D(f)}
nazyvame infimum, resp. suprémum funkcie f. Ak nie je funkcia f ohranicend zdola,
resp. zhora, potom inf f(A) = —oo, resp. sup f(A) = oc.

Funkcia [ nadobida v bode 2y € A minimum (minimalnu, najmensiu hod-
notu), resp. maximum (maximalnu, najviac¢siu hodnotu) na mnozine A, ak plati
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f(xo) = min f(A), resp. f(zo) = max f(A), t. j. ak pre vSetky = € A plati f(zo) < f(z),
resp. f(z) < f(zo). Ak pre vietky z € A, x #xo plati f(zo) < f(x), resp. f(z) < f(xo)
(ostré nerovnosti), potom ich nazyvame ostré minimum, resp. maximum. Sthrnne
sa nazyvaju extrémy, pre A = D(f) globalne (absoliitne) a inak lokalne. Lokélne
extrémy postacéi vySetrovat v nejakom okoli O(zg) C D(f).

Poznamka 1.1.4. Ak existuje minimum, resp. maximum funkcie f na mnozine A, potom

min{f(z): x€ A} = inf {f(x): x€ A}, resp. max {f(z): v€ A} =sup{f(x): € A}.

Funkcia y = f(z), x € D(f) sa nazyva rastiica [neklesajica], resp. klesajiica [ne-
rastica] na mnozine A C D(f), ak pre vSetky z1,29 € A, x1 < x5 plati f(x1) < f(a2)
F(01) < (), resp. (1) > f(z2) [f(01) > f(2)]: Ak pre vietky a1,23 € A plati
f(x1) = f(x2), nazyva sa konstantnd na mnozine A. Sthrnne sa funkcia f nazyva
monoténna, resp. rydzo (ostro) monoténna, ak je rastica alebo klesajica.

7

1 x2 w3 T T3 x2 T3 T T1x2 3 T4 T T1 T2 w3 Ty T 1 T2 w3 T

)

Obr. 1.1.1: Rastuca, klesajuca, neklesajica, nerastica a konstantna funkcia

Niekedy je vyhodné definovat uvedené pojmy v konkrétnom bode mnoziny.

Funkcia y = f(x), x € D(f) sa nazyva rastiica [neklesajica], resp. klesajiica [ne-
rastica] v bode zy€ D(f), ak ak existuje okolie O(zg) také, ze pre vSetky x €O~ (x¢)
plati f(z) < f(zo) [f(z) < f(wo)], resp. f(z) > flwo) [f(x) > f(wo)] a pre vietky
€O (2y) plati f(z0) < f(x) [f(z0) < f(@)], resp. Flwo) > F(x) [f(zo) = ().

Ako dokazuje nasledujici priklad, ak je funkcia f rasttica, resp. klesajica v jednom
bode xg € A, este nemusi byt rastiica, resp. klesajica v jeho okoli O(zg).

Priklad 1.1.3. Funkcia f definovand vztahmi f(z) = z, 2 € Q a f(z) = 22, v €I je
rastica v bode xy = 0, rastiica na mnozine ) a na mnozine I. Na druhej strane je zrejmé,
Ze neexistuje realny interval, na ktorom je f rastica.m

Funkcia y = f(z), x € D(f) sa nazyva parna, resp. neparna, ak pre vSetky x € D(f)
plati —z € D(f) a navySe f(x) = f(—xz), resp. f(x) = —f(—z). Graf parnej funkcie je
sumerny podla osi y a nepdrnej podla pocdiatku stradnicového systému (obr. .

Funkcia y = f(z), x € D(f) sa nazyva periodicka, ak existuje p€ R, p#0 (nazyvame
ho periéda funkcie f) také, ze pre vietky x € D(f) plati z+p € D(f), x—p € D(f)
a f(z) = f(z+p) = f(xr—p). Najmensia kladnd periéda funkcie f (pokial existuje) sa
nazyva primitivna (zakladna).

Je zrejmé, ze kazdy celociselny nasobok periédy je tiez peridda. Ak je funkcia f
periodicka s periédou p > 0, potom ju stadi vySetrovat na intervale s dlzkou p. Kazdy
interval s dizkou p nazyvame interval periodicity (obr. .

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

Kapitola 1. Zaklady matematickej analyzy 18

y y Eerioda P
< >

2 \/ 2 / ! 2 [or =o' fer | o+ [+ 20

Obr. 1.1.2: Graf parnej a neparnej funkcie Obr. 1.1.3: Graf periodickej funkcie

Funkcia y = f(z), € D(f) sa nazyva na intervale I C D(f) konvexna (rydzo
konvexnd), resp. konkavna (rydzo konkavna), ak pre vietky z, z1, 22 €1, 11 < & < 22

plati f(x) < r(x) (<), resp. f(z) = r(x) (>), priconl|r(z) = Z=2 f(2) + 225 f (21).

[zo; f(z2)]

y
f(z2)

r(z)

f(z1)

zy x wy Obr. 1.1.5: Grafy konvexnej, rydzo konvexnej,

konkavnej a rydzo konkavnej funkcie
Obr. 1.1.4: Konvexné funkcia

Funkcia y = f(z), x€ D(f) sa nazyva (rydzo) konvexna, resp. (rydzo) konkavna
v bode z,€ D(f), ak existuje okolie O(zg), v ktorom je (rydzo) konvexnd, resp. (rydzo)
konkdvna. Funkcia f ma v bode xo€ D(f) inflexny bod (inflexiu), ak existuje okolie
O(xo) také, ze v okoli O~ (x¢) je f rydzo konvexn4, resp. rydzo konkdvna a naopak v okolf
O™ () je rydzo konkdvna, resp. rydzo konvexn4.

Veta 1.1.6. Funkcia f je konvexnd, resp. konkdvna na intervale I C D(f)préve vtedy,
ak pre vSetky xq, 20 €1, 11 #x9, pe(0; 1), ¢ = 1—p plati:

f(pr1 + qua) < pf(z1) +qf(v2), resp. f(pr1+qr2) > pf(x1) + qf (72).

Bod ce D(f) sa nazyva nulovy bod (koren) funkcie y = f(x), ak plati f(c) = 0.
Korene funkcie f najdeme rieSenim rovnice f(x) =0, € D(f).

Nech A C D(f). Funkcia y = h(x), z € A sa nazyva zGzenim (restrikciou) funkcie
y = f(xz) na mnozinu A, ak pre vSetky x € A plati h(z) = f(x). Oznacujeme h = f]|4.

Elementarnou funkciou nazyvame kazdu funkciu, ktora dokazeme utvorit z funkcit
y=konst., y=x,y=¢", y=Inz, y =sinz, y = arcsinz, y = arctg xr pomocou operacii
s¢itania, odc¢itania, nasobenia, delenia a skladania.

Elementarne funkcie maju velky prakticky vyznam, popisuju sa pomocou nich mnohé
prirodné a spolocenské zakonitosti a javy. Patria medzi ne napriklad polyném, ra-

2Graficky lezi [z;7(z)] na priamke spajajicej body [z1; f(z1)] a [z2; f(z2)] (obr.[L.1.4).
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cionilna lomend funkcia, mocninna funkcia (y = z"), exponencidlna funkcia
(y = a®, a > 0), logaritmicka funkcia (y = log, x, y = log, = Inz), goniometrické
(trigonometrické) funkcie (y = sinz, y = cosz, y = tgx, y = cotgz), cyklometrické
funkcie (y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg z, y = arccotg z), hyperbolické funkcie
(y =sinhz, y = coshz, y = tghz, y = cotghx).

1.1.4 Limita funkcie

Pri vySetrovani funkcie je dolezité charakterizovat jej lokalne vlastnosti, t. j. jej cho-
vanie v okoliach danych bodov, napriklad v okoli bodu, v ktorom nie je definovana.

Funkcia y = f(z) mad v bode a € R* limitu rovnajicu sa b € R* (limita
funkcie f v bode a sa rovnd b) a oznacujeme il_r}l}z f(z) =0, ak:

Bod a je hromadnym bodom mnoziny D(f).
Pre vSetky {z,},—; C D(f), xn#a také, ze {x,},—, — a, plati {f(x,)}, o, — b.

Poznamka 1.1.5. To znamend, Ze ak pre postupnost vzorov {x,},., C D(f) plati
Tp#a, lim x, = a, potom pre postupnost obrazov {f(xn)} —; plati lim f(x,) =0b).
n— o0 n—r 00

Ak a € R, potom hovorime o limite vo vlastnom bode a. Ak a = 400, potom
hovorime o limite v nevlastnom bode a. Ak b € R, potom hovorime o vlastnej
limite a ak b = +00, hovorime o nevlastnej limite.

Priklad 1.1.4. lim cos

- neexistuje.

x—0 x

Riesenie.

Bod 0 je hromadny bod mnoziny D(f) = R — {0}. Nech ne N.

{wa}, = {ﬁ} 0, b £0, f(wn) = cos (m4+20m) =0 = {f(zn) b2, — 0.

n

{zn}o, = {ﬁ}:}:l — 0, 5= #0, f(z,) = cos (2nm)=1 = {f(z,)}r, — 1.m

{a2, pre a € R,

» . T 2
Priklad 1.1.5. lim f(z) = lim 2* = 00, prea— 4oo.

r—ra r—ra
RiesSenie.
Kazdy bod = a€ R* je hromadnym bodom mnoziny D(f) = R.
{2,}°° > a, 2, €R, v, #a, t.j. lim 22 =a
n—oo 2
9 9 { a®, preacR,

= lim f(z) = lim 27 =a° = 0. prea— Loo. m

n—oo n—oo

Z definicie je zrejmé, ze lim f(x) = b predstavuje lokdlnu zdleZitost v nejakych oko-

liach O(a), O(b). Ak pre a é_])%a* plati ;grz f(z)=be R (konefnd), potom existuje oko-
lie O(a), v ktorom je f ohrani¢end.

Ak a € R* je hromadny bod D(f) a aj D(g) a pre vSetky = € O(a), z # a plati
f(@)=g(x) (t.]. funkcie sa rovnaju v nejakom prstencovom okol{), potom obe limity bud

existuji alebo neexistuji a plati il_rg f(z) = il_r}rb g(x) (obr. .

Priklad 1.1.6. lim 22+2=3 — Jipy @=DCeH9) _ )iy (2243) = 5.
rz—1 =1 rz—1 z—1 x—1

2z 42—3 __ (z—1)(2z+3)
z—1 - z—1

Vyuzili sme skutocnost, Ze pre vsetky z € R—{1} plati =2z+3. 1

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

Kapitola 1. Zaklady matematickej analyzy 20

Veta 1.1.7 (Veta o zovreti). Nech a€ R* je hromadny bod D(f), D(g) a aj D(h) a nech
pre vSetky z €O(a), x #a plati hm h( ) = lim g(z) = be R, h(z) < f(z) < g(x),
potom existuje hm f)y=b " e

Yy Yy
P(a) P(a)
~_ ; ) i
b , ] 9
f / h
a xr a xT
Obr. 1.1.6: Rovnost limit Obr. 1.1.7: Veta o zovreti [[L1.1

Priklad 1.1.7. lim 2 —,

Tr—r00
Riesenie.
oo je hromadny bod D(f) funkcie y= M, pre vsetky = > 0 platﬂ —1<sinz<1 =
—lgsrcl o =— lim 1< lim¥WE< Jim 1=0 = lim ¥22=(. m

r—r0o0 Tr—r00 r—r00 Tr—r00

Veta 1.1.8 (Limita zlozenej funkcie). Nech a,b,c€ R*, H(f) C D(g), g(b)=
Ak lim f(x)=b, linig(u) =¢, potom plati lim g(f(x))= hm g(u ):(:.
T—ra u—r T—ra

Ak sme pouzili pri vypocte limity predchadzajicu vetu, hovorime, Ze sme pouzili
substiticiu u= f(x).

Priklad 1.1.8. Substiticia z = ¥/, t. j. # = 25, 2 — 1, potom

/76 _ 3_ . —1)(224241) s 2241 3
lim Y21 = lim L 2=l — i & = lim =3 m
z—1 Vo1 z—1 V251 s z2-1 z—1 (z=1)(z+1) z—1 =Tl 2

Ak c€R, a€eR*, lim f(z), lim g(x) € R*, potom (analogicky ako pri postupnostiach)
r—a r—ra
pokial maju prislusné vyrazy zmysel, plati:

lim |f ()| =

lim £, lim (e () = lim f(2), lim (f(2) xg(x)) = lim f(z) + lim (),
kde * je s¢itanie, od¢itanie, nasobenie alebo delenieﬁ
Nech a € R* je hromadny bod D(f), potom liin flz) =0 = li_r>n |f(z)] =0.
x a x a

Ak lim |f(x)] = oo (t. j. li_r>n f(z) nemusi ani existovat), potom lim ﬁ =0.
r—a xr a r—a
Ak f(z) >0, resp. f(x) <0 v nejakom okoli =z € O(a) — {a}, ligl f(x) =0, potonﬂ

lim = 00, resp. lim = —00.
lim 75 P F@

3Staéi uvazovat kladné z > 0, pretoze x — co.

4 Ak niektory z danych vyrazov nems zmysel, nemusi to znamenat, ze limita neexistuje. Vtedy ju
musime vypocitat inym spésobom, napr. vhodnou tpravou.

5lim ¢ = 0, ale lim % neexistuje, pretoze £ — co prez >0 a + — —oco pre z < 0.
z—0 z—0 7T z z
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Ozna¢me D, (f) = D(f) N (—o0;a), DF(f) = D(f) N (a; o). Limitou zlava a
limitou sprava funkcie f v bode a nazyvame limity (obr. [1.1.8]):
i () = i Sl (), lim (@)= i flp @)
flpz () (@) je ziZenie funkcie f (vlavo) na interval (—oo5a) a f|p+ 4 (2) je ziZenie fun-
kcie f (vpravo) na interval (a;00). Stihrnne ich nazgvame jednostranné limity a limitu
lim f(z) nazyvame obojstranna limita. Plat{ pre ne nasledujtci vzﬁahﬂ
r—a

lim f(z) =b < lim f(z)= lim f(x)=".

T—a T—a~ z—at
N [~ P4 IR G i O I
2 lim f(z) = b2 /
z—at
b1 lim f(z) =b1
f r—a~ x x
0 a 0 T 0 a 0 a T
= x STA TS
Tr=a 98 = @) €T =a
Obr. 1.1.8: Jednostranné limity Obr. 1.1.9: Priklady asymptoty bez smernice

PR . sin . in . 1 . 1
Dolezité limity: lim 2% = 1, lim 222 = 1) lim z* =1, lim a* =1 prea > 0
-0 "0 ’ ’ ’

x T—00 T—00
. a® . ™ . 11 . 1
lim 7% = oo, lim 7= = O prea > 1, n € N, lim [1 + ;] = e, hn})(l +x)T = e,
Tr—r00 T—r00 r—r o0 - Tr—r
. e . z . 1 . @ _
lim €= =1, lim {1 + ,’%} =e% lim (14 az)z = e, lim “~L =Ina pre a > 0.
z—=0 T T—00 € z—0 z—0 T

Priklad 1.1.9. lim "@*) — Jim In(1 + 2)% = In [hm (1 er)%] —lne'=1.m
x—0 &3 x—0 z—0
Nech a € R* a nech f, g st definované v nejakom prstencovom okoli P(a). Potom
hovorime, Ze funkcia f sa asymptoticky rovna funkcii ¢ v bode a (funkcie f a g

sa asymptoticky rovnaji) a oznacujeme f ~ g, z — a prave vtedy, ak lim % =1.
Tr—a

Asymptoticky sa rovnaju napriklad funkcie:
?~x, =1, sinz~z, x—0, sinz~1l, z—=7/2, In(z4+1)~z, z—0.

Pri vysetrovani funkcie f je dolezité preskumat jej vlastnosti v nevlastnych bodoch,
t. j. pre z — +o0. A taktiez v okoli bodov a € R, v ktorych je aspon jedna z jednostrannych
limit lim f(z), lim f(z) nevlastnd, t. j. rovnd oo alebo —oo.
T—a~ z—at

Ak méa funkcia f v bode a aspon jednu z jednostrannych limit nevlastni, potom
priamku = a nazgvame asymptota bez smernice (vertikdlna) grafu funkcie f.

6 lim % neexistuje, ale lim % = —o00, lim % = o0.
z—0 z—0~ z—0+
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Priamka y = kx + ¢ sa nazyva asymptota so smernicou grafu funkcie f, ak plati:

lim [f(z) = (kz+¢)] =0, resp. lim [f(z)— (kz+q)] =0.

T—r—00

Pre k = 0 sa priamka y = ¢ nazyva horizontdlna (vodorovna) asymptota. Cislo k
predstavuje smernicu priamky (obr. [1.1.10)). Koeficienty vypoéitame podla vztahu:

lim % =k, lim [f(z)—kx]=gq, resp. lim @ =k, lim [f(z)—kz] =q.
r—r—00 Tr—r—00 Tr—r 00 Tr—>r00
y y| 5
q
? o T \,/ y=4q
a
y=kxr+q k=tga 0 T=a v
Obr. 1.1.10: Asymptota so smernicou Obr. 1.1.11: Asymptoty y =q, z =a

Uvazujme vyraz 0°, vo vieobecnosti nevieme urcit, ¢omu sa rovna a nazyvame ho
neurcity. S takymito vyrazmi sa stretdvame pomerne casto a pocitame ich pomocou
limit. Medzi neurcité vyrazy patria:

0 1 + =+ 0 + + 0
00 —00, *00-0, § § oo T 09, 0F, 1F®. (£o0).
Priklad 1.1.10. lim z[In(z+2) —Inz]= lim zln 22 = lim In [1+2 ] =Ine? = 2.
Tr—r 00 Tr—r o0 Tr—r00
tx _ |tz==2 —1y; 1 -1, 1 _1
al}ﬂ% Y }CIE}) thn (1+tz) |:z~>0:| = ll_% W) 1 ll_% miof ¢ e T 1
. arcsin (z—2) _ q. arcsin(z—2) __ arcsin (z — 2) = z _ 1 _q.1_1
I = = I e ™ = | s 2=sinz 2 —o0 | = (s 2mm: ) = L2 = 2
sinmz __ 1: sinmz | _nx —_m
‘%L)O sinnx ili% [ max sin nx nx] =11 n Pre 1, neRr.m

1.1.5 Spojitost funkcie

S pojmom limity funkcie f v danom bode a tizko stvisi pojem spojitosti tejto funkcie f
v bode a. Prirodné deje casto prebiehaju spojite. Niekedy moézu samozrejme prebiehat
diskrétne alebo v kvantéch, ale kvantd si vicsinou také malé, ze ndm (ako nedokonalym
pozorovatelom) sa cely proces javi ako spojity.

Priklad 1.1.11. Uvazujme hmotny bod, ktory sa pohybuje po nejakej drahe. Velkost
dréhy zdvisi od ¢asu pohybu. Predpokladajme, Ze dréhu popisuje funkcia y = f(t), kde ¢
reprezentuje ¢as. V ¢ase T bude velkost drahy rovnd hodnote f(7'). Ak sa ¢as T zmeni
o malt hodnotu, potom sa drdha f(T') tiez zmeni o nejakd mald hodnotu. Ak ¢t — T,
potom f(t) = f(T'). To znamen4, ze ak {t,} —, — T, potom {f(t,)},—, — f(T).
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Funkcia y = f(z) je spojitd v bode a€ D(f), ak pre vietky {z,},-, C D(f) také,
e {an )y — a platl {f (@)}, — f(@) (6. lm o, —a = L f(z,) = f(a)).

Poznamka 1.1.6. Bod a € D(f) mdze byt iba hromadny alebo izolovany. Ak je bod

a izolovany, potom ezistuje jedind postupnost {z,},—, = {a},—, — a a teda plati
{fzn)} 2 ={f(a)};_; — f(a), t. j. v izolovanom bode a je [ spojitd vidy.

Ak je f spojitd v bode a € D(f), potom a nazyvame bodom spojitosti funkcie f.
Ak funkcia f nie je spojitd v bode a € D(f), nazyva sa nespojitd v bode a a bod a
nazyvame bodom nespojitosti funkcie f.

Je zrejmé, funkcia f mdze byt nespojitd iba v hromadnom bode D(f). Preto rozsirime
pojem bodu nespojitosti na vSetky hromadné body mnoziny D(f). Funkcia y = f(x)
ma v hromadnom bode ¢ mnoziny D(f) bod:

e odstranitelnej nespojitosti, ak existuje konecnd lim f(x)# f(a).
Tr—ra
Ak polozime f(a) = lim f(z), nespojitost sa odstrani.
r—ra
e neodstranitelnej nespojitosti 1. druhu, ak existuji koneéné lim f(z)# 1im+f(x).
r—a— r—a
Cislo c = lim f(z) — lim f(x) nazyvame skok funkcie f v bode a.
z—at r—a~

e neodstranitelnej nespojitosti 2. druhu, ak aspon jedna z lim f(z), lim f(x)
T—a~ r—at

neexistuje alebo je nevlastna.

(?; Y ; Y !
fla :
. I

f(a)

Obr. 1.1.12: Nespojitost Obr. 1.1.13: Nespojitost Obr. 1.1.14: Nespojitost
odstranitelna neodstranitelna 1. druhu neodstranitelnd 2. druhu

Podobne ako limita, je aj spojitost lokdlna zdlezitost v nejakom okoli O(a). Pri spoji-
tosti je potrebné, aby a€ D(f). Pri limite musi byt bod a hromadnym bodom D(f). Ak
porovname ich definicie, mozeme sformulovat kritérium spojitosti funkcie v bode.

Veta 1.1.9. Nech a je hromadny bod D(f).
Funkcia f je spojitd v bode a€ D(f) prave vtedy, ak plati lim f(z) = f(a).
Tr—a

Ak s f, g spojité v bode a€ D(f)ND(g), r € R, potom si spojité v bode a aj funkcie
\f], £+, ¢f, fg, L (pre g(a) #0) a tieZ restrikeia g = f|a, kde a€ A, A C D(f).

Ak je funkcia f spojitd v bode a € D(f), funkcia g spojitd v bode b = f(a), b€ D(g),
H(f) C D(g), potom zloZend funkcia F' = g(f) je spojita v bode a.
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Podobne ako pri limite, definujeme jednostrannia spojitost funkcie f v bode a.
Funkcia f sa nazyva spojita zlava, resp. sprava v bode a, ak je spojitd v bode a
vzhladom na mnozinu D(f) N (—oo; a), resp. D(f) N {a; co0). Plati pre ne vztah:

f je spojitd v bode a€ D(f) <= f je spojitd zlava a sprava v bode a.

Pojem spojitosti funkcie v bode mézeme rozsirit. Funkcia [ je spojitd na mnozine
A C D(f), ak je spojitd v kazdom bode a€ A. Ak A = D(f), potom ju nazyvame spojita.

Spojitost funkcie f na uzavretom intervale (a; b) C D(f) znamend obojstrannt
spojitost na (a; b), spojitost sprava v bode a, spojitost zlava v bode b.

Poznamka 1.1.7. Ak je funkcia f spojitd v bode a€ D(f), potom je lokdlne ohranicend
(t. j. existuje okolie O(a), v ktorom je [ ohranicend).

Zo spojitosti funkcie f na mnoZine A C D(f) este nevypljva jej ohranicenost na tejto
mnoZine. Napriklad f: y=2x~1, x > R je spojitd, ale nie je ohranicend.

Najcastejsie mnoziny, s ktorymi sa stretdvame sa intervaly. Definicny obor funkcie
rozdelime na intervaly a potom funkciu vySetrujeme na jednotlivych intervaloch.

Veta 1.1.10. Ak je f spojitd na uzavretom intervale (a; b), potom f je na (a; b) ohra-
ni¢end a nadobtda na nom svoje extrémy.

Toto neplati pre iné intervaly. Napriklad funkcia f: y = %, x > 0 je spojita, ale nie je
ohranicena (pre x — 0 plati % — 00). Ohrani¢end je napriklad na intervale (1; co), ale

aj na intervale (1; 00).
Veta 1.1.11. Ak je f spojitd na intervale I C R, potom f(I) je interval.

Ak je f spojitd a I je uzavrety (a teda aj ohranifeny), potom aj interval f(I) je
ohraniceny a teda aj uzavrety. Plati f(I) = («; 8), pricom| o = milll flz), 8= max f).
zTE €

Ak je f spojitd a I nie je uzavrety alebo ohrani¢eny, potom vo vSeobecnosti typ
intervalu f(I) urc¢it nevieme. Napr. pre funkciu f : y =z, x€ R plati f(R) = (—o0; c0),
pre funkciu f : y = 2%, € R plati f(R) = (0; 00) a pre funkciu f : y = sinx, r € R plati
J(R) = (~1; 1).

Ale ak je funkcia f spojitd a rydzo monoténna (rastiica alebo klesajica), potom
interval f(I) ma rovnaky typ ako I.

Veta 1.1.12 (Spojitost inverznej funkcie). Ak je funkcia f prostd a spojitd na intervale I,
potom inverzna funkcia f~! je spojitd na f(I).

Poznamka 1.1.8. KazZda elementdrna funkcia je spojitd na nejakom intervale.
Polynom y = ag + a1x + - - - + a,x™ je spojitd funkcia na R. Raciondlna lomend funkcia
y = m—i})% je spojita na R, okrem nulovych bodov menovatela.

Exponencidlna funkcia y = a®, a > 0 je spojitd na R a logaritmickd funkcia y = log, x,
a > 0 je spojitd na intervale (0; 00). Mocninnd funkcia y = " = e"'"* r € R je spojitd
na (0; 00), resp. (0; 00).

Goniometrické funkcie y = sinz, y = cosx su spojité na R, y = tgx je spojitd na mno-
Zine R — {% + km; kGZ} a y = cotgx je spojitd na mnozine R — {kn; ke Z}.

Ak o = B dostaneme degenerovany interval f(I) = (a; a) = {a}.
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1.2 Diferencialny pocet realnej funkcie

1.2.1 Derivacia realnej funkcie

Zékladnym pojmom diferencidlneho poctu je derivacia. K zavedeniu derivacie funkcie
viedli predovsetkym dva problémy, ktoré st uvedené v nasledujucich prikladoch.

Priklad 1.2.1. Pohyb auta pohybujiceho sa po priamke (obr. je opisany fun-
kciou s(t), zavislou od ¢asu t. Cas za¢neme merat v bode Py v ¢ase to. V Case t > tg sa
auto nachéddza v bode P a s(t) predstavuje dizku tsecky PyP. V ¢ase t + At (At > 0)
sa auto nachadza v bode Q. Usetka PQ prestavuje drahu auta v ¢asovom intervale At.
Priemernt rychlost v auta v casovom intervale At mézeme vyjadrit vztahom

v=40= W, kde As = s(t + At) — s(t).

Ak At — 0, potom sa bude T priblizovat k okamzitej rychlosti v(t) v case t, t. j.

s(t+At)—s(t)
- At - u

Y0 = T = A s = A
Priklad 1.2.2. Uvazujme bod P = [zq; f(x0)] leziaci na grafe spojitej funkcie y = f(x),
x € D(f). Rovnica dotyénice dp k funkcii f v bode P mé tvar (obr. [1.2.16):
y— f(xo) = k(z — x0) = tgp(x — x9) = smernica k =tgp =L f(;f;’)
Ak bod Q = [z; f(x)] lezl na grafe funkcie f, potom tga = M Ak sa bude
bod @ priblizovat k P, bude sa priamka PQ priblizovat k doty¢nici dp, t. j. ¢ — xo,
f@) = f(x0), @ = ¢, tgar — tg . Smernica tg ¢ ma potom tvar:

tgp = hm tga = lim [@)=f@0) g

T—T0 T—Zo
y f
> > Q
f(=@)
Py P Q
, (@) = f(z0)
s(t s(t + At) — s(t ) y— f(z
() s ) = s(t) fz0) P % v - f@0)
s(t+ At) dp | A  — x
0 Zo
Obr. 1.2.15: Uloha o rychlosti Obr. 1.2.16: Uloha o doty¢nici

Funkcia y = f(z) ma v bode xp€ D(f) derivaciu f'(z), ak existuje limita:

f(wo) = lim L@=1@0) _ jjpy M (subst. h = x—x).

T—xTo T—%o h—0

Podla toho, ¢i je predchadzajica limita vlastna alebo nevlastna, hovorime o vlastnej
(konecnej) alebo nevlastnej derivacii funkcie f v bode z(. Pokial nebude uvedené

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

Kapitola 1. Zaklady matematickej analyzy 26

inac¢, budeme pod pojmom derivicia rozumiet vlastni derivaciu. Casto sa pouziva ozna-

Cenie pomocou tzv. diferencidlov, ktoré zaviedol G. W. Leibniz % = d% (x0), resp.
dy(zo) d o ().

y’(wo) =~z a2 Y
Veta 1.2.1. Ak ma funkcia f v bode x( konecnu derivaciu, potom je f v bode xg spojita.

Ako dokazuje priklad opacné implikacia neplati. To znamenad, ze spojitost fun-
kcie v danom bode nezarucuje existenciu derivacie v tomto bode.

Geometricky predstavuje f/(zo) € R smernicu priamky, ktord sa dotyka grafu funkcie f
v bode [z; f(z0)] a ktort nazyvame dotycnica (so smernicou) ku grafu funkcie f
v bode . Jej rovnica (priklad [[.2.2) ma tvar y — f(zo) = f'(z0)(z — ).

Ak f'(z9) = oo a [ je spojitd v bode zp, potom dotycnicou bez smernice ku
grafu funkcie / v bode z( nazgyvame priamku, ktord je rovnobezna s osou y (kolméa
na os x) a prechddza bodom [zo; f(0)], t. j. priamku @ = z¢ (obr. [[.2.17).

Normalou ku grafu funkcie [ v bode zy nazyvame priamku, ktord prechadza
bodom [z¢; f(20)] a je kolmé na doty¢nicu ku grafu funkcie f v tomto bode. Normaéla ku
grafu funkcie f v bode x( existuje prave vtedy, ak v tomto bode existuje dotycnica. Ak
f'(xo0) €R, f'(x0)#0, potom m4a normala tvarﬂy — f(zo) = —m(x — xp).

Yy n yn d Yy d
d f
f(=zo) f(zo)
f(=o) =
iid A f i
zo a3 Zo a3 1=
f'(x0) =0 f'(x0) € R, f'(z0) #0 f'(20) = o0

Obr. 1.2.17: Doty¢nica a normaéla k funkcii f v bode xg

Derivéciu f'(xg) nazyvame obojstrannou. Jednostranné derivacie definujeme po-
mocou jednostrannych limit. Funkcia f ma v bode zg derivaciu zlava [’ (1), ak

existuje limita f’ (zg) = lim w = lim M a derivaciu sprava
T—T 0 h—0—
, stiie T _ i f@—f(@0) _ 15, L(@oth)—f(wo)
[l (z0), ak existuje limita f/ (zo) = hm+ e = hlgg+ orh,J%0l,

.T—>$0
Veta 1.2.2. f'(x¢) existuje prave vtedy, ak existuji f’ (zo), f}(z0) a f’ (zo) = f! (z0).

Priklad 1.2.3. Funkcia f: y = |z| je spojitd v kazdom bode R, f’(0) neexistuje, pretoze:

F20) = lim B0 — i e — g0 ) = dim P20 = i 2=

z—0- 7 z—0— * a—ot 70 z—0+ "

Nech y = f(z), x € D(f) a nech A C {xo€D(f): f'(x0) je koneénd}. Ak A # 0,

potom m4 zmysel funkcia g: y = f'(x), = € A, ktorti nazyvame derivacia funkcie f na
mnozine A a oznacujeme symbolmi f’, 1/, resp. %, g—g.

8Priamky y = kx +a, y = qz +b (t. j. kr —y+a = 0, gz — y+b = 0) sti na seba kolmé, ak sii na seba
kolmé ich normélové vektory (k; —1), (¢; —1). T. j. ak plati kg + (—1)(—1) = kg+ 1 =0, resp. k = 7%.
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Poznamka 1.2.1. Derivdcia f'(xq) funkcie f v bode xo € D(f) je cislo, resp. +00. Na
druhej strane derivdcia funkcie f na mnoZine A C D(f) je funkcia y = f'(x), x€ A.

Derivécia funkcie f na intervale {(a; b) znamen4 obojstrannt deriviciu f'(z) pre vSetky
€ (a; b) a jednostranné derivacie f', (a), f’ (D).

Veta 1.2.3. Ak m4 funkcia f na mnozine A derivaciu f’, potom je f na A spojita.

Pri praktickom vypocte derivacii, t. j. pri derivovani roéznych funkcii spravidla ne-
pouzivame definiciu. Pouzivame rézne vzorce a pravidla.
Veta 1.2.4 (Pravidla derivovania). A#0(, ce R, f'(z), ¢’(x) existuju pre r € 4, potonﬂ

(ef)(z) =cf'(@),  (f£9)(z) =[(x) £ g'(x), ;

(fg)'(2) = f'(2)g(@) + f(@)g (),  [L](w) = Lol J@)d )
Veta 1.2.5 (ZloZena funkcia). Nech y = g(u), u = f(z), H(f) C D(g), f'(z0) a ¢'(uo)
su vlastné, kde xg € D(f), up = f(xo) € D(g potonﬂ
l9(f(z0))] =g (f(wo))-f’( 0) = g'(uo) - f'(x0).

Priklad 1.2.4. Ak F(z) =+v1—2? z€(-1; 1), potom F'(x) = —ﬁ, xe(-1;1).

Riesenie. . .
F=g(f), g:y=vu, g(u)=[uz]'=5u"2 =5~ u>0, f:ru=1-2a? f'(z)=-2z.

Fl(z) =g'(f(x) - f'(z) = 2\/%'1”(96) = sy = — it w€(—15 1),
V praxi jednotlivé funkcie nevypisujeme a priamo piseme:
! _1 xT
[\/1—902 [(1 —2?)2 ] = %[(1—1‘2) 2} =22 = 2\/11_? (—2x) =— = . .

Priklad 1.2.5. [log, z|' = [l“—x]l = lna]’ _ x>0,a>0,a#1.

Ina Ina :vlna’

[27] = [e‘“wz}/ = [e*n#] =7 [glng]) = 27 [-nz+a-1] = 2*[1+Ina], > 0.
[sin (sin (sinz))]’ = cos (sin (sinx)) - cos (sinx) - cosz, rER. W

Niajst derivaciu danej funkcie v tvare analytického vzorca je pomerne castd a dolezita
uloha pri rieseni mnohych problémov nielen v matematike, ale aj v praxi. Zakladom
tychto vzorcov st derivdcie elementérnych funkcii, ktoré st zhrnuté v tabulke [[.2.1]

Nech mé funkcia y = f(z), x € D(f) derivdciu na mnozine Ay C D(f), A1 #0. Ak
mé y = f'(z), € Ay derivaciu [f']’ na Ay C Ay, Ay #0, potom ju nazyvame derivicia
druhého radu (druha derivécia) funkcie f na mnoZine A, a oznacujeme f” = f(2),

Ak mé y = f"(z), v € Ay deriviciu [f”) na Az C As, Az # 0, potom ju nazyvame
derivicia tretieho radu (tretia derivaicia) funkcie f na mnozine M; a oznacujeme
[f"] = f" = f®). Takto mozeme pokracovat pre n=4,5,6,....

9Struc¢ne ich mozeme pisat (cf) =cf’, (f£9) = f £¢, (f9) = f'g+ fd', [E] — flg f

(f .
108truéne F'(z) = [g(f)] (x) = ¢’ (u) - f'(x), resp. dF(z) = d—y S SZ . 3—; = dfi(;) d,;(;) , kde u= f(z).
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Vzorec Platnost Vzorec Platnost
[c) =0, zER, ceER z) =1, TER
@) = ma =", zER, neN [z%) = az®~ 1, z>0,a€R
[e®]" = €%, zER [a®]) = a”Ina, 2ER, a>0
[lnx]’:%, x>0 [logax]/:ﬁ, 2>0,a>0,a#1
[IH‘I”/:i, 25750 [IOga, ‘m”l:ﬁlnav x7£07a>07a751
[sinz]’ = cosw, zER [cosz]" = —sinz, zER
[tgx]/:ﬁ, z#(2k+1)5,keZ [cotg:z:]’zfﬁ7 x#km, keZ
larcsinz] = \/1172, ze(—1;1) [arccos x|’ = —\/1172, ze(—1;1)

—x —T
larctg x|’ = ﬁ, zER [arccotg x|’ = —ﬁ, zER
[sinhz]’ = coshz, zER [coshz]” = sinhz, zER
[tghz]) = ws:ﬁ, TER [cotgh ]’ = _sin]g#z’ x#0

Tabulka 1.2.1: Derivacie zakladnych elementarnych funkcii

Predpokladajme, ze mé funkcia f derivaciu f("~1 na mnozine A,,_; #0. Jej derivaciu
na mnozine A, C A,_1, A, # 0 nazyvame derivacia n-tého radu (n-ta derivacia)
funkcie f na mnoZine A, a oznacujeme [f(*~D] = f(7),

Hodnotu derivacie f(™(z) v bode z¢ € A,, nazjvame derivicia n-tého radu (n-ta
derivicia) funkcie f v bode 1.

Derivacie f("), n € N nazfvame deriviciami vyssieho radu. Specidlne f' = f(1)
nazyvame prvou derivaciou (deriviciou prvého radu) a f = f(©) nazjvame nultou
derivaciou (derivaciou nultého radu) funkcie f.

Z definicie vyplyva, ze y = f(x) mé v bode zo € A deriviciu f™(z¢), ak existuje:

W) () — Tiy @D o) _ qe - fOT ot h) — f D (o)

To znamend, 7e funkcia f(»~1) musi byt definovanid v nejakom okoli O(zg). Vypocet
derivacie f(™ méze byt vo vSeobecnosti velmi pracny, pretoze musime zacat derivaciou f’.

Veta 1.2.6 (Leibnizov vzorec). Ak maju funkcie f, g na mnozine A # () derivacie do

radu n € N vratane, potom plati
n

[Fg) ) = 32 (1) =gl = (1) flmg(©) y () pr=D @) .y () fO) g,

1=0

1.2.2 Aplikacie diferencialneho poctu

Diferencidlny pocet vyuzivame hlavne na vysSetrovanie vlastnosti funkcii. Hladanie
extrémov funkcie tzko suvisi s jej derivovanim. Pri vypocte limit v tvare neurcitych

vyrazov typu 8, resp. 2 sa Casto pouziva I'Hospitalovo pravidlo.
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Veta 1.2.7. Ak ma funkcia f vo vnitornom bode ¢ € D( f) lokalny extrém, potom (pokial
derivécia existuje) f’'(¢) = 0.

Funkcia méze mat v danom bode extrém a nemusi mat deriviciu. Prikladom je fun-
kcia f : y = |2/, ktord mé v bode ¢ = 0 lokélne aj globdlne minimum, ale f'(0) neexistuje.

Na druhej strane nulova derivicia nezarucuje extrém funkcie v tomto bode, napriklad
funkcia f : y = 2% nem4 v bode ¢ = 0 extrém, aj ked plati f/(0) = 0.

Veta 1.2.8 (Rolle). Ak je funkcia f spojitd na (a; b), f(a) = f(b), pre vsetky z € (a; )
existuje aj nevlastnd f'(z), potom existuje aspor jedno c€ (a; b) také, ze f'(c) = 0.

Veta 1.2.9 (Lagrange). Ak je funkcia f spojitd na (a; b), pre vSetky x € (a; b) existuje
S(b)—f(a)

aj nevlastna f’(x), potom existuje aspon jedno ce (a; b) také, ze f'(c) = 55—

Dosledok 1.2.9.a. Ak f/(x)=0 pre vSetky z € (a; b), potom je f na (a; b) konStantnd.

Bod c€ (a; b) lezi na tsecke s koncovymi bodmi a, b, preto sa ¢asto zvykne vyjadrovat
v tvare ¢ = a + 6(b — a), kde 6 € (0; 1). Geometricky vyznam viet je ilustrovany na
obréazkoch a Doty¢nica ku grafu funkcie f v bode [¢; f(c)] zviera s osou x
uhol «, pre ktory plati tga = f/'(c) =0, resp. tga = f'(c) = W.

Vyraz f(b) — f(a) = f'(c) - (b — a) vyjadruje prirastoq ]| funkcie f na (a;b). Ak
ozna¢ime b = a+h, potom f(a+h) — f(a) = f'(a+ 6h)h, kde 8€(0; 1). Pre dostatocne
malé h moézeme predpokladat f/'(a + 0h) =~ f'(a), t. lel fla+h) = f(a)+ f'(a)h.

) ~ f'(c1) =0 | Yy f
f(e2) =0 f(®) - B
f © C.
fla) = f(O)|7 B
C fla)—7
x | T
0l C1 cz p 0 c1 2 p
Obr. 1.2.18: Rolleho veta Obr. 1.2.19: Lagrangeova veta

Veta 1.2.10 (I’'Hospitalovo pravidlo). a,be R*, f'(x), ¢’(x)#0 st konecné na O(a)—{a},

hm ',( )—b hm f(z)=1lim g(x)=0, resp. +o0, potom lim % = lim L& =,
T—ra r—r -

s—a 9 (@)

Pri praktickom pouzivani I'Hospitalovho pravidla je velmi dolezité, aby sme overili
vsetky predpoklady. V opac¢nom pripade mézeme dospiet k nespravnym vysledkom alebo
sa k vysledku vobec nedopéatrame. Pravidlo mézeme pouzit aj niekolkokrat za sebou.

s . i . inh z]’ . . hzl . .
Priklad 1.2.6. lim S‘n};z = lim [Smhx], = lim C?’SEI = lim L.)Sh 2 — i S‘“}ﬁz. ]
2so0 cosha 2—y00 lcoshz] 2o Sinhx ryo0 [sinhz] 2yo0 Ccosha

Hagrangeova veta sa ¢asto nazjva veta o prirastku funkcie.
12Funkciu f aproximujeme v nejakom okoli bodu a pomocou linedrnej funkcie — pomocou dotyénice.
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L’Hospitalovo pravidlo mézeme pouzit aj na vypocet neurcitych vyrazov inych typov.
Musime ich ale vhodnymi Gpravami previest na typ % alebo 2.

o Typ £o00-0 = typ %, resp. .

Jim (7 (@)g(e)] = Jim 22 vsp. him [ (x)o(w)] = iy L

e Typ co—oco = typ oo-0.
lim [£(2) — g(@)] = lim f(2)g(x) [ 555 — 5]
e Typ ' = typ0-co. Typ 0 = typ0-(—00). Typ 17> = typ +oo-0.

Jim [f(2)]9®) = lim e @I Z jipy o) in fo) _ o1, 9O I
T—a T—a T—a

1.2.3 Priebeh funkcie

Dolezitou sucastou vysetrovania priebehu funkcie je urcenie intervalov, na ktorych je
tato funkcia monoténna, t. j. rastica (neklesajica) alebo klesajica (nerastica). Pouziva
sa na to prva derivicia f’.

Veta 1.2.11. I CR je interval, f je spojitd na I, pre vSetky x €I existuje f’(z), potom:

f je konstantna na I < f'(z) =0 pre vsetky z€ 1.

f je rastica, resp. klesajica na I < f/(z) > 0, resp. f'(x) <0 pre vSetky z €1,
pri¢om neexistuje podinterval J C I taky, ze pre vSetky x € J plati f'(x) = 0.

f je neklesajuca, resp. nerastica na I < f'(z) > 0, resp. f/(x) < 0 pre vSetky z€ 1.

Ak je f spojitd a rastica, resp. klesajlca na intervale I, potom moze pre nejaké x €l
platit f'(z) = 0. Ale mézu to byt iba jednotlivé body, nie interval J C 1.

Body, v ktorych mé& spojitd funkcia lokdlne extrémy, tzko suvisia s intervalmi, na
ktorych je monoténna. Ak ma funkcia f v bode xg € D(f) lokdlny extrém a existuje
['(z0), potom (veta[1.2.7) plati f/(z¢) = 0. Mimo tieto body je derivacia f'(z¢) (pokial
existuje) kladnd alebo zapornd, t. j. funkcia f rastica alebo klesajuca.

Veta 1.2.12. Ak f’(zg) > 0, resp. f'(z¢) < 0 (aj nevlastnd), potom je f rastiica, resp.
klesajica v bode xo € D(f).

Ak chceme néjst lokélne extrémy funkcie f, musime uréit vsetky body z¢ € D(f), pre
ktoré plati f'(xg) = 0. Je zrejmé, Ze nie vo vSetkych tychto bodoch musi mat funkcia f
extrém. Ak m4 funkcia f v bode zo€ D(f) derivaciu a plati f/'(z¢) = 0, potom sa tento
bod nazyva stacionarnym bodom funkcie f.

Veta 1.2.13. Nech
f(x)>0pre z<xo,

f(x0) = 0 a nech existuje O(z) tak, ze pre vsetky x € O(xy):
f'(z)<0prexg<z = fmav bode xy ostré lokdlne maximum.
f(x)<0prex<zg, f'(x)>0prexop<z = fmdv bode z; ostré lokdlne minimum.

f'(x)>0, resp. f'(x)<0 pre x#29 = [ nemd v bode z; lokdlny extrém.
Niekedy mozeme rozhodniuf o existencii lokalneho extrému pomocou druhej derivéacie.
Veta 1.2.14. f'(xz) =0, f"(x0) <0, resp. () >0 je konecnd, potom mé funkcia f

v bode g ostré lokalne maximum, resp. minimum.
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Okrem lokélnych extrémov néds zaujimaji aj globalne (absolitne) extrémy fun-
kcie. Globélne extrémy vo vnutornych bodoch intervalu si zhodné s lokdlnymi. Funkcia
moze mat globalne extrémy aj v krajnych bodoch intervalu a v bodoch, v ktorych ne-
existuje derivacia. To znamend, ze ich musime navzijom porovnat.

Dolezitou sucastou vysetrovania priebehu funkcie je urcenie intervalov, na ktorych je
tato funkcia konvexna alebo konkavna.

Veta 1.2.15. Ak m4 funkcia f na intervale I deriviciu f/, potom:
/ je konvexnad, resp. konkdvna na I < [’ je na I neklesajiica, resp. nerastica.

f je rydzo konvexnad, resp. konkdvna na I < [’ je na I rastica, resp. klesajuca.

Ak m4 funkcia f na intervale I druht derivaciu f”, potom mézeme jej konvexnost a
konkavnost vySetrovat pomocou nej.

Veta 1.2.16. Ak m4 funkcia f na intervale I druhu deriviciu f”, potom:
/ je konvexn4, resp. konkdvna na I < f”(x) > 0, resp. f”(x) < 0 pre vSetky z €1,

je rydzo konvexna, resp. konkdvna na I < f”(x) >0, resp. f”(x) <0 pre vSetky z € I,
“jerydzo k g konka I "(z)>0 "(2)<0 setk I
pri¢om neexistuje podinterval J C T taky, Ze pre vSetky x € .J plati f”(z) = 0.

Pri rydzej konvexnosti, resp. konkdvnosti moze pre nejaké body platit f”(x) = 0. Ale
mo6zu to byt iba jednotlivé body, nie interval J C I. Je zrejmé, ze ak pre vSetky xz €
platia ostré nerovnosti f”(z) > 0, resp. f’(z) < 0, potom je funkcia f na intervale I
rydzo konvexnd, resp. konkavna. Z toho vyplyva prakticky navod ako postupovat pri
urcovan{ konvexnosti a konkdvnosti funkcie f v pripade, Ze existuje f”. VyrieSime rovnicu
f”(z) = 0 a ndjdeme intervaly, na ktorych je funkcia f” kladné alebo zdporné.

Ak ma& funkcia f v bode zg € D(f) inflexiu a existuje f”(x¢), potom plati
f"(x0) = 0. Inflexné body budeme tiez hladat ako korene rovnice f”(x) = 0. Avsak nie
kazdy takyto bod musi byt inflexny. Na druhej strane moéze mat f inflexiu aj v bode,
v ktorom f” neexistuje. To znamen4, %e musime brat do tivahy aj tieto body.

Veta 1.2.17. Nech f/(x¢) je koneéna a nech existuje O(xg) tak, ze pre vSetky x € O(xg):
f"(x)>0 pre x <xg, f’(z)<0pre zop<zx = [ méd v bode z inflexiu.
f"(xz)<0 pre z<zo, f"(x)>0pre xg<zr = [ mi v bode z( inflexiu.
f'(x)>0, resp. f/(x)<0 pre x#x9 = f nemd v bode z inflexiu.
Ak existuje tretia derivcia f"'(zg), potom modZzeme pomocou nej rozhodntt, ¢ z je

alebo nie inflexnym bodom danej funkcie f. Ak [ (xz9) =0, [ (x0)#0, potom xq je
inflexnym bodom funkcie f. V tychto ivahdch mézeme pokracovat dalej.

Priklad 1.2.7. Oznacéme f,(x) = 2", € R, n€ N. Pre derivécie plat{ f/ (z) = na"~ !,
() =n(n—1)a""2, ..., " V(@) =nn-1) 22, {7 (@) =n!, f"T (@)= =0,

t. j. pre vietky k€ N — {n} plati £$"(0) = 0. Pre n plati £ (0) = n! > 0.

Pre n parne je funkcia f,, v bode 0 rydzo konvexnd a méa v bode 0 ostré lokdlne minimum.

Ak je n neparne, f,, je v bode 0 rastica a ma v bode 0 inflexiu. m
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Veta 1.2.18. Nech f'(zo)=f"(x¢)=---=f" "V (20)=0, f™(x0)#0, n€ N, potom:
Ak je n neparne, potom f nemda v bode z( lokdlny extrém.

Ak £ (20)>0, potom f je rastica v zo. Ak f(™(x4) <0, potom f je klesajiica v xo.
Ak je n parne, potom f ma v bode x( ostry lokalny extrém.

Ak f(")(2) >0, potom f(xo) je minimum. Ak £ (xq) <0, potom f(z0) je maximum.
Veta 1.2.19. Nech'3| f/(z¢)=---=f""V(20) =0, f0)(2)#0, n€ N, n>2, potom:
Ak je n nepéarne, potom f ma v bode z( inflexiu.

Ak je n parne, potom f je v bode xy rydzo konvexna alebo rydzo konkavna.
Ak £ (x4) >0, potom f je konvexna v xq. Ak f(™(2¢) <0, potom f je konkdvna v zg.

Pri vysetrovani priebehu danej funkcie skiimame tieto jej vlastnosti:
e Uréime definiény obor funkcie (pokial nie je zadany).
e Urcime, ¢i je funkcia parna, neparna alebo periodicka.
e Uréime nulové body funkcie a intervaly, na ktorych je funkcia kladna a zaporna.

e Uréime body spojitosti a nespojitosti funkcie. V bodoch nespojitosti a v hrani¢nych
bodoch definiéného oboru (vratane +o00) uréime jednostranné limity danej funkcie.

e Urcime stacionarne body funkcie, urc¢ime lokalne a globalne extrémy a intervaly,
na ktorych je funkcia rastica, klesajtica, resp. konstantna.

e Uréime inflexné body a intervaly, na ktorych je funkcia konvexna a konkavna.

e Uréime asymptoty grafu funkcie a nac¢rtneme graf funkcie.

Najnazornejsiu predstavu o priebehu funkcie ndm vécsinou poskytne graf. Pri jeho
konstrukcii vyuzivame vietky zistené idaje. Casto st ale nedostatoéné, preto ich musime
vhodne doplnit (napr. nulové body prvej alebo druhej derivécie, pripadne iba vhodne
zvolené funkéné hodnoty).

(=003 0) (0; 2) (2;4) (4;6) (6; 00)

0 ...bod nespojitosti 2 ...nulovy bod

— zdpornad — — zapornd — aF kladna aF
f(z) <0 flz) <0 f(xz) >0
4 ...lokdlne maximum
N Kklesd N\ Va rastie Va Ny klesa
f'(z) <0 f'(@) >0 f'(z) <0

6 ...inflexny bod

M konkévna M N konkavna n U konvexnd U
f(@) <0 f'(x) <0 f'(x) >0

Tabulka 1.2.2: Niektoré dolezité hodnoty funkcie f(x) = 2272 7 prikladu

13Na rozdiel od predchédzajiicej vety nds nezaujima hodnota f’(zo).
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Priklad 1.2.8. Vygetrite priebeh funkcie f(z) = 2252 — 82-16

‘T2 .,1/.2
Riesenie.
D(f) =R—{0} = (—00; 0) U (0; 00).
f nie je periodickd, nie je parna, nie je neparna. ze(—00; 0) = f(z) <0,
f je spojitd na D(f), f(z) =358 =0 21=2 = { z€(0;2) = f(x) <0,
re(2;00) = f(zx) >0.
. T 8(z—2) _ —2 _ . BT 8(x—2) _ —2 _
xlif(r)l* (:E) B a:lif(r)l* T TR T T xlig)lJr f(l') B xlig)lJr @ o T -
z9 =0 je neodstanitelny bod nespojitosti 2. druhu, =0 je asymptota bez smernice.
. _ 8z—16 _ 1 8 _ 167 _ _8 16 _ _
A S = My Bt = I - B = am m i =0-0=0
TER, 240 = f'(z) = [83@;216]/ _ 8372—(8;4—16)2.% _ 3290;48:52 _ 32;3890 =0 23=4.

<0 = f'(x) <0 = f je klesajtica na (—o0; 0),
1! je spojitd na R — {0} = { 0<z<4d= f'(x) >0= fjerasticana (0; 4),
4<z = f'(z) <0= fjeklesajica na (4; c0).
= [ ma v bode x3=4 lokdlne maximum f(4) = 1.

—8x1/ _ —8z®—(32—8x)3x° 3 _96x2 —
2E€R, 240 = f'(z) = [32$38m] _ —8 (xG z)3z" _ 16 ws%m _ 160;496 —0 ez, =6.

x <0 = f"(x) <0 = f je konkdvna na (—o0; 0),
je spojitd na R — = <z <6= f'(x) <0= f je konkdvna na (0; 6),
J7 jo spojitd na B — {0} = { 0<z < 6= f”(x) <0 = f jo konks 0: 6
6 <z = f’(x)>0= f jekonvexnd na (6; o).
= x4=0 je inflexny bod funkcie f.
f(z)

x

= lim

8z—316: lim [i_ﬁ]zo_ozo =
r—too

x

k= lim
z—+o0

g=lim [f(@)~ kil = Jim [f(x)~0-a]= lim f(x)=0 = y=hr+q=0.

r—too z—+too

= y = 0 je asymptota so smernicou (obr. [1.2.20} tab.[1.2.2)). m

I f
-10 -8 —6 —4 -2 ;s T

Obr. 1.2.20: Graf funkcie f(x) = 8(2;2) z prikladu
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1.3 Integralny pocet realnej funkcie

1.3.1 Neurcity integral

Zavedenie pojmu deriviacie sme motivovali tlohou urcit okamzitd rychlost hmotného
bodu, ktory sa pohybuje po priamke. Ulohu moézeme obratit a hladat drahu hmotného
bodu za predpokladu, ze pozname jeho okamzitt rychlost v danom case.

Nech I C R je otvoreny interval. Hovorime, ze funkcia F(z), z € I sa nazyva primi-
tivna funkcia k funkcii f(z), = € I na intervale I, ak pre vSetky = € I existuje
derivacia F'(x) a pre vSetky z €I plati F'(x) = f(x).

Poznamka 1.3.1. Z definicie vypljva, Ze ak F(x) je primitivna k f(x) na intervale I,
c€ R je konstanta, potom kazdd funkcia G(z) = F(z) + ¢ je tiez primitivna k f(x) na I.
Z definicie dalej vyplyjva, Ze funkcia F je na intervale I spojitd.

Vsetky primitivne funkcie k danej funkcii f(x) na intervale I sa navzajom lisia o kon-
Stantu a tvoria mnozinu {F(x)+c: c€ R}, pricom F(z) je lubovolnd z primitivnych fun-
kcif. Tato mnozina sa nazyva neurcity integral funkcie f na intervale I a oznaéujeizl

/f(x)dsz(a:) +¢, zel, ceR.

Na urcenie neurc¢itého integrdlu funkcie ndm postaci jedna (Iubovolnd) primitivna
funkcia. Proces hladania primitivnej funkcie sa nazyva integrovanie. Zapis neurcitého
integrdlu funkcie f na intervale I je ureny na zadiatku integraénym znakom | a
na konci symbolom dz. Funkcia f sa nazyva integracna funkcia alebo integrand, x
sa nazyva integracna premenna a c sa nazyva integracna konstanta. Interval I sa
nazyva definiény obor (obor definicie) integralu. Ak nie je obor definicie integralu
explicitne zadany, potom myslime maximalny mozny interval, na ktorom integral existuje.

Je zrejmé, Ze nie ku kazdej funkcii f(z), x € I existuje na intervale I primitivna
funkcia. Ale ak je funkcia f spojitd, potom k nej primitivna funkcia existuje. Samozrejme
existuju aj nespojité funkcie, ktoré maju primitivne funkcie.

Veta 1.3.1. Ak je f(x), = € I je spojitd na intervale I, potom k nej na I existuje
primitivna funkcia.

V tabulke st uvedené zakladné vzorce pre integrovanielEl Pre praktické potreby
je vhodné si ich pamétat. Treba ich chépat aj s oborom definicie, ktory musime rozlozit
na jednotlivé intervaly. Napr. fd?x = In|z|+ ¢, x € R — {0} predstavuje dva vzorce — pre
x€(—00; 0) a pre z€(0; 00). Tieto vzorce su rovnaké, 1i8it sa mdzu iba o konstantu.

Derivovanie a integrovanie st inverzné operécie na intervale I, pre vSetky x €I plati:

(/f(x) da:)/ = (F(z) +¢) = f(), /F’(:r) dz = /f(a:) dz = F(z) +c.

Integrovanie je vo vSeobecnosti zlozity proces. Aj ked ku kazdej spojitej funkcii de-
finovanej na intervale existuje na tomto intervale primitivna funkcia, nie vzdy ju vieme

14Symboly pre mnozinu sa vynechavajt a namiesto {F(z) 4+ c: c€ R} sa stru¢ne piSe F(z) + ¢, c€ R.
5 Tieto vzorce tizko siivisia so vzorcami pre derivacie (tab. 1.2.1I .
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vyjadrit pomocou elementarnych funkcii. Na ich vyjadrenie potrebujeme nekonec¢né fun-

kciondlne rady. St to napriklad integraly (me N U {0}, ne N, m +n > 2):

da (™) sin (z") cos (z")
/ /2341 lngc’ ™ dl‘, ™ d:]], ™ dz.

Vzorec [a € R] Platnost Vzorec [a € R] Platnost

/dT*/ldT—T-‘rc, zER /r‘lda;:%—i-c, a#—1, ze R—{0}

/% In |z| + c, € R—{0} /',;f(%) dz=In|f(z)|+¢, f(x)#£0, z€D(f)
/e‘“dm* - 1+ c, a#0,z€R /a‘”dm:%-‘rc, a>0,a#1, zeR
/sma:vd:p— %Jrc, a#0,z€R /cosaxdz:mﬁ%Jrc, a#0,x€ER
/mz - =82 4o a#0,z€R, /COSJM = 8oz 4 ¢ a#0, zER,

e £ keZ ez BT ez
/smhazdz = “’“}% +c¢, a#0,z€ER /coshaa;dz = b‘“}% +c¢ a#0,z€ER
/qmﬁgw _ cotgahaz +c¢, a#0, ze R—{0} /cogiiﬁ“ :tgh%Jrc7 a#0, z€R
/ 2+a2 = idFCtg +ec = —%arccotg% + ca, a#0, tER
/ vy = /.21(1 [zia - zia] dz = 5 e a#0, z€ R—{+a}

3
2_g a2 _—z2

PP
/7dx > = arcsin 177 + c1 = —arccos g7 + C2, /\/(12—1’2 dp = 22— 4 */7dz
a , ,

a#0, z€(—00; —lal) U (|al; oo

e —n|z+va® —a?| +e /\/mdzzim‘/szr“er‘f—;/ do

dx
Vz2+4a2 P =2

= n<x+vx2+a2)+c, /\/xQ—ade:mi“T’;_"?—é —dz__ 4+£0, z€R

a#0, we(~al; [al)

Tabulka 1.3.3: Neurcité integraly zakladnych elementdarnych funkcii

Zékladom integovania je rozklad integrandov na jednoduchsie funkcie a transformacia
integrandov na iné, lahsie integrovatelné funkcie (per partes, substitiicia). Niekedy mo-
Zeme integral dopredu odhadnit a bez integrovania dopod¢itat nezndme parametre (me-
t6da neurcitych koeficientov). Jednotlivé met6dy mézeme navzajom kombinovat. Existuja
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aj tabulky integralov [56] a softvérové aplikdcie na symbolické vypocty (Maxima, Maple,
Wolfram Mathematica, ... ), ktoré mozeme pri vypocte integralov pouzit. Ale aby sme
tieto pomocky mohli G¢inne vyuzit, musime vediet integrovat.

Ak si F, G primitivne funkcie k funkcidm f, g na intervale I, a,b€ R, |a|+|b] > 0,
potom mozeme integrovanie funkcie af(x) + bg(z) rozlozit (metéda rozkladu) a plati:

/(af(m)—l—bg(a:))dm:a f(x)dx—l—b/g(x)dx:aF(az)—l—bG(x)—l—c, x€l, ceR.

sin? x cos2 x sin? x cos? x cos2 x sin? x

prico xeR, x#%ﬂ keZ, ceR. m

Priklad 1.3.1. / da :/sin2 z4cos® z dx :/( 1 + 12 )dl‘ — tgx —Cotgx+07

Pri vypocte integralov sa Casto pouziva metéda per partes, ktord je prakticky
obratenym postupom k derivovaniu sic¢inu [uv]’ = v'v + w’, t. j. [’ = [Tuww]) — [u'v.
Ak maji funkcie u, v spojité derivacie v/, v’ na intervale I, potom plati:

/u(m) V' (z)de = u(z)v(x) — /u’(ac) v(z)dz, z€l.

Casto sa vyuziva taktiez metéda substitticie. Ak je F primitivna k f na intervale T
a vykondme substiticiu x = @(t), t€ J, ¢(J) C I, potom pre deriviciu zloZenej funkcie

(veta[L.2.5) plati f(z) = [F(2)] = [F(p(t)) = F'((t)) - &' (t) = f(p(1)) - &' (1), t. J.
/f(ga(t)) P (t)dt = /f(m) dz=F(z)+c=F(p(t)) +¢, teJ ceR.

Je samozrejmé, ze pre vietky t € .J musi existovat ¢'(¢). Substiticia z = ¢(t) je v tomto
pripade zvolena tak, aby sme nemuseli pouzivat inverznu substiticiu.

Ak navyse pre vietky t € J plati ¢/(t) # 0 a existuje inverzna funkcia t = o~ 1(z),
potom moézeme predchadzajici vztah rozsirit:

/f(m)dx = /f(tp(t)) () dt =Gt)+c=G(p ' (2)) +¢, z€l,cER,

pri¢om funkcia G(t) je primitivna k funkcii f(4(¢))¢’(t) na intervale J, resp. G(¢o =1 ()
je primitivna funkcia k f(z) na intervale I.

Priklad 1.3.2. /mxdgg - [u =l

v =1

-1
Z/;; } :xlnx—/daz =zlhx—x+c, >0, ceR.

z3 dx t=z%, z€R 1 ] 1 1
/;gf{ - [4x3dm=dt teR] 1 t2dj;1 = jarctgt +c= Zarctgaz"‘—kq rER, ceR.

de | ®=sint, t = arcsinz, (sint)’ =cost#0, ze(-1;1), tE(—g;g) .
Vi-a? dz = costdt, V1—22 =4/1—sin?t = Vcos2t = |cost| = cost

cost

= /LS“‘t = /dt:t+c:arcsinx+c, ze(—=1;1),ceR.m

16 Namiesto zapisu fﬁ dz sa tiez pouziva fif%i) .
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Pri integrovani sa ¢asto rézne metédy kombinuji, pricom ich niekedy treba pouzit aj
viackrat za sebou. Ak pouzijeme pri integrovani rézne postupy, moézeme dospiet ,k zdan-
livo roznym vysledkom®. Ale zdanie klame. Pokial sme sa nepomylili, vysledky musia
byt rovnaké, moézu byt vyjadrené v roznych tvaroch a 1i$it sa mézu iba o integracnu
konstantu. O spréavnosti sa presved¢ime napriklad spatnym derivovanim vysledku.

1.3.2 Riemannov urdéity integral

V tejto Casti sa budeme zaoberat urc¢itym integralom funkcie, ktory na rozdiel od ne-
uréitého integralu nie je funkcia, ale konkrétna hodnota (&islo alebo +00). Ur¢ity integral
mozeme definovat viacerymi spésobmi. V tejto ¢asti zjednodusene vysvetlime pojem Rie-
mannovho (uréitého) integralu, ktory sa definuje pomocou tzv. integralnych sictov,
ukézeme sp6soby ako ho vypocitat a moznosti, kde sa da vyuzit.

Priklad 1.3.3. Nech f(z), z € (a; b) je kladnd spojitda funkcia, a,b € R, a < b. Urcte
plosny obsah mnoiinﬂ P ={[z;y]€R?*: x€(a; b),0<y< f(x)} (obr. v strede).
Riesenie.

S nasimi doterajsimi vedomostami mo6zu byt pri urcovani obsahu P problémy. Plochu P
moézeme priblizne nahradit (aproximovat) neprekryvajicimi sa obdlznikmi a odhadnit ju
pomocou stcétu ich obsahov (na obrazku st aproximdcie zdola a zhora).

Rozdelme (a; b) pomocou bodov a=xz¢g <z <:-- <z, =b, n€ N na n intervalov s rov-
nakou dizkou Az = b_T“ Minimum a maximum funkcie f na kazdom z tychto intervalov

oznacme m; a M;. Plochu P mdézeme potom odhadntt zhora a zdola hodnotami:
n

Dp=>Y m; - Ax<P<> M Az = Hp.
i=1 i=1

Je zrejmé, ze pre Az — 0 bude platit Dp — P <+ Hp. ®

v M.
. 2 M.
f M, 5
L—1
—1
L—1
1 —1
—1
1—1
—1
L—1
—1
xT
Q=To Ly T3 T3 - Tp2: Lp=b a b Q=0 T1 T2 T3 - Tro Tn=b
B N (@i—1; i), t=1,2,...,n N Tp1

Obr. 1.3.21: Krivodiary lichobeznik P uréeny funkciou f na intervale (a; b)
a jeho aproximacia pomocou dolnych a hornych integralnych siactov

Delenim intervalu {(a; b), a < b, nazgvame kazdd koneénit mnozinu bodov

D ={zg,z1,22,...,Tpn_1,Tn} = {x5};_y, NEN,

"Mnozinu P nazyvame krivoéiary lichobeznik uréeny funkciou f a intervalom (a; b).
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taki, ze a =29 <21 <+ < Tp_1 <xp =0>. Body xg, 1, ..., T, sa nazyvajfl deliace
a jednoznacne uréuji delenie D. Dizky intervalov d; = (z;_1 ; xz> i=1,2,...,n (nemusia
byt rovnako dlhé) oznafujeme Ax;, pre ich stcet plati Axy + -+ + Axn = b — a. Cislo
w(D) = max {Az;: i=1,2,...,n} nazyvame norma delenia D. Ak plati D C D*, po-
tom delenie D* nazyvame zjemnenie delenia . Mnozinu obsahujicu vsetky delenia
intervalu (a; b) oznacujeme Dia:b)-

Poznamka 1.3.2. Kazdé delenie D md nekonecne vela zjemneni. Ak x € {a; by je lubo-
volny bod, ktory nepatri do D, potom D U {x} je zjemnenim D.
Je zrejmé, Ze D* U D* je (spolocnym) zjemenenim oboch deleni D*, D*.

Nech f(x) je ohranicend funkcia na intervale (a; b), D € D (4,5, n € N. Oznacme

m =inf {f(x): x€(a; b)}, M =sup{f(z): x€(a; b)}, m; = inf {f(z): z€(@;i_1; )},
=sup{f(z): z€(x;—1; x;)} pre i =1,2,...,n. Potom éislﬂ

n n
Sp(f, D)= > m;-Az;, vesp. Su(f,D) =3 M;- Az,
i=1 i=1
nazyvame dolny, resp. horny Riemannov stcet funkcie f pri deleni D.
Z konétrukcie Riemannovych sﬁétov vyplyva, ze ak zjemnime delenie, potom sa dolny

..........

m(b_a) < SD(f7D) < SD(f7D*) < SH(faD*) < SH(faD) < M(b_a’)
Ak uvézime poznidmku potom pre kazdé dve delenia D*, D* €D (4,4 plati
SD(f7D*) S SD(f’D**) S SH(fﬂD**) S SH(f7D*) = SD(faD*) S SH(faD*)a

kde D** = D* U D*. To znamena, Ze mnozina vSetkych dolnych stctov je ohranicend
zhora, mnozina vsetkych hornych sic¢tov je ohranicena zdola a vzdy existuju cisla

Sp(f, (a; b>)=sup{SD(f, D): DE’DW;Z,)}, Su(f,{a; b>)=inf{SH(f,D): D6©<a;b>}.

Nerovnost Sp(f, (a; b)) <Su(f,{a; b)) je splnend vzdy. Ak plati rovnost, potom ¢islo

b
/ f(x)dz = Sp(f, a; b)) = Su(f,{a; b))

nazyvame Riemannov (uréity) integral funkcie f na intervale (a; b). Ak existuje
/ f(z)dz, potom f nazyvame riemannovsky integrovatelna na (a; b) a oznacujeme
fER by Je zrejmé, Ze ak f € R,,p), potom pre (c; d) C(a; b) tiez plati f€ R ., q).

Priklad 1.3.4. Uvazujme Dirichletovu funkciu x(z) = {(1) ii ég B’ i;g’

Pre kazdé delenie D€ g, 1), n€N a kazdé i=1,2...,n plati m; =0, M; =1 a teda

SD(f,D): ZO'AQT,‘ZO, SH(f,D): Zl-AJ}i: ZAQHZI.
i=1 i=1

i=1

m(b—a) mZ Ax; = Zn:mAmi < z": m;Ax; < Zn: M;Az; < 2": MAz; = Mi Az; = M(b—a).

i=1 i=1 =1 =1 i=1
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1
To znamend, ze Sp(x,{(0; 1)) =0, Sy(x,(0; 1)) =1, t. j. /X(x) dz neexistuje. m
0

Ak f€ Rq,p) a pre postupnost deleni {Di}ir1 CDq;py plati klim w(Dy) = 0, potom
— 00
b
hm [SH(f,Dk)—SD(f,Dk)] =0, t. J/f(x)dx: lim Sp(f,Di)= lim Sy (f, D).
k— 00 a k—o0 k—o0

Uvazujme delenie D € D (,.p), n € N. Na kazdom z ciastkovych intervalov zvolme
Tubovolné t; € (x;_1 ; x;). Pre tieto body plati m; < f(t;) < M;,i=1,2,...,n. Potom pre
kazdt volbu bodov ¢ plati

i=1
Cislo St (f, D) nazjvame Riemannovym (integralnym) sti¢tom funkcie f pri deleni D
a volbe bodov T = {t1,ta,...,tn}.
Ak f€ R4,y a zvolime {Dk}k 1CDq;p) tak, aby hm u(Dy) = 0, potom
/f dr = lUim ST(fka)

Delenia Dy = {xo, Ty Tty xr}, k€ N moZzeme volit napriklad ako v priklade
t.j. Az; = Ax = , 1= 1, 2,...,k (interval rozdelime na rovnako dlhé podintervaly).

Poznamka 1.3.3. Vo vseobecnosti nie je kazdd funkcia riemannovsky integrovatelnd, ale
kazdd spojitd funkcia f(x), x € (a;b) je riemannovsky integrovatelnd. TaktieZ
kazdd monoténna funkcia na {(a;b) je riemannovsky integrovatelnd.

Geometricky predstavuje Riemannov uréity integral na intervale (a; b) plochu krivo-
¢iareho lichobeznika uréeného funkciou f a intervalom (a; b). Pod osou z (t. j. ak je f
zapornd) je tato plocha zdporna. Hodnota Riemannovho integrélu je zavisla od integro-
vanej funkcie, ale aj od intervalu integrovania (a; b).

Ak f,g€ R(a,b), c€ER, potom cf, f+g,|f|, fg€ R ;s a plati

/abcf(x) de = c/al}(x) dz, /ab[f(a:) +g(z)] dz = /al}(x) dz + /abg(a:) de.

Ak je navyse g kladna, resp. zdpornd na intervale (a; b), potom f/g € Riq,p. Ak je
funkcia x = ¢(t) € R(q , gy, potom zlozend funkcia f(p)€ R4 p)
Riemannov integral ma niektoré zaujimavé vlastnosti:

b
e Nezapornost. f€ R, f(x) > 0 pre z€(a; b), potom /f(x) dx > 0.

b b
e Monoténnost. f,g€ Ry, .y, f(z)<g(x) pre x€(a; b), potom/f(ac) dxg/g(x) dz.
a

a

e Aditivnost. f€ Ry .y, c€(a; b) prave vtedy, ak f€ Ry, o), f€Rc;py a plati
b

/af(x)d:c/acf(:c) dx + /Cl?f(:n) dz (obr. vl’avo).

Riemannov integrél mobzeme deﬁnovat’ aj pre a > b To znamené ze dolné hranica

.....

znamenat riemannovsku mtegrovatelnost na {(a; b), t j.-prea <b. Prea, be R definujeme

j( ))da = 0 pre vsSetky f, j( N da = f( ) da pre a>b pokial f€ Ry, q).
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. /fh_/c+/ly
/f(z)d

(C;b) a — ¢ -

Obr. 1.3.22: Aditivnost integralu

Aditivnost integralu nie je zévisld na vzdjomnej polohe bodov a, b, ¢ (obr.|1.3.22| vpra-
b a
vo)Ak J € R4 .y, potom z uvedenej definicie vyplyva vztah / f(z) dm—l—/ f(z)dz=0.

a b
Pojem Riemannovho integrélu rozsirime na zjednotenie konec¢ného poctu nedegenero-
vanych ohrani¢enych intervalov A = I;Ul,U- - -Ul, k€ N, ktoré si navzajom disjunktné,
t.j. ;N I; = 0 pre i#j. Ak je f riemannovsky integrovatelnd na kazdom z nich, potom

/ f@yde= [ f@de+ [ f@det-+ [ fl)de
A I Iy Iy

nazyvame Riemannov (uréity) integral funkcie f na mnozine A.

V praxi sa na vypocet urcitého integralu pouziva Newton—Leibnizov vzorec. Ak
fE€R by a F je (Iubovolnd) primitivna funkcia k f na (a; b), potom plati a zapisujeme
(konstanta ¢ prislichajica k primitivnej funkcii sa nepiSe)

b

b
L f(x)dx = F(b) — F(a) = [F(:IZ)} = F(x)

a

b

a

27 2
Priklad 1.3.5. / sinzdz = [cosx}o =cos2nr—cos0=1—-1=0.m
0

Na urcenie primitivnej funkcie mozeme pouzit vSetky poznatky a metédy z pred-
chadzajicej casti o neurcitom integrali. Metédu per partes moézeme upravit a urcity
integral pocitat priamo. Ak plati u,v € Rq,py, u',v" € R(q,s), potom

[t 1= oyt - [stapotor e

a

Pri metdde substitiicie sa nemusime vracat k pévodnym premennym, okrem integ-
randu sa transformuju aj hranice. Ak je f spojitd na intervale I, z = ¢(t), t € (a; ),
el B) C 1, pla)=a, p(8)=b, ¢’ je spojité na (a; B), potom f(p )¢’ € R ) a plati

/f ydz= /f t, pricom p(a)=a, () =b.

. R . . Ay . . > . b
19 Aditivnost Riemannovho integrdlu mézeme nazorne ilustrovat na vektoroch. Integraly fa f(z)dz,

- = —
fba flx)de=— fab f(x) dz si mdézeme predstavit ako vektory ab, ba=—ab na redlnej osi.
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v/ =cosx |v =sinzx 0

27 _ , o 27T
Priklad 1.3.6. / zcoszdr = {“ =z w=1 ] = {xsinw} f/ sinzdz =
0 0

27
:(27TSin27r—O-Sin0>—[—COSJ?] :O—(—cos27r+cos()):—1+1:0.
0
. . 0
ZinStCOStdt: r =sint, dz = costdt s.1n7r:0 _ x3dx:[£}0:0—l:—l,.
sing =1 1 414 4 4

t€< ; 7r>, ze(0; 1)
Ak f€ Ry, a pouzijeme substiticiu z=p(t)=—t, potom fe€ R_y._q) a plati:

™

b —b —a —a

[r@ae=[i sl == fena= [ sena [ o

b —a —a
f je parna: f(:l?) dx = f(—z)dx = f( ) dx.

—b
fje nepérna f( ) de = ﬂlf(—x) dz = /7a[— f(z)] dz =~ 7“[( 2) da.
b _

Priklad 1.3.7. fE€R(_4.0), a > 0, f( )da = d:c+/f

a a)
f je parna: _af(x)dx:/o dx+/f dm—Z/f ) dax.
a (—a)
f je neparna: [ f(z)dx = —/ f(z)dx + /f(bL) dz =
—a 0 0

f(—=z) v f(z) y
Q ) T ¥
N
X L e ‘0 a

/f( L MA v f
V —a A z _—a - I\
A=

z) f(z)dz

Obr. 1.3.23: Integrovanie parnej a neparnej funkcie
Ak f€ R, je periodickd s periédou p>0, k€ Z, potom f € R4 4 kp;p4kp) @ Plati:

b+-kp r=t+kp, dzx=dt
/ f(x)dx= |z€(atkp;bt+kp), tc(a;b) /f t+kp)di= /f t)dt= /f

+kp a+kp — a, b+kp»—>b
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p Yy Yy p p

M A 4. Al/

z\[J U U VAR VS

P
a—p b-p a b atp b+p /f(@dﬂ?z/ f(z)dz
0 a

Obr. 1.3.24: Integrovanie periodickej funkcie

1<

t. j. hodnota Riemannovho integrélu funkcie f je na kazdom intervale (a+kp; b+kp),
P a+p

k € Z rovnaké. Specidlne plati /f(x) dz = / f(z)de.

V praxi v mnohych pripadocl? nedokéiemeaprimitivnu funkciu vyjadrit v jednoduchom
tvare (str. [35)), alebo jej vyjadrenie je privelmi pracne, resp. netcelné. Casto (najmi
pri technickych vypoctoch) ndm postaéi pribliznd hodnota, ktora sa od presnej hodnoty
nelisi viac ako maximdlna (dovolend) chyba. V takychto pripadoch pouzivame na vypodet
Riemannovho integrélu priblizné, tzv. numerické metédy. Numerické integrovanie sa
niekedy v literatire nazyva numericka kvadratira. Uvedieme tri zdkladné metody.

Nech f € R(q,p). Delenie D,, n € N zvolme tak, aby rozdelilo (a; b) na n rovnako
dlhych intervalov, t. j. D,, = {:Ei:a—l—ib_—“}?:o, Az = b_T“, lim u(D,) = lim 22 = 0.

n—oo n—oo

n n
Pre zjednodusenie budeme znadit y; = f(z;) = f(a—!—ib*Ta), 1=0,1,...,n.
e ObdiZnikova metéda. Integral aproximujeme integralnymi sdétami (geometricky
predstavuji obdlzniky). Potom pre volbu T' = {t1,t2,...,t,} pre n — oo plati

n

n b
Sr(f.Da) = 32 £(t)80 = A 35 f(t) = S22 (£(02) 4+ + £ (t) - / f(x) da.

% i=1

Akt =x01,1=1,2,...,n, f(t;) = f(zi—1) = yi—1 (Tavé hranice intervalov), potom

=
8]
~—
oL
8
Q
[
S)
1z
&
L
|
=
[
S)
~—
<
(=)
_|_
<
—
+
+
<
3
L
S~—

b n
f(z)dr ~ b_Ta Yo Yio1 = b_Ta(yl + Y2 +"'+yn)-
a =1
Ak je f’ ohrani¢end, potom pre chybu oboch vzorcov plati R, < (51M, pricom

|f/(x)| <01 pre x€{a; b). !

e Lichobeznikova metdda. Integral aproximujeme pomocou lichobeznikov, ktoré su
uréené intervalmi (z;_1; x;) (vyska) a hodnotami y;_1, y; (zdkladne). Ich obsahy sa
rovnaji P; = %%WAI =b=a(y, | +y),i=1,2,...,n. Potom plati:

2n
b n
/f(:v) dz ~ 52 S (yic1 +vi) = 52 (yo +2y1 + 2y2 + - + 2Yn—1 + Yn).
a =1

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

Kapitola 1. Zaklady matematickej analyzy 43

al

LTI

o 1 T2 T3 T4 Tn—2 Tn
Tn—1

To T1 T2 T3 T4 Tp—2 : Tp
Tn—1

Obr. 1.3.25: Obdlznikova metéda (Iavé a pravé body), lichobeznikovd metdda

Ak je f” ohranicend, pre chybu plati R,, < 69 (ﬁg;jf, pricom |f"(x)| < d pre x €{a; b).

e Simpsonova metdéda. Potrebujeme parny pocet deliacich intervalov, t. j. n musi byt
parne. Funkciu f nahrddzame na (w2;_2; x2;), 1=1,2,..., 5 kvadratickou funkciou
(parabolou), ktora prechddza bodmi y2;—2, y2;—1, y2;. Plati:

b 3

/f(x) dz ~ b;;Ta > (y2i—2 +4y2i—1 +y2) =
a =1
o+

=220 (yo +4y1 +2y2 +4ys +2y2 + - + AYn—3 + 2Yn—2 + Y1 + Yn)-

Ak je f® ohrani¢end, pre chybu plati R,, < 54%, pricom | ) (z)| < 64 pre z€(a; b).

2 2
Priklad 1.3.8. /dl = [lna] =2 -In1=n2~0,603147.

1 1
fz)= %, x€(1; 2), pouzijeme delenie D= {1+1—i0}£0 C D19, t. j. 10 intervalov. Plati
wi =14 15 = 8 v = f(1) = £ = 555, i=0,1,2,...,10, t. j. yo = {3 = 1,000000,
y1=19=0,909091, yo=13=0,833333, ..., yo=12=0,526316, y19=30 =0,500000.

Obdiznikova metéda. f'(z) = —5, |f/(z)] £1=26; pre z€(1; 2), t. j. predpovedand

chyba vypoctu je Rig < 1% = 0,1 (najprv Tavé a potom pravé hranice intervalov).
2
do 2;01(1, 000000 + 0,909091 + 0,833333 + - - - 4+ 0,526316) = 0, 718772.

x 1
1

Skutoéns chyba vipoétu je |0, 718772 — 0, 693147 = 0, 025625.

x

2
/di ~ 221(0,909091 + 0,833333 + - - - + 0, 526316 -+ 0, 500000) = 0, 668772.
1

Skutocna chyba vypoctu je |0,668772 — 0,693147| = 0,024375.
Lichobeznikova metéda. f”(z) = Z, |f"(z)] <2 = 6 pre z€(1; 2), t. j. predpove-

dand chyba v¥poctu je Ry < 22=D7 —0,001667.

2
/d?f ~ 271(1,000000 + 2 - 0,909091 + - - + 2 - 0,526316 + 0, 500000) = 0, 693771
1

Skutocna chyba vypoétu je |0,693771 — 0,693147| = 0,000624.
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Simpsonova metéda ["'(z) = =&, fW(2x) = 2 |fW(2)| < 24 = 64 pre z € (1; 2),
t. j. predpovedana chyba vypoctu je Rig < 24 1(80 12)4 = 0,000013.

2
/17 ~ 3;(1 000000 + 4 - 0,909091 + 2 - 0,833333 + 4 - 0, 769231 + -
! 4+ 4-0,588235 42 - 0,555556 + 4 - 0, 526316 + 0, 500000) =0, 693150.

Skutoénd chyba vypoctu je |0,693150 — 0,693147| = 0,000003. m

Riemannov integral sme definovali pre ohranic¢ent funkciu na ohrani¢enom intervale,
preto ho tiez niekedy nazyvame vlastny Riemannov integral. V mnohych praktickych
aplikdciach (matematickych, fyzikdlnych, technickych, ekonomickych, ...) sa vyzaduje
integrovanie na neohrani¢enom intervale a mnohokrat aj integrovanie funkcie, ktoréa nie
je ohranicend. Preto rozsirime pojem Riemannovho integralu aj na tieto pripady a integral
budeme nazyvat nevlastny.

1 1 1q1 1
Priklad 1.3.9. zzde = {ﬁ} = [2 x} =

\f / 3 Jo Ve 0
Primitivna funkc1a 2/ je sice spojitd a ohrani¢end na (0; 1), ale problém je v tom, ze
poévodna funkcia f nie je na tomto intervale ohranicena a v bode 0 nie je definovana.

Ak zvolime €€ (0; 1) lubovolne, potom ﬁ je ohrani¢end na (e; 1) a plati (obr. [1.3.26]
1 1
_ 9 de __ 7 _ _ _
= [2va] =2-2vF = /Oﬁfglggh/f lim [2-2E] =2

Na neohranic¢enom intervale x € (1; co) mézeme analogicky zvolit € € (1; 00), potom

£ (oo}
dz _ — _ dr _ — _
[2\/5}1 2/E—2 = /1 e Elggo/f lim [25 2] =
V nasledujicom pripade je situdcia analogicka.

1 1
€(0; 1) ﬁ/ = lim d;”: lim [—%] = lim [—1—&—5:00.

e—0+ z e—=0+ e e—0t

€ €
6(1;00):>/‘i—§:1im 4z — lim [—%] =lm [-14+1]=1m
1

e—oo Jq £—00 1 £—00

e 1
£— 00 0F«e

Obr. 1.3.26: Priklad [-3.9
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Nech a,be R* = RU {£0}, a<b. Bod ¢ nazyvame singularny bod funkcie f(z),
x € (a;b) vplyvom funkcie, ak je f neohranidend v nejakom okoli O(c). Hraniéné
body oo, resp. —oo nazyvame singularne body funkme f vplyvom hranice. Ak mé
funkcia f aspon jeden singuldrny bod c€ (a; b), potom f f(x) dx sa nazyva nevlastny
integral (vplyvom funkcie, resp. vplyvom hranice).

Najprv budeme predpokladat, Ze ma funkcia f prave jeden singularny bod na hranici
intervalu integrovania. St Styri moznosti.

Nevlastné integraly vplyvom hranice:

Oof(:z:) dz = lim Ef(:z:) dz, b flx)de = hm f( dz = hm flx
[ serae =t [ [ . [ 1)

Nevlastné integraly vplyvom funkcie:

/a @)

V takto definovanom nevlastnom integrali je zachovand jedna zo zéakladnych vlastnosti
Riemannovho integralu — aditivnost. Pre lubovolnt volbu bodu d€ (a; b), a,be R* plati

/:}(x) dz = /a(j‘"(ac) da:—i—/dl}(x) dz

Poznamka 1.3.4. Nevlastné integrdily majiu podobné vlastnosti ako vlastné Riemannove
integrdly. Na ich vipocet mozZeme pouZit rovnaké metody a tieZ Newton—Leibnizov vzorec.
Ak pouZijeme zdpis [F(z)]% = F(b) — F(a), potom F(a), resp. F(b) v singuldrnych bodoch
predstavuje prislusnid limitu, napriklod:

e—b—

5 b—e
{ lim /f(x) dz = lim f(z)dz, f je neohranicend v O(b),

b
lim /f dx = hm f(x)dx, f je neohranicend v O(a).

e—at ate

[lnxro =Inoco —In0*, ¢ 4 [lnmro = lim Inz — lim Inz =00 — (—00) = 0.
0 0 T—00 z—0+

Ak mé f(z), z € (a; b), a,b € R* koneény pocet singuldrnych bodov ¢y, ca, ..., cx,
EeEN,a<c¢ <ca < - <ep <D, zvolime (lubovolné) body dy,ds,...,dk,dgt1, aby
a<dy <c1<dy<ce<dy<---<c<dgy1 <b. Potom plati:

b dq c1 da C2
[1@ o= [ @ [ F@des [ f@rdor [ e
a a d1 do

C1

di41

dy, Ck b
o+ [ f@was+ [ @+ [ f@det [ f@)de
Ck—1 di Ck di+1
Poznamka 1.3.5. V budicnosti nebudeme rozlisovat medzi zapismi vlastnych a nevlast-
nych integrdalov. To znamend, Ze pri vysetrovant integrdlu f f(x) da musime najprv ndjst
vSetky singuldrne body funkcie [ na intervale (a; b), potom mtﬁgml rozdelit na prislusné
nevlastné integrdly s jednym singuldrnym bodom, a tie vypocitat.
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o S
Priklad 1.3.10. / sinzdx = [fcosx] = lim [fcosx} — lirzl [fcosx] )

— 0 T—00 T——00
;c2 0 22 OO_ —00)? oo? . 39
acdx— xdx—i— xdx— 7]700—&—{7 . —[O—T]—i—[T—O]——oo—&—oo... .
0 2 0 9
(L N ... singuldrny bod dz dz _ {ln‘l‘ﬂ + {ln‘l‘ﬂ N
. - vplyvom funkcie 11’ 0 B 1 0o
=(n0* —In1)+ (In2 —In0%) = (00— 0) + (In2 — (—o0)) = —00 + 00 ... B
1 L 1 1 1
/lnxdx:[u,fhm :5} [IIHI} /dx:1~lnlf lim xlnzf/dx:
0 =z 0 0 z—0t 0
: : Inz 1H i : ! !
- I:zl—l>r([)1+xlnx:zl—l>lg+Twa:l—lfg*%:_zl—lfg+x:0:| - 7‘/0 dl - 7|::Li|() - 71 .
Priklad 1.3.11. Vypocitajte I,, = / z"e "dx, n=0,1,2,....
0
Rieéeni%.C

Io:/xoe*””dx:/ e*wdx:[—e“} =—e @4l =04+1=1=0.
0 0 0

o =nzn—1 oo o0 X X n
—» } = [—x”e_””} +n x”_le_ldx:[ lim %=0} =
v =—¢€ 0 0 T—00
o0
=-0+0"-e"+n [ a2 te*dz=nl, 1 =n(n—1I, o=---=nllh=nl.m
0

I :[u::c”

v =e~"

Z geometrického hladiska predstavuje Riemannov uréity integrél (vlastny i nevlastny)
plochu krivociareho lichobeznika. To znamen4, ze urcity integral moézeme pouzit na vy-
pocet obsahov rovinnych ttvarov. Pomocou Riemannovho integralu mézeme vypocitat
nielen obsahy tychto ttvarov, ale aj ich obvody, statické momenty, pripadne taziska. Tiez
mozeme vypocitat objemy a povrchy telies, ktoré vznikni ich rotaciou v priestore.

Vo vseobecnosti m6zeme plochy v rovine ohranicit grafmi realnych funkcii alebo kriv-
kami. Nédzorne si mdzeme krivku predstavit ako (obvykle spojiti) ¢iaru v rovine s urci-
tymi vlastnostami, napr. ako drahu nejakého pohybu hmotného bodu. Pri krivke moze
byt priradenych jednému vzoru x viacero obrazov y. To znamen4, ze ju moézeme rozdelit
na niekolko funkcii. Krivky sa najcastejsie sa vyjadruju parametricky pomocu pomoc-
nych funkcif. Mnozina f = {[z;y]€ R?: x=(t),y=1(t),t€J}, pricom ¢,¢: J — R st
spojité funkcie a J je interval, sa nazyva parametrické vyjadrenie krivky f.

N S

Obr. 1.3.27: Priklady kriviek v rovine

Poznamka 1.3.6. V dalsich tvahdch budeme predpokladat, Ze funkcia f€R<a;b>, resp.
je parametrizovand spojitymi funkciami x = p(t), y = ¥(t), t € J, a=p(a), b= p(p),
pricom ¢’ (t) >0 (¢ je rastica), J = {a; B), resp. ©'(t) <0 (¢ je klesajica), J = (f; ).
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e Obsah rovinnej plochy ohranic¢enej funkciou, resp. krivkou je vzdy kladny.
Pre obsah plochy P; ohranic¢enej funkciou f € R, ;3 a osou x na intervale (a; b) plati

b B
Pr= [ f(@)]de = [t 2200 | = / ()] -/ (1)t (obr. [[3:28).

b
y B y| a f(z) <0 [ y
Pf*/f(w)d Y "

> / f
= . =WV
N /] — \‘ , S Ve R
’ /] ’ N ol a \@ b
ﬁ s > \ )

0l a f@y >0 b Pf:/[—f(x)} dz Pf:/|f(3:)|dx

Obr. 1.3.28: Obsah rovinnej plochy ohranicenej funkciou f a osou x na (a; b)

Pre obsah plochy Py, ohranicenej funkciami f, g€ R, .5y na intervale (a; b) platﬂ

b
Py = [ |f(z)—g(x)|dz (obr.[L.3.29).

=l

a b b T
Prg= [ [f(x)—g(z)|dz

Obr. 1.3.29: Obsah rovinnej plochy ohranic¢enej funkciami fj g na {a; b)

f(z) > g(z) >0

Priklad 1.3.12. Urcte obsah plochy P ohrani¢enej funkciou y = sinz, x € (0; 27) a
osou .

Riesenie.
o 27
P= / sinxdz = [— cos x] = —1—(—1) = 0. — Nespravne, plochy sa vynuluji.
0
0271' ™ 2 T o2
P = / |sinz|dx = / sin z dz +/ (—sinz)dz = [— cosx] + [cosx} =
0 0 w 0 m
= —cosT~+cos0+ cos2m —cosm = —(—1)+14+1—(—1)=4 (obr.|1.3.30). m
Priklad 1.3.13. Odvodte vzorec pre obsah P kruhu K s polomerom r>0 (obr. |1.3.31]).
Riesenie.
Explicitne je kruh K ohranifeny funkciami f(z) = £vr2—a2, z€(—r; r).

20Na obrazku vlavo je situécia pre f(z) > g(z) > 0. V pripade f(x) > g(z) sa plocha pre posunuté
funkcie f(z) + ¢ > g(z) + ¢ nezmeni, iba sa obrdzok posunie o hodnotu ¢ v kladnom smere osi y.
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P:/ [ r2—x2—( x2 dm—?/\/ —r?2dx =
I\/TQ—ZEQ 2 s ’l"2 —T
2 }_T - [ 7210 ] ?

T — 0 =7

:2{7arcsm;—|— 55

Parametricky je kruh K ohrani¢eny uzavretou krivkou z=rcost, y=rsint, t€(0; 2m).

27 , 27 27
P:/ reost - [rsint] ’dt:/ |7’20082t|dt=7’2/ cos?tdt =
0 0

0
Obsah mo6zeme vypocitat aj ako dvojnasobok polkruhu, resp. stvornasobok stvrtkruhu. m

27 o
:7’2/ Lbsgsdt gy — p2[4 4 sin2t ] " — 225 10— 0 - 0] =
0

y 7 N\
1 sin

o —r r oz T
0 “Wz W”z’zz w te(0; 2m)
%17)5 o /rfw\fem "

0 = 2: zz z€e(0; r) FE te(0; 5

Obr. 1.3.30: Priklad [1.3.12 Obr. 1.3.31: Priklad [1.3.13!
e Objem rotacného telesa — funkcia f rotuje okolo osi =

Ak nechdme rotovat okolo osi x krivodiary lichobeznik (plochu) uréeny funkciou f
a intervalom (a; b), vznikne v priestore xyz rotacné teleso, ktoré mé obje

.3
Pyar= [ 5me 0] = [R50 0

a

Priklad 1.3.14. Vypocitajte objem anuloidu s polomermi d +r, d > r > 0.
Riesenie.
Anuloid vznikne rotaciou kruznice s polomerom r > 0 okolo priamky vzdialenej od jej

stredu o hodnotu d (obr. [1.3.32). Jeho objem vypodcitame ako rozdiel objemov telies,
ktoré vznikni rotdciami polkruznic fi o(x) = d+vr2—az?, z€(—r; r) okolo osi z. Plati:

[ p@)do—n [@)de = [ [17(0) - ) do =
oo [T VY ()
= W/T[((ﬁ 422 =22 + 12 —a?) — (d? — 24V =22 + 2 —22) "] da =

T

21Je zrejmé, ze nezdlezi na tom, ¢&i je funkcia f kladnd alebo zadpornd. Pri rotécii funkcif f, —f, resp.
| f| vznikne rovnaké teleso.
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fi2(z)=dE£VrZ—22, z€(~r; 1) fl@)=vr?—a2, z€(0; )
Obr. 1.3.32: Anuloid Obr. 1.3.33: Objem gule

(priklady [1.3.14] |1.3.19) rotécia okolo osi x a y

r . r
=4nd | Vr2—22dx = 47rd[w7”;_$2 + % arcsin ﬁ} =
—r —r
= 47rd[0 + g arcsin = — 0 — % arcsin _7’”] = 47Td[§g — é%ﬂ
0.

| =2n2%dr*. m
Priklad 1.3.15. Odvodte vzorec pre objem V gule G s polomerom r >
Riesenie.

Gula G vznikne rotéciou polkruznice f(z)=+vr?—x2, x€(—r; r) okolo osi x (obr.|1.3.33):
V= /(m)zdx = 77/(7"2—302) dx = 77[7“290—%3} = 71'[7“3—?4—7"3—?} = 4”37’3.-

—r

e Objem rotacného telesa — funkcia f rotuje okolo osi y
Ak nechdme rotovat okolo osi y krivoéiary lichobeznik (plochu) urcéeny funkciou f
a intervalom (a; b), vznikne v priestore zyz rotacné teleso, ktoré mé objem

b 3
Vy=or [islae =[5 5580 ] < on [ w0 ol e @

«

Priklad 1.3.16. Objem gule (jej polovicu) s polomerom 7 > 0 mdzeme vypocitat aj po-
mocou rotécie strtkruznice f(z) = vVr2—a2, x€(0; r) okolo osi y (obr. [1.3.33]). Plati

T _p2
‘/:227_(_/\:17 /T2—I2d117:|: —x2 =1 x:0:>t=02:|:_2ﬂ./ ‘/T2+tdt:
0 0

2zxdr=dt |z =r=t=—r

2

—r? 3412
= 727r/ (t+r?)2 dt = 727r[‘(t4+§2)2} =% [0 - rﬂ o
0 0

e Dizka krivky
Pre dlzku krivky d(f), resp. grafu funkcie f (napr. obvod kruznice) plati

b -3
d(f) = /a 1+ [f/(z)]2de = [Sliik;:st: ;’(:t)figft) } _ ./a Ve O] + [¢ ()] dt.
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Priklad 1.3.17. Odvodte vzorec pre obvod o kruznice K s polomerom r > 0.

Riesenie.
K sa skladd z polkruznic +f(x) = i\/r2—x2 x € ( DN ktorych dlzka je rovnaké.
Plati f'(z) = 2\/%7 1+ [f/(.%')} =1+ T2 mz = rz,mzy vV 1+[f = ma potom
0=2 \/:2‘1_%:27" \/7%:2r{arcsin%]_rz2r[g—_7”]:27Tr.

—r —r

Parametricky je kruznica K definovand rovnicami z=rcost, y=rsint, t€(0; 2m) a plati
2 27 2
0= / \/[ — rsint]2 + [rcost]zdt = / Vr2dt = r/ dt =27r. m
0 0 0

e Povrch rotac¢ného telesa — funkcia f rotuje okolo osi =
Ak nechame rotovat okolo osi x krivku f, vytvori v priestore zyz rotacni plochu. Pre
obsah tejto rotacnej plochy P, t. j. povrch plasta (bez podstdv) takto vzniknuvsieho
rotacného telesa plati

P =2 \f /I d:('—QTr/W) ) VP OF + [0 (O dt.

Priklad 1.3.18. Odvodte vzorec pre povrch S gule G s polomerom r > 0.

Riesenie.
Gula G vznikne rotaciou polkruznice f(z) = vr2—a2, z€(—r; r) okolo osi z (pr. [1.3.17)

T

= 27r/ Vr2—a? Td‘” =2nr [ da=2nr [x} =2mr[r — (—r)] = 4mr2.

—r -

V parametrickom tvare ma polkruznica f tvar x=rcost, y=rsint, t€(0; m) a plati

S—27r/ |rsmt\\/ —rsmt] + [rcost] dt—27r7“/ sint Vr2dt =
0

= 27r /s1ntdt:27rr [—cost} :—27rr2[cost} :—27Tr2[—1—1]:47rr2.l
o 0 0

Priklad 1.3.19. Vypocitajte povrch anuloidu s polomermi d +r, d > r > 0.

Riesenie.

Anuloid vznikne rotaciou kruznice s polomerom r > 0 okolo priamky vzdialenej od jej
stredu o hodnotu d (obr. m Jeho povrch vypocéitame ako stcet ploch telies, ktoré

vznikni rotaciami polkruznlc fie(x) =dxVr2—z?, xe(—r; ri okolo osi z.

Plat{ |f1|—|—|f2\ = fi + fo = 2d a na zdklade prlkladu 1.3.17 aj fia(z) = \/%,
VI+H[ (@) = ﬁ, potom

P=2r |fﬂde+2w |f2|\/de—zw 7”1”#;@);“:

= 2w2dr[ \/ﬁfiﬂ = 47rdr[arcsin ﬂ . = 47rdr(g — _7”) = 47%dr. m
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