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Nahodny proces

Nahodnym procesom rozumieme mnozinu nahodnych premennych
{X(w,t) :weQ, te T},

kde Q je mnozina elementarnych udalosti a T je mnozina
nezapornych realnych Cisel. Budeme pouzivat skrateny zapis

{X(t) e {X¢HeeT

o T ={to, t1,t2,...} — hovorime o procese s diskrétnym Casom,

e T = (0,00)- hovorime o procese so spojitym casom.
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Nahodny retazec

Nahodny proces {X(t)}:cT nazveme ndhodnym retazcom, ak
mnozina véetkych hodnét S nahodného procesu je nanajvys
spocitatelnad. Mnozinu S nazyvame mnozinou stavov retazca.

Priklad 1.1

V dvoch urnéach je spolu 5 guli¢iek. Pri kazdom pokuse ndhodne
vyberieme jednu gulicku a premiestnime ju do susednej urny.
Modelujte chovanie takéhoto systému ndhodnym procesom.

Nech {X(w, t) udava pocet guli¢iek v 1. urne. Ak je v 1. urne J
guliciek, potom je 2. urne 5 — i guli¢iek. Potom S = {0,1,...,5}

udava pocet guliciek v 1. urne, T = {tg, t1,... } si €asové okamihy
jednotlivych pokusov a Q = {wi,wo, ..., ws} pricom w; je vyber
i-tej gulicky.
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Poznamka

Priklad 1.1 méze modelovat realnu situaciu, ked mame vo vyrobne;j
hale 5 kamier s vysielami (5 guliciek), ktoré monitoruja pohyb
robotov. Kazdy vysiela€ moze byt v stave vysiela alebo nevysiela
(gulicka je v 1. alebo 2. urne) ak jeho kamera zaregistruje konflikt
robotov. Nahodny mechanizmus rozhoduje o zmene stavu takéhoto
zabezpecovacieho systému. Ak vysielace len odosli snimok kamery
pojde o proces s diskrétnym Casom ale ak budd vysielat snimky
pocas doby konfliktu p6jde o proces so spojitym casom.
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Markovov retazec

Nahodny retazec {X,},c1 s mnozinou stavov S nazveme
Markovov retazec, ak

® mnozina T ={0,1,2,...},

® plati Markovova vlastnost:

Vig, fy--vyin_1,1,J €5
P(XnJrl :j|Xn =X 1=Ip1....,Xp = iO) =
P(Xnt1 = jIXn = ).

Ak X, = i, potom hovorime, Ze retazec je v Case n v stave i.
Podmienené pravdepodobnosti Markovove| vlastnosti sa nazyvaju
pravdepodobnosti prechodu zo stavu /7 do stavu j,

Dalej sa obmedzime vyhradne na Markovove retazce nezavislé na
okamihoch prechodu t.j. n.
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Fyzikalna interpretacia

Uvazujme fyzikalnu sastavu, ktord moéze byt v niektorom zo stavov
S ={ag,a1,az,...}. V priebehu €asu meni sistava ndhodne svoje
stavy. Stavy sistavy pozorujeme v diskrétnych Casovych okamihoch
n€{0,1,2,...,}. Ndhodnej veli¢ine X,, priradime hodnotu k ak je
sistava v asovom okamihu n v stave ay.

Predpoklad, ze ndhodné zmeny stavu fyzikalnej sustavy tvoria
Markovov retazec mézeme interpretovat takto: Vietky doterajsie
stavy mézu mat vplyv na budice stavy len prostrednictvom
stCasného stavu.

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. Nahodné procesy, markovove retazce



Homogénne Markovove retazce

Markovov retazec {X,},c7 nazveme homogénny (v Case), ak plati:

Vi,jeS,Vke N :
P(Xn+k+1 :j’Xn+k = I) = P(Xn+1 :J‘Xn = I)

Pravdepodobnosti prechodu zo stavu i do stavu j oznadime
pij = P(Xns1 = j|Xn =)
a usporiadame do matice pravdepodobnosti prechodu

P = (pij)ijes-

Poznamka
Aj v dalsom texte budeme N = {1,2,3,...} oznacovat mnozinu
prirodzenych Cisel.
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Priklad 1.2

V dvoch urnéach je spolu 5 gulic¢iek. Pri kazdom pokuse ndhodne
vyberieme jednu gulicku a premiestnime ju do susednej urny.
Budeme predpokladat. Ze vyber kazdej gulicky je rovnako
pravdepodobny bez ohlTadu v ktorej je urne.

Nahodny retazec popisujici pocty guliiek v 1.urne ma Markovovu
vlastnost, pretoze budici stav poctu guliCiek v 1.urne zalezi len na
sa€asnom pocte guli¢iek v 1.urne a na ndhodno vybere gulicky.
NezaleZi ani na tom v ktorom pokuse dochadza k premiestneniu
gulicky, jedna sa tak o homogénny Markovov retazec {Xp}pet

s mnozinou stavov S = {0,1,2,3,4,5} a maticou pravdepodobnosti
prechodu

010000
o g o000
p_|020Z 00
oo o0 2o
00001
0000 10

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. Nahodné procesy, markovove retazce



Pravdepodobnost, ze sa homogénneho Markovov retazec {X,},er
v Case n € T nachaddza v stave i € S oznacime

pi(n) = P(X, =)
a nazveme pravdepodobnost stavu i v Case n. Vektor tvaru

p(n) = (Pi(n))ies

nazyvame pravdepodobnostné rozdelenie retazca (v Case n).
Pociatocnym rozdelenim retazca rozumieme p(0).

Priklad 1.3 (Cvicenie)

Sledovala sa prevadzka stroja za dobu 1000 smien. Ked sa stroj
pokazil bola vykonand oprava. Opravy ktoré trvali dlhsie nez 1
smenu sa evidovali zvl4ast. Bolo zistené, Ze sa stroj pokazil v
150-tich pripadoch z toho v 95-tich pripadoch trvala oprava viac
nez jednu smenu. Modelujte chovanie stroja homogénnym
Markovovym retazcom.
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Zakladné tvrdenia

Lema 1.1
Pre homogénny Markovov retazec uréeny pociatoénym rozdelenim
p(0) a maticou P plati

p(n+1)=p(n)P VneT (1)

Doékaz: Treba ukazat, ze

i(n+1) Zpk n)py,Vj € S,Yne T
keS

Oznacme javy Hx = {X, = k}, A= {Xpt1 =J}. Z vety o tuplnej
pravdepodobnosti dostavame

piln+1) = P(A) = Y _P(H)P(AIHK) = > _ pi(n)p-
kes keS
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Priklad 1.4

V zadanf prikladu 1.2 predpokladajme, Ze na zaciatku st vSetky
gulicky v 1. urne. Aky bude stredny pocet guli¢iek v 1. urne po
dvoch pokusoch?

Markovov retazec popisujici pocty guliciek 1.urne je ureny pp.
rozdelenim p(0) = (0,0,0,0,0,1) a vypocitanou maticou prechodu

0100 00O
1 4
5 005 000
0 0 ; 0 £ 0
000 ¢ 0 %
0 00010
Potom z (1) mame
4 1
p(2) = p(l)P = (07070707 170)P = (070707 gaov g)

Stredny pocet guliiek bude v 2. urne po dvoch pokusoch rovny

4 1 .1
E(X2)=0-0+1-0+2-0+3--+4-0+5-=-=3_.
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Pravdepodobnostami prechodu vyssich radov rozumieme

1 aki=j
pU(O)_{ 0 akinak

pi(k) = P(Xnik = [Xn = i) Vk €N

po usporiadani do matice

P(k) = (PU(k));,jes'

Poznamka
Vzhladom k homogenite retazca nezéavisia ani pravdepodobnosti
vyssich radov na n.
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Lema 1.2
Pre homogénny Markovov retazec s pociatoénym rozdelenim p(0)
plati

p(n) = p(O)P(n) ¥ne T. (2)

Maticu pravdepodobnosti vyssich radov viak mézeme vyjadrit
v tvare mocniny pp. prechodu.

Lema 1.3

P(n)=P" VneT. (3)
Dokaz: Zrejme plati P(0) = P® a P(1) = P. Z (2) a opakovanim

(1) dostaneme rovnice zo zhodnymi pravymi stranami

p(n) = p(O)P
p(n) = p(n—1)P=p(n—-2)PP=-..=p(0)P"
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Chapman-Kolmogorove rovnice

Veta 1.1

P(n+m)=P(n)P(m) VnmeT. (4)

Dokaz: Z vlastnosti nasobenia matic a lemy 1.3 dostavame

P(n+ m)=P"™ =P"P™ = P(n)P(m)

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. Nahodné procesy, markovove retazce



Stacionarne rozdelenie retazca

Nech P je matica prechodu. Potom vektor = (7;);es pre ktory
plati
™ P
Zﬂ'j 1
jes
o > 0 Ve S

nazyvame stacionarne rozdelenie retazca uréeného maticou
prechodu P.

Veta 1.2
Nech P je matica prechodu. Potom ak existuji

|i_>m pij(n) =m; Vi,jeS (5)
potom existujd aj
lim pj(n)=m; VYjeS$ (6)

n—oo
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Priklad 1.5
Vratme sa k prikladu 1.4 s gulickami. Zaujima nés stredny pocet
guli¢iek v l.urne po stabilizacii systému.

Najskor najdeme stacinarne rozdelenie retazca m = (mg, 11, ..., 75).
Po dosadeni do rovnice
0 1.0 0 0 O
1 4
§ 0 000
| 080200
N 0032020
4 1
000 ¢ o0}
0 00 0 10

a vyjadreni jednotlivych pravdepodobnosti pomocou 7y dostavame
m = (1,5,10,10,5,1)m. Z normaliagnej podmienky Y o = 1
vypocitame mp = 31—2 Po dostato¢nom pocte pokusov bude stredny
pocet guliciek v 1.urne rovnaky ako 2.urne rovny

5

_ 1

E(Xeo) = jmj = 25
j=0
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Regularny retazec

Ak v Markovovom retazci konverguji rozdelenia stavov k limitnému
rozdeleniu t.j. existuje
lim p(n) =p

n—oo
a ak limitné rozdelenie p nezavisi na pociatotnom rozdeleni p(0)
potom nazyvame tento retazec regularny.

Lema 1.4
Ak je Markovov retazec regularny potom je jeho limitné rozdelenie
stacionarne.

Dokaz: Nech je p limitné rozdelenie regularneho retazca. Potom
podla lemy 1.1 plati
p= lmp(n+1)= nll_)n;o p(n)P = pP

n—oo

a tak je jeho limitné rozdelenie jediné stacionarne. e
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Markovova veta

Veta 1.3

Nech existuje také prirodzené Cislo n, ze vietky prvky matice P” sii
kladné. Potom je homogénny Markovov retazec s maticou
pravdepodobnosti P regularny.

Poznamka
Markovova veta je jedna z najznamejsich postacujicich podmienok
pre existenciu regularneho retazca

Priklad 1.6 (Cvicenie)

Vratme sa k prikladu 1.4 s gulickami. Predpokladajme, Ze po
troch pokusoch maju poéty guli¢iek v 1.urne pp. rozdelenie
(0,0.875,0,0.125,0,0), pricom na po¢iatku bola 1.urna préazdna.
Najdite s pomocou Excelu maticu prechodu a stacionarne
rozdelenie modelujiuceho Markovovho retazca. Co mozeme
usudit o chovani guli¢iek? Bude tento retazec regularny?
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