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Markovove procesy

Nahodny retazec {X(t)}+c7 s mnozinou stavov S nazveme
Markovov proces, ak

® mnozina T = (0, c0),

® plati Markovova vlastnost:

Vi, t1, .-y tar1 €T 1 to < t1 < ...tp11,

Vig, i1y eeyin_1,1,j €S :

P(X(tnr1) = J1X(tn) = 1, X(tn-1) = in-1,.... X(to) = i) =
P(X(tns1) = jIX(tn) = ).

Ak X(t) = i, potom hovorime, Ze proces je v Case t v stave i.

Poznamka
Pojem Markovov proces sa pouziva hlavne v technickej literatire
miesto zdlhavého ndzvu Markovov retazec so spojitym Casom.
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Homogénne Markovove procesy

Markovov proces {X(t)}:c1 nazveme homogénny (v Case), ak plati:
Ve, t1 +hto,to+he T,Vi,jeS§:
P(X(t1 + h) = jIX(t1) = i) = P(X(t2 + h) = j|X(£2) = ).
Pravdepodobnosti prechodu zo stavu i do stavu j za as h oznalime

PX(t+h)=jX(t)=i) ak h>0
pi(h) =< 1 ak h=0,i=j
0 ak h=0,i#]

a usporiadame do matice pravdepodobnosti prechodu za ¢as h

P(h) = (pij(h))ijes-

Pravdepodobnost, Ze sa proces v Case t € T nachadza v stave
J € S oznacéime p;(t) = P(X(t) = j) a po usporiadani v tvare
p(t) = ('Dj(t))jes nazyvame pp. rozdelenie procesu v Case t.
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Pociatocnym rozdelenim procesu rozumieme p(0).

Priklad 2.1

V dvoch urnéch je opét 5 guli¢iek. Teraz nas vSak bude
zaujimat chovanie guli¢iek v redlnom ¢ase. Nech je na zaciatku
pozorovania je 1.urna prazdna. Dizky ¢asovych intervalov medzi
jednotlivymi zmenami poc¢tu guli¢iek v urnach st ndhodné,
nezavislé a nie st ovplyvnené zmenami poc¢tu gulic¢iek v urnéch.
Pravdepodobnost zmien pocas intervalu danej dlzky nezavisi od
polohy tohoto intervalu na ¢asovbej osi. Navrhnite model, ktory
umozni vypocet stredného poctu guli¢iek v 1.urne ako funkciu
doby trvania pozorovania.

Nech X(t) udava pocet guliCiek v 1.urne v Case pozorovania t € T.
Jedna sa o homogénny Markovov proces s pociatoénym rozdelenim
p(0) = (1,0,0,0,0,0). Potom stredny pocet guliciek v 1.urne je v
Case t uréeny vztahom

EX(t))=1-pi(t)+2-pa(t) +3 - pa(t) +4- pa(t) +5- ps(t).
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Chapman-Kolmogorovove tvrdenia

Veta 2.1

P(r+s)=P(r)P(s) Vr,seT. (1)
Veta 2.2

p(t+ h)=p(t)P(h) Vt,heT. (2)
Poznamka

Hovorime, Ze redlna funkcia realnej premennej f(x) je pre x — 0
radovo mensia nez x a zapisujeme f(x) = o(x) pre x — 0 ak plati

lim @ =0.
x—0 X

Overte, ze plati o(x) + o(x) = o(x), K - o(x) = o(x).
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Intenzity prechodu

Intenzitou prechodu zo stavu i do stavu j rozumieme

(3)

(4)

i(h ..
lim Pii(h) ak 1 #
i = h—0+ h
! im P
h—0+ h
a zvykneme usporiadat do matice intenzit prechodu Q = (g; )i jes.
kde
Y ak i #£J
9 = —/\,',' ak i:j.
CviCenie:

Z (3), (4) a Xojcs pij(h) = 1 overte platnost rovnosti

> gj=0 Vies.
JjES
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Priklad 2.2 pokracovanie 2.1

Predpokladajme, Ze inteznity prechodu medzi réznymi
(bezprostredne dostupnymi) stavmi urien si rovnaké a nezavislé
od po¢tu gulic¢iek v urnach. Definujte v tomto modeli matici
intenzit prechodu a maticu pravdepodobnosti prechodu za velmi
malu dobu At.

V3etky mozné bezprostredné prechody budi mat konstantnd
intenzitu prechodu A

A A 0 0 0 0

A 22 A 0 0 0
Q| ¢ » 2 x 0 o0
o 0o A 22 A o0
0 0 0 A —2x A

0 0 0 0 A -

Potom P(At) =E+ Q- At + |- o(At) pre malé At.
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Kolmogorovove diferencialne rovnice

Veta 2.3

p'(t)=p(t)Q VteT. (5)

Dokaz: Oznacme E jednotkova maticu a | maticu jednotiek. Z
Chapman-Kolmogorovovej vety 2.2 dostaneme
p(t +At) —p(t) _ p(t)P(At) —p(t)E o(At)

At = At =Pt)Q+ = p)!

Po limitnom prechode At — 07 mame tvrdenie vety. o
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Priklad 2.3 pokracovanie 2.2

Bude nas zaujimat dynamika chovania guli¢iek, ak na zaciatku
pozorovania je rovnako pravdepodobné, Ze su vsetky gulicky
bud v prvej alebo druhej urne.

Potom systém Kolmogorovovych diferencialnych rovnic ma tvar

po(t) = —Apo(t) + Api(t)
pi(t) = Apo(t) —2Ap1(t) + Apa(t)
pa(t) = Api(t) —2Ap2(t) + Aps(t)
p3(t) = Apa(t) —2Ap3(t) + Apa(t)
pa(t) = Aps(t) —2pa(t) + Aps(t)
ps(t) = Apa(t) — Aps(t)
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Riesenie p'(t) = p(t)Q

Po Gprave na tvar

/
t
P(t) _ q
p(t)
a integrovani mame
p(t) = ce,

kde ¢ = (¢, c1,- .. ) je konstantny vektor a

Qt_E tQ t2Q2 t3Q3

Potom pre pociatocné rozdelenie procesu p(0) pozname explicitny
tvar riesenia sytému Kolmogorovovych diferencialnych rovnic
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Stacionarne rozdelenie a regularny proces

Nech Q je matica intenzit. Potom vektor m = (7});es pre ktory
plati

m™Q =0
j
JES
T > 0Vje$

|
—

nazyvame stacionarne rozdelenie procesu uréeného maticou intenzit

Q.

Ak existuje limita
lim p(t) == >0

t—o0

a toto limitné rozdelenie nezavisi na p(0), potom Markovov proces
nazveme regularny.
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Veta 2.4

Limitné rozdelenie regularneho procesu je stacionarne.

Veta 2.5 (Markovova)

Ak existuje t > 0, ze vietky prvky matice P(t) st kladné, potom je
prislusny Markovov proces regularny.
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Priklad 2.4 pokracovanie 2.3

Bude nés zaujimat chovania guli¢iek v ¢ase ked sa systém
stabilizuje.

Hl'adame stacinarne rozdelenie procesu riesenim systému linearnych
rovnic

= —Amg+ A\m
= Amg — 2Am + Amo

= A\m3 — 2\m4 + A
A4 — ATrg
= mo+tm+-+Ts

ktory mé oZakévané riesenie p(0) = (%, %, %, 1.1 1) Je prislusny

6°6°6°6'6'6
Markovov proces regularny?
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Prechodovy graf Markovovho procesu

Nech Q = (gjj)ijes je matica intenzit Markovovho procesu

s mnozinou stavov S. Potom prechodovym grafom procesu
rozumieme hranovo ohodnoteny orientovany graf G = (S, H, ¢)
s mnozinou vrcholov S, mnoZinou orientovanych hran

H={(ij)€5x5:q;#0)
a ohodnotnim hran ¢ : H — (—o00, 00) urceného c(i,j) = gj;.

Poznamka

Pre zjednodusenie obrazku prechodového grafu budeme dalej, ak
nebude hrozit nedorozumenie, vynechavat kreslenie sluciek (i, /).
Ich ohodnotenie ziskame l'ahko zo vztahu

gi=— Y aij

jes—{i}
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Priklad 2.5 pokracovanie 2.2

Nahradme maticu Q intenzit prechodovym grafom G.

A A 0 0 0 0
A =2) A 0 0 0
Q- 0 A =2\ A 0 0
o 0 0 A -2\ A 0
0 0 0 A =2\ A
0 0 0 0 A =
A A A A A
/\/b
N T
A A A A A

Obr. 1: Prechodovy graf G so zobrazenymi sluckami
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Prechodovy graf Markovovho retazca

Nech P = (pjj)ijes je matica prechodu Markovovho retazca

s mnozinou stavov S. Potom prechodovym grafom retazca
rozumieme hranovo ohodnoteny orientovany graf G = (S, H, ¢)
s mnozinou vrcholov S, mnozinou orientovanych hran

H={(i,j)e SxS:pj>0}
a ohodnotnim hran ¢ : H — (0,1) urceného c(i,j) = pjj.

Poznamka

V pripade Markovovho procesu sa niekedy mézeme stretnat aj
s prechodovym grafom G = (S, H, ¢), kde je ohodnotenie hran
grafu definované takto c(i,j) = pjj(At). Ako sa zmeni obr.1. z
prikladu 2.5.7
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Markovova veta

Vyznam reprezentacie procesu uréného maticou Q prechodovymi
grafom G nie je len vo vac3ej prehladnosti prechodov medzi stavmi.
Zaujimava je napr. grafova reformulacia vety 2.5.

Veta 2.5 (Markovova)

Mech G = (S, H, ¢) je prechodovy graf Markovovho procesu s
maticou intenzit Q. Ak existuje prirodzené islo n, ze pre [ubovolni
dvojicu vrcholov i,j € S existuje orientovany sled dizky n z vrcholu
i do vrcholu j, potom je Markovov retazec ragularny.

Poznamka

V teérii grafov pod pojmom orientovany sled dizky n z vrcholu vg
do vrcholu v, v orientovanom grafe G = (V, H) rozumieme
striedav(i postupnost vrcholov a hran

vo, (Vo, v1), vi, (vi, v2), v2, ..., (Va—1, Va), Va

kde vo,vi,v2,...,vp € V a (vo,v1), (vi,v2),...,(Va—1,Va) € H.
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Priklad 2.6

Ukazte, ze Markovov proces z prikladu 2.5 je regularny.

A A A

TN
Ve T

A
/\
A :

A

A
27

Obr. 2: Prechodovy graf G

Zvolime n = 5 a ukazeme pre [ubovolné vrcholy i,j € S
prechodového grafu G existuje orientovany sled dlzky 5 z i — J.
Vzorom takého orientovaného sledu 0 — 3 je

0,(0,1),1,(1,2),2,(2,3),3,(3.3),3, (3,3), 3.
Analogicky pre [ubovolny orientovany i — j sled dlzky 5 pre
i-jl<s5
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Korenova kostra v orientovanom grafe

Korenovou kostrou v orientovanom grafe G = (V/, H, ¢) rozumieme
taky orientovany strom K = (V, Hx, c), Hx C H, ktory obsahuje
vietky vrcholy grafu, ma jediny koren (vrchol z ktorého
nevychadzaja ziadne orientované hrany) a vsetky jeho hrany sa
orientované do korena (kazda hrana z Hy lezi prave na jednej ceste
do korefia). Ohodnotenim kostry K je sicin ohodnoteni hran
orientovanej kostry t.j. c(K) = [[cp, c(h).

1

Obr. 3: Priklad koreriovej kostry K = (V, Hk, c) s koreiom 1 a
ohodnotenim ¢(K) =2.1.3.2.1 = 12
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Grafova metéda pre konecné retazce/procesy

Veta 2.6 (Marklova,1993)

Nech G = (S, H, ¢) je silne savisly prechodovy graf Markovovho
retazca/procesu s kone€nym poctom stavov S. Potom je
stacionarne rozdelenie ™ = (7j);cs procesu urcené vztahom

B;
= 5 (6)
Zies B

kde B; je sictom ohodnoteni vetkych korefiovych kostier, ktoré
maja koref vo vrchole j.

T =

Poznamka

Pod pojmom silne stvisly orientovany graf G = (V, H) rozumieme
taky orientovany graf, v ktorom pre [ubovol'né dva rézne vrcholy
u,v € V existuje orientovany sled u — v.
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Priklad 2.7

Vypocitajte stacionarne rozdelenie procesu z prikladu 2.5.

Obr. 4: Prechodovy graf G

Pre kazdy vrchol j € S = {0,1,...,5} existuje jedina orientovana
kostra s korefiom j, ktora ma vsetky hrany ohodnotené )\ a tak
B; A° 1

B':AS P = = = —.
S T SesB 6% 6
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Algebraickd metéda pre konec¢né Markovove procesy

V Markovovom procese uréenom kone€nou mnoZinou stavov
$=1{0,1,...,n} a maticou intenzit Q hladame stacinarne
rozdelenie v tvare rieSenia systému

Q= O,Zﬂ'j =1,7>0,
JES
ktoré mézeme prepisat na tvar

Ar" =b7 b=1(0,0,...,0,1) =7’ =A"'b",

kde
goo dio a0 cee dn—-1,0 dno
do1 qi1 g21 . dn-11 dni
A— q(_)2 q?z q.22 e qn—.1,2 q72
gon—1 d1n-1 92n-1 --- YGn-1,n-1 YGnn—1
1 1 1 . 1 1

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. Markovove procesy



Poissonov proces

Homogénnym Poissonovym procesom s parametrom A, A > 0
rozumieme homogénny Markovov proces s mnozinou stavov

S ={0,1,2,...} s pociatoénym rozdelenim p(0) = (1,0,0,...)
a s nasledujicim prechodovym grafom

RN T T
S -
\/ \//\ \/,\ /\\/)\

Obr. 5. Prechodovy graf homogénneho Poissonovho procesu

Poznamka
Dalej budeme v nazve vynechavat slovo ,,homogénny” a skracovat

len na Poissonov proces. So vseobecnejsimi nehomogénnymi
Poissonovymi procesmi sa nebudeme zaoberat.
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Vlastnosti Poissovho procesu

Veta 2.7
Nech {X(t)}+c7 je Poissonov proces s parametrom A. Potom
Aty ,
pi(t) = ( 'I) e M VjieSs. (7)
J!

Dékaz: Matica intenzit Poissonovho procesu ma tvar

-2 X 0 0 O

o —x X 0 0

Q= 0 0 —-Xx X 0
A

Zo vztahu p(t) = (1,0,0,...) - eQt mozno pri ;-) dostatotnej
trpezlivosti odvodit tvrdenie. o
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Veta 2.8

Nech {X(t)}+cT je Poissonov proces s parametrom A. Potom

E(X(t)) = At. (8)

Dokaz: Z definicie strednej hodnoty a vety 2.7 dostaneme

E(X(1) = ZJP (8) =) = Zj(i.fye”:

j=0

Y OO(M‘)J1
o AZ(I_l )‘tZ(j

j=1

= e M.At-eM =\t
[ J
Poznamka
Parameter A\ mozno interpretovat ako stredny pocet udalosti (zmien
stavu) za jednotku €asu a nazvat intenzitou Poissonovho procesu.
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Elementarny tok udalosti

Elementarnym tokom udalosti rozumieme nadhodn( postupnost
udalosti
{t}p2y 0<to<ti<tr<tz<...,

ktora ma nasledujice vlastnosti:

@ stacionarnost — pp., ze v intervale (t, t + At) nastane k
udalosti je rovnaké pre kazdé t > 0 pri [ubovolnom At >0 a
celoéiselnom k > 0,

® beznaslednost — udalosti nemaji dodatocné posobenie, takze
pp. vyskytu udalosti v intervale (t,t + At) nezavisi na poclte
kol'kokrat sa udalosti vyskytli do okamihu ¢,

© ordindrnost — pp., Ze sa v Easovom intervale (t,t + At) dlzky
At — 0 vyskytni aspon dve udalosti je radu o(At).
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Veta 2.9
Elementarny tok udalosti so strednym poc¢tom udalosti za
jednotku ¢asu A je Poissonovym procesom s parametrom .

Poznamka
Ak z pozorovania nejakého toku udalosti zistime, Ze je stacionarny,
beznasledny a ordinarny, vieme Ze sa jedna o Poissonov proces.
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Priklad 2.8

Majitel potravin zistil, Ze v rannej 8picke prichadza do potravin
priemerne 20 zakaznikov za 5 minat. Majitelova manzelka sa
domnieva, Ze v priebehu 10 minit mézu ocakavat prichod
30-tich zakaznikov. Optimisticky majitel v8ak v priebehu 10
minut ocakiva prichod 40-tich zdkaznikov. Kto z manzelov m4
presnejsi odhad?

Budeme predpokladat, Ze prichody zdkaznikov s ndhodné udalosti
a tok zakaznikov je elementarny tok. Zodpovedajuci Poissonov
proces ma intenzitu A = % = 4 zak./min. Pp. 30-tich prichodov za
10 mindt je rovna

(4-10)3%° o410

10) = = 0.01847
P(10) = 55,
a pp. 40-tich prichodov za 10 minit je rovna
4.10)%
pao(10) = (41007 a0 _ 0.06297

40!
a tak je odhad majitela pravdepodobnejsi nez odhad jeho manzelky.
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Medzery elementarneho toku udalosti

X (1)
) —
! -
3 —0
2 ———O)
1 —O
0 i xt ?f,— * ity ot

Obr. 6: Realizacia elementarneho toku udalosti ako Poissonov proces

Doba medzi dvoma po sebe nasledujacimi udalostami sa nazyva
medzera, medzery budeme modelovat nahodnymi velic¢inami

Tr=t—t1 k=1,2,... (9)
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Vlastnosti elementarneho toku udalosti

Veta 2.10
Nech {7,}32, st medzery elementarneho toku udalosti
s intenzitou A. Potom

Plre>7)=e Yr>0 (10

Dokaz:

7 definicie medzier na obr.6 vidime Ze pocas trvania medzery
k ziadnej d'alsej udalosti nedochddza. Pravdepodobnost, ze T4
nepresiahne nejkit hodnotu 7 > 0 je rovné pp., Ze pocas
intervalu dizky 7 k ziadnej d'alsej udalosti nedojde. Z
homogenity Poissonovho procesu mame

P(ri > 1) = P(X(7) = 0[X(0) = 0) = P(X(7) = 0) = po(7) = €
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Désledok vety 2.10
Nech {7}¢°, st medzery elementarneho toku udalosti
s intenzitou A. Potom

Plrg >t+7|Te >t) = Plrg>71) Ve,7>0  (11)
E(ty) =

> =

Dokaz: Z definicie podmienenej pravdepodobnosti a (10)

Plrg>t+7,7k > t)

Plrg>t+71|Te >t) =

P(Tk > t)
e~ At+7) o
= ﬁ:e)\ :P(’Tk>7')
> At 1
E(Tk):/ t- e dt:”':X'
0
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Proces vzniku a zaniku

Procesom vzniku a zaniku rozumieme homogénny Markovov proces
s mnozinou stavov S = {0,1,2,...} s poCiatonym rozdelenim
p(0) =(0,...,0,1,0,...) a s nasledujiacim prechodovym grafom

Ha jl"s Hn iy
\{f\ \/—\ A Ny

| [ ?I'

\/ /\\h/\/{\_/*\/‘\//\/‘
)\.‘\: ,;\ )l; ,:\_1-; )‘.1'.‘

Obr. 7: Prechodovy graf procesu vzniku a zaniku

Poznamka

Jedna sa o model populécie, v ktorej z niektorych jedincov vznikaji
novi jedinci a inf jedinci pustupne zanikaji - odtial tiez alternativny
nazov proces rodenia a amrti.
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Specialne pripady

@ linedrny proces vzniku a zaniku — intenzity prechodu si
linearnymi funkciami stavov, v ktorych bol systém v predoslom
okamihu napr. A\; = (/i + 1)A\,A>0pre i =0,1,2,... a
pi=ip,p>0prei=12 ...,

@® proces rastu — ked pocet jedincov v systéme s Casom len rastie
tj.Ai>0prei=0,1,2,...,

© proces zaniku — ked pocet jedincov v systéme s Easom len
klesa t.j. puj >0 prei=1,2,...,

O konecny proces vzniku a zaniku — u ktorého je mnoZina stavov
$=1{0,1,2,...,n} konecna, a tak \; >0 prei€ S—{n} a
wi>0preieS—{0}.
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Konecny proces vzniku a zaniku

Veta 2.11
Kone¢ny proces vzniku a zaniku je reguldrny a ma stacionarne
rozdelenie ™ = (7j);es urcené

AOAT - .. )\j_1 .
T =mp T e g (o), 13
/ 0#1#2---/@‘ {} ( )
kde o) \ .
To = (1 - ¥ u) ‘ (14)
jes—{0} M1 -« o
Dokaz:

Lahko sa presved¢ime, Ze v prechodovom grafe na obr.8 existuje
medzi kazdou dvojicou vrcholov i, j € §,1 # j orientovany sled
dlzky n = |S| — 1. Najkratsi sled dlzky n je 0 — n. Pre ostatné
sledy i — Jj, |i — j| < n moézme vyuzit slu¢ky na dorovnanie
dlzok. Podla Marklovovej vety 2.5 je proces regularny.
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()2 Y () a '| Az ) A [ \
\ﬁ [ rxuf )\ ) A\/ ,
—Mg '.‘ i (ho + po) | ,;'I _r‘ N + i '..‘ ,"
Y ZRY (w1 pn )
—(A + ) —(As + pa)

—Hn

Obr. 8: Prechodovy graf konecného procesu vzniku a zéniku

Podla Marklovej vety 2.6 staci najst vietky korenové kostry vo

vrcholoch, no tu existuje pre kazdy vrchol j € S jedina kostra s
ohodnotenim B;

Bo =pap2.. pn, Br=Xopa...pn, :
Bi =M. N1/a1- - fme oo Bn = AoA - Aot

Po dosadeni do vzorca (6) mame vztah (13) a z 2

= % vztah
(14).0
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Priklad 2.9

Vratime sa k 5-tim gulickam. Bude predpokladat, Ze doba
pobytu gulicky v 1. urne mé exponenciilne rozdelenie s
parametrom p, i > 0 a v 2. urne mé exponencialne rozdelenie s
parametrom A, A > 0. Udalostou v tomto systéme je preskocenie
niektorej gulicky medzi urnami. Stabilizuje sa systém a aky
bude stredny pocet guliciek v 1. a 2. urne?

Mnozinou stavov v takomto systéme je pocet guliCiek v 1.urne,
teda S = {0,1,2,...,5}. Dalej vyuzijeme bezpamitovii vlastnost
exponencialneho rozdelenia ktora zabezpe€uje Markovovu vlastnast
modelujiceho procesu. Ak 71 ~ Exp(u) a 72 ~ Exp(\) sa doby
pobytu guli¢iek v 1. a 2. urne, Prametre oboch rozdeleleni nezavisia
na Case a tak sa jednd o homogénny proces.

Vypocitame pp. prechodu pre nejaky dostatocne maly Casovy
interval dizky At, pricom sa ststredime len na zmeny stavu
vyvolané zmenou polohy nanajvys jednej gulicky. Zmeny polohy
viac nez jednej gulicky v tomto intervale nastavaja s pp. o(At).
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Priklad 2.9 - pokracovanie |.

Teda pjj(At) = o(At) pre stavy i,j € S:|i—j| > 1.
Pravdepodobnost, Ze 1. urna je prazdna a ziadna gulicka do nej
presko€i je rovna sicinu pp., ze gulicky v priebehu ¢asového
intervalu dlzky At nezmenia svoju polohu

poo(At) = P12 > At)® + o(At) = e At 4 o(AL) =
= 1—-5)\At+ o(At).

Pravdepodobnost, ze 1. urna je prazdna a 1 gulicka do nej preskocCi
je rovna sicinu pp., ze 1 z 5-tich gulicku v priebehu €asového
intervalu dizky At zmeni 1 svoju polohu ale ostatné 4 nezmenia

po1(At) = 5P(7a < At)P(72 > At)* + o(At) =
= 5(1— e M) (e M 4 o(At) =
= BAAt+ o(At).
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Priklad 2.9 - pokracovanie Il.

Potom ak je 1. urne i guliciek (1 </ < 5) potom analogicky mame
piic1(At) = i(P(r1 < A)(P(11 > At) 1P(ry > At) 4.

i(]. _ e—p,At)(e—,uAt)i—l(e—)\At)S—i + O(At) —
iuAt + o(At).

piit1(At) = (5—i)(P(ra < At)P(11 > At)P(1y > At)* 4 ...

(5 _ i)(l _ e—/\At)(e—pAt)i(e—AAt)4—i + O(At) —
(5 — )AAt + o(At).

P11 > At)P(1o > At)S™ 1 o(At) =
(e—uAt)i(e—)\At)5—i + O(At) _

= 1—(ip+(5—0)AN)At+ o(At).

pii(At)
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Priklad 2.9 - pokracovanie Ill.

Pravdepodobnost Ze 1. urna je plna a jedna z jej guliciek preskodi je
psa(At) = 5P(71 < At)P(71 > At)* + o(At)
= 5(1 — e HAY) (e FAY* L o(AL) = BuAt + o(At).
Konecne pp. Ze 1. urna zostane plna je
pss(At) = P(11> At)® + o(At)
(e A 4 o(At) = 1 — 5ult + o(At).

I 2 3u Li oy

B TR TS TR TR
oRoRoNo oA
N N NS N N
NN >’\l_7_/_/\, 7_,\}'\/,_7_1 /\“

HA 4N 3\ 2 A

Teraz uz lahko zostrojime prechodovy graf a tak sa podla vety 2.11
systém stabilizuje a vypocet stredného poctu guliciek v urnach ;-)
mdZeme ponechat na cviCenie.
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Nekonecny proces vzniku a zaniku

Veta 2.12

Nech pre proces vzniku a zaniku s nekonetnou mnozinou stavov
plati

o0

Z )\OAI e )\j_l < . (15)

= M2 - - - fhf

Potom je proces regularny a mé stacionarne rozdelenie
m = (7j)72, urcené

AOAL - A=
mj=me e L iy (16)
P2 - - -
kde
SN AgAL - Ajo1) L
ro— (130 2ot o) 17
j; H1p2 - - - fhf (1)
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