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Markovove procesy

Náhodný re´azec {X(t)}t∈T s mnoºinou stavov S nazveme
Markovov proces, ak

1 mnoºina T = 〈0,∞),

2 platí Markovova vlastnos´:

∀t0, t1, . . . , tn+1 ∈ T : to < t1 < . . . tn+1,

∀i0, i1, . . . , in−1, i , j ∈ S :

P(X(tn+1) = j |X(tn) = i ,X(tn−1) = in−1, . . . ,X(t0) = i0) =

P(X(tn+1) = j |X(tn) = i).

Ak X(t) = i , potom hovoríme, ºe proces je v £ase t v stave i .

Poznámka
Pojem Markovov proces sa pouºíva hlavne v technickej literatúre
miesto zd¨havého názvu Markovov re´azec so spojitým £asom.
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Homogénne Markovove procesy

Markovov proces {X(t)}t∈T nazveme homogénny (v £ase), ak platí:

∀t1, t1 + h, t2, t2 + h ∈ T ,∀i , j ∈ S :

P(X(t1 + h) = j |X(t1) = i) = P(X(t2 + h) = j |X(t2) = i).

Pravdepodobnosti prechodu zo stavu i do stavu j za £as h ozna£íme

pij(h) =


P(X(t + h) = j |X(t) = i) ak h > 0
1 ak h = 0, i = j

0 ak h = 0, i 6= j

a usporiadame do matice pravdepodobností prechodu za £as h

P(h) = (pij(h))i ,j∈S .

Pravdepodobnos´, ºe sa proces v £ase t ∈ T nachádza v stave
j ∈ S ozna£íme pj(t) = P(X(t) = j) a po usporiadaní v tvare
p(t) =

(
pj(t)

)
j∈S nazývame pp. rozdelenie procesu v £ase t.
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Po£iato£ným rozdelením procesu rozumieme p(0).

Príklad 2.1
V dvoch urnách je opä´ 5 guli£iek. Teraz nás v²ak bude
zaujíma´ chovanie guli£iek v reálnom £ase. Nech je na za£iatku
pozorovania je 1.urna prázdna. D¨ºky £asových intervalov medzi
jednotlivými zmenami po£tu guli£iek v urnách sú náhodné,
nezávislé a nie sú ovplyvnené zmenami po£tu guli£iek v urnách.
Pravdepodobnos´ zmien po£as intervalu danej d¨ºky nezávisí od
polohy tohoto intervalu na £asovbej osi. Navrhnite model, ktorý
umoºní výpo£et stredného po£tu guli£iek v 1.urne ako funkciu
doby trvania pozorovania.

Nech X(t) udáva po£et guli£iek v 1.urne v £ase pozorovania t ∈ T .
Jedná sa o homogénny Markovov proces s po£iato£ným rozdelením
p(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0). Potom stredný po£et guli£iek v 1.urne je v
£ase t ur£ený vz´ahom

E (X(t)) = 1 · p1(t) + 2 · p2(t) + 3 · p3(t) + 4 · p4(t) + 5 · p5(t).
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Chapman-Kolmogorovove tvrdenia

Veta 2.1

P(r + s) = P(r)P(s) ∀r , s ∈ T . (1)

Veta 2.2

p(t + h) = p(t)P(h) ∀t, h ∈ T . (2)

Poznámka
Hovoríme, ºe reálna funkcia reálnej premennej f (x) je pre x → 0
rádovo men²ia neº x a zapisujeme f (x) ≡ o(x) pre x → 0 ak platí

lim
x→0

f (x)

x
= 0.

Overte, ºe platí o(x) + o(x) = o(x),K · o(x) = o(x).
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Intenzity prechodu

Intenzitou prechodu zo stavu i do stavu j rozumieme

λij =


lim

h→0+

pij(h)

h
ak i 6= j

lim
h→0+

1− pii (h)

h
ak i = j

(3)

a zvykneme usporiada´ do matice intenzít prechodu Q = (qi ,j)i ,j∈S ,
kde

qij =

{
λij ak i 6= j

−λii ak i = j .
(4)

Cvi£enie:
Z (3), (4) a

∑
j∈S pij(h) = 1 overte platnos´ rovnosti∑

j∈S
qij = 0 ∀i ∈ S .
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Príklad 2.2 pokra£ovanie 2.1

Predpokladajme, ºe inteznity prechodu medzi rôznymi
(bezprostredne dostupnými) stavmi urien sú rovnaké a nezávislé
od po£tu guli£iek v urnách. De�nujte v tomto modeli maticú
intenzít prechodu a maticu pravdepodobnosti prechodu za ve©mi
malú dobu ∆t.

V²etky moºné bezprostredné prechody budú ma´ kon²tantnú
intenzitu prechodu λ

Q =



−λ λ 0 0 0 0
λ −2λ λ 0 0 0
0 λ −2λ λ 0 0
0 0 λ −2λ λ 0
0 0 0 λ −2λ λ
0 0 0 0 λ −λ


Potom P(∆t) = E + Q ·∆t + I · o(∆t) pre malé ∆t.
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Kolmogorovove diferenciálne rovnice

Veta 2.3

p′(t) = p(t)Q ∀t ∈ T . (5)

Dôkaz: Ozna£me E jednotkovú maticu a I maticu jednotiek. Z
Chapman-Kolmogorovovej vety 2.2 dostaneme

p(t + ∆t)− p(t)

∆t
=

p(t)P(∆t)− p(t)E

∆t
= p(t)Q +

o(∆t)

∆t
p(t)I.

Po limitnom prechode ∆t → 0+ máme tvrdenie vety. •
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Príklad 2.3 pokra£ovanie 2.2

Bude nás zaujíma´ dynamika chovania guli£iek, ak na za£iatku
pozorovania je rovnako pravdepodobné, ºe sú v²etky guli£ky
bu¤ v prvej alebo druhej urne.

Potom systém Kolmogorovových diferenciálnych rovníc má tvar

p′0(t) = −λp0(t) + λp1(t)

p′1(t) = λp0(t)− 2λp1(t) + λp2(t)

p′2(t) = λp1(t)− 2λp2(t) + λp3(t)

p′3(t) = λp2(t)− 2λp3(t) + λp4(t)

p′4(t) = λp3(t)− 2λp4(t) + λp5(t)

p′5(t) = λp4(t)− λp5(t)

s po£iato£nými podmienkami p(0) =
(
1
2 , 0, 0, 0, 0,

1
2

)
.
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Rie²enie p′(t) = p(t)Q

Po úprave na tvar
p′(t)

p(t)
= Q

a integrovaní máme
p(t) = ceQt ,

kde c = (c0, c1, . . . ) je kon²tantný vektor a

eQt = E +
t

1!
Q +

t2

2!
Q2 +

t3

3!
Q3 + . . .

Potom pre po£iato£né rozdelenie procesu p(0) poznáme explicitný
tvar rie²enia sytému Kolmogorovových diferenciálnych rovníc

p(t) = p(0)eQt .
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Stacionárne rozdelenie a regulárny proces

Nech Q je matica intenzít. Potom vektor π = (πj)j∈S pre ktorý
platí

πQ = 0∑
j∈S

πj = 1

πj ≥ 0 ∀j ∈ S

nazývame stacionárne rozdelenie procesu ur£eného maticou intenzít
Q.

Ak existuje limita
lim
t→∞

p(t) = π > 0

a toto limitné rozdelenie nezávisí na p(0), potom Markovov proces
nazveme regulárny.
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Veta 2.4
Limitné rozdelenie regulárneho procesu je stacionárne.

Veta 2.5 (Markovova)

Ak existuje t > 0, ºe v²etky prvky matice P(t) sú kladné, potom je
príslu²ný Markovov proces regulárny.
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Príklad 2.4 pokra£ovanie 2.3

Bude nás zaujíma´ chovania guli£iek v £ase ke¤ sa systém
stabilizuje.

H©adáme stacinárne rozdelenie procesu rie²ením systému lineárnych
rovníc

0 = −λπ0 + λπ1

0 = λπ0 − 2λπ1 + λπ2
...

0 = λπ3 − 2λπ4 + λπ5

0 = λπ4 − λπ5
1 = π0 + π1 + · · ·+ π5

ktorý má o£akávané rie²enie p(0) =
(
1
6 ,

1
6 ,

1
6 ,

1
6 ,

1
6 ,

1
6

)
. Je príslu²ný

Markovov proces regulárny?
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Prechodový graf Markovovho procesu

Nech Q = (qij)i ,j∈S je matica intenzít Markovovho procesu
s mnoºinou stavov S . Potom prechodovým grafom procesu
rozumieme hranovo ohodnotený orientovaný graf G = (S ,H, c)
s mnoºinou vrcholov S , mnoºinou orientovaných hrán

H = {(i , j) ∈ S × S : qij 6= 0}

a ohodnotním hrán c : H → (−∞,∞) ur£eného c(i , j) = qij .

Poznámka
Pre zjednodu²enie obrázku prechodového grafu budeme ¤alej, ak
nebude hrozi´ nedorozumenie, vynechávat kreslenie slu£iek (i , i).
Ich ohodnotenie získame ©ahko zo vz´ahu

qii = −
∑

j∈S−{i}

qij .
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Príklad 2.5 pokra£ovanie 2.2

Nahra¤me maticu Q intenzít prechodovým grafom G .

Q =



−λ λ 0 0 0 0
λ −2λ λ 0 0 0
0 λ −2λ λ 0 0
0 0 λ −2λ λ 0
0 0 0 λ −2λ λ
0 0 0 0 λ −λ



Obr. 1: Prechodový graf G so zobrazenými slu£kami
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Prechodový graf Markovovho re´azca

Nech P = (pij)i ,j∈S je matica prechodu Markovovho re´azca
s mnoºinou stavov S . Potom prechodovým grafom re´azca
rozumieme hranovo ohodnotený orientovaný graf G = (S ,H, c)
s mnoºinou vrcholov S , mnoºinou orientovaných hrán

H = {(i , j) ∈ S × S : pij > 0}

a ohodnotním hrán c : H → (0, 1〉 ur£eného c(i , j) = pij .

Poznámka
V prípade Markovovho procesu sa niekedy môºeme stretnú´ aj
s prechodovým grafom G = (S ,H, c), kde je ohodnotenie hrán
grafu de�nované takto c(i , j) = pij(∆t). Ako sa zmení obr.1. z
prikladu 2.5.?

doc. RNDr. �tefan Pe²ko, CSc. Markovove procesy



Markovova veta

Význam reprezentácie procesu ur£ného maticou Q prechodovými
grafom G nie je len vo vä£²ej preh©adnosti prechodov medzi stavmi.
Zaujimavá je napr. grafová reformulácia vety 2.5.

Veta 2.5 (Markovova)

Mech G = (S ,H, c) je prechodový graf Markovovho procesu s
maticou intenzít Q. Ak existuje prirodzené £íslo n, ºe pre ©ubovo©nú
dvojicu vrcholov i , j ∈ S existuje orientovaný sled d¨ºky n z vrcholu
i do vrcholu j , potom je Markovov re´azec ragulárny.

Poznámka
V teórii grafov pod pojmom orientovaný sled d¨ºky n z vrcholu v0
do vrcholu vn v orientovanom grafe G = (V ,H) rozumieme
striedavú postupnos´ vrcholov a hrán

v0, (v0, v1), v1, (v1, v2), v2, . . . , (vn−1, vn), vn

kde v0, v1, v2, . . . , vn ∈ V a (v0, v1), (v1, v2), . . . , (vn−1, vn) ∈ H.
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Príklad 2.6
Ukáºte, ºe Markovov proces z príkladu 2.5 je regulárny.

Obr. 2: Prechodový graf G

Zvolíme n = 5 a ukáºeme pre ©ubovo©né vrcholy i , j ∈ S

prechodového grafu G existuje orientovaný sled d¨ºky 5 z i → j .
Vzorom takého orientovaného sledu 0→ 3 je

0, (0, 1), 1, (1, 2), 2, (2, 3), 3, (3, 3), 3, (3, 3), 3.

Analogicky pre ©ubovo©ný orientovaný i → j sled d¨ºky 5 pre
|i − j | ≤ 5.
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Kore¬ová kostra v orientovanom grafe

Kore¬ovou kostrou v orientovanom grafe G = (V ,H, c) rozumieme
taký orientovaný strom K = (V ,Hk , c), HK ⊆ H, ktorý obsahuje
v²etky vrcholy grafu, má jediný kore¬ (vrchol z ktorého
nevychádzajú ºiadne orientované hrany) a v²etky jeho hrany sú
orientované do kore¬a (kaºdá hrana z Hk leºí práve na jednej ceste
do kore¬a). Ohodnotením kostry K je sú£in ohodnotení hrán
orientovanej kostry t.j. c(K ) =

∏
h∈Hk

c(h).

Obr. 3: Príklad kore¬ovej kostry K = (V ,HK , c) s kore¬om 1 a

ohodnotením c(K ) = 2.1.3.2.1 = 12
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Grafová metóda pre kone£né re´azce/procesy

Veta 2.6 (Marklova,1993)

Nech G = (S ,H, c) je silne súvislý prechodový graf Markovovho
re´azca/procesu s kone£ným po£tom stavov S . Potom je
stacionárne rozdelenie π = (πj)j∈S procesu ur£ené vz´ahom

πj =
Bj∑
i∈S Bi

, (6)

kde Bj je sú£tom ohodnotení v²etkých kore¬ových kostier, ktoré
majú kore¬ vo vrchole j .

Poznámka
Pod pojmom silne súvislý orientovaný graf G = (V ,H) rozumieme
taký orientovaný graf, v ktorom pre ©ubovo©né dva rôzne vrcholy
u, v ∈ V existuje orientovaný sled u → v .
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Príklad 2.7
Vypo£ítajte stacionárne rozdelenie procesu z príkladu 2.5.

Obr. 4: Prechodový graf G

Pre kaºdý vrchol j ∈ S = {0, 1, . . . , 5} existuje jediná orientovaná
kostra s kore¬om j , ktorá má v²etky hrany ohodnotené λ a tak

Bj = λ5, πj =
Bj∑
i∈S Bi

=
λ5

6 · λ5
=

1
6
.
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Algebraická metóda pre kone£né Markovove procesy

V Markovovom procese ur£enom kone£nou mnoºinou stavov
S = {0, 1, . . . , n} a maticou intenzít Q h©adáme stacinárne
rozdelenie v tvare rie²enia systému

πQ = 0,
∑
j∈S

πj = 1,π ≥ 0,

ktoré môºeme prepísa´ na tvar

AπT = bT ,b = (0, 0, . . . , 0, 1)⇒ πT = A−1bT ,

kde

A =



q00 q10 q20 . . . qn−1,0 qn0
q01 q11 q21 . . . qn−1,1 qn1
q02 q12 q22 . . . qn−1,2 qn2

: : : . . . : :
q0,n−1 q1,n−1 q2,n−1 . . . qn−1,n−1 qn,n−1

1 1 1 . . . 1 1


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Poissonov proces

Homogénnym Poissonovým procesom s parametrom λ, λ > 0
rozumieme homogénny Markovov proces s mnoºinou stavov
S = {0, 1, 2, . . . } s po£iato£ným rozdelením p(0) = (1, 0, 0, . . . )
a s nasledujúcim prechodovým grafom

Obr. 5: Prechodový graf homogénneho Poissonovho procesu

Poznámka
�alej budeme v názve vynecháva´ slovo �homogénny� a skracova´
len na Poissonov proces. So v²eobecnej²ími nehomogénnymi
Poissonovými procesmi sa nebudeme zaobera´.
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Vlastnosti Poissovho procesu

Veta 2.7
Nech {X(t)}t∈T je Poissonov proces s parametrom λ. Potom

pj(t) =
(λt)j

j!
e−λt ∀j ∈ S . (7)

Dôkaz: Matica intenzít Poissonovho procesu má tvar

Q =


−λ λ 0 0 0 . . .
0 −λ λ 0 0 . . .
0 0 −λ λ 0 . . .
0 0 0 −λ λ . . .
: : : : : . . .


Zo vz´ahu p(t) = (1, 0, 0, . . . ) · eQt moºno pri ;-) dostato£nej
trpezlivosti odvodi´ tvrdenie. •
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Veta 2.8
Nech {X(t)}t∈T je Poissonov proces s parametrom λ. Potom

E (X(t)) = λt. (8)

Dôkaz: Z de�nície strednej hodnoty a vety 2.7 dostaneme

E (X(t)) =
∞∑
j=0

jP(X(t) = j) =
∞∑
j=0

j
(λt)j

j!
e−λt =

= e−λt
∞∑
j=1

(λt)j

(j − 1)!
= e−λt · λt ·

∞∑
j=1

(λt)j−1

(j − 1)!
=

= e−λt · λt · eλt = λt.

•
Poznámka
Parameter λ moºno interpretova´ ako stredný po£et udalostí (zmien
stavu) za jednotku £asu a nazva´ intenzitou Poissonovho procesu.
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Elementárny tok udalostí

Elementárnym tokom udalostí rozumieme náhodnú postupnos´
udalostí

{tn}∞n=0 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ . . . ,

ktorá má nasledujúce vlastnosti:

1 stacionárnos´ � pp., ºe v intervale (t, t + ∆t) nastane k

udalostí je rovnaké pre kaºdé t ≥ 0 pri ©ubovo©nom ∆t ≥ 0 a
celo£íselnom k ≥ 0,

2 beznáslednos´ � udalosti nemajú dodato£né pôsobenie, takºe
pp. výskytu udalosti v intervale (t, t + ∆t) nezávisí na po£te
ko©kokrát sa udalosti vyskytli do okamihu t,

3 ordinárnos´ � pp., ºe sa v £asovom intervale (t, t + ∆t) d¨ºky
∆t → 0 vyskytnú aspo¬ dve udalosti je rádu o(∆t).

doc. RNDr. �tefan Pe²ko, CSc. Markovove procesy



Veta 2.9
Elementárny tok udalostí so stredným po£tom udalostí za
jednotku £asu λ je Poissonovým procesom s parametrom λ.

Poznámka
Ak z pozorovania nejakého toku udalostí zistíme, ºe je stacionárny,
beznásledný a ordinárny, vieme ºe sa jedná o Poissonov proces.
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Príklad 2.8
Majite© potravín zistil, ºe v rannej ²pi£ke prichádza do potravín
priemerne 20 zákazníkov za 5 minút. Majite©ova manºelka sa
domnieva, ºe v priebehu 10 minút môºu o£akáva´ príchod
30-tich zákazníkov. Optimistický majite© v²ak v priebehu 10
minút o£akáva príchod 40-tich zákazníkov. Kto z manºelov má
presnej²í odhad?

Budeme predpoklada´, ºe príchody zákazníkov sú náhodné udalosti
a tok zákazníkov je elementárny tok. Zodpovedajúci Poissonov
proces má intenzitu λ = 20

5 = 4 zák./min. Pp. 30-tich príchodov za
10 minút je rovná

p30(10) =
(4 · 10)30

30!
e−4·10 = 0.01847

a pp. 40-tich príchodov za 10 minút je rovná

p40(10) =
(4 · 10)40

40!
e−4·10 = 0.06297

a tak je odhad majite©a pravdepodobnej²í neº odhad jeho manºelky.
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Medzery elementárneho toku udalostí

Obr. 6: Realizácia elementárneho toku udalostí ako Poissonov proces

Doba medzi dvoma po sebe nasledujúcimi udalos´ami sa nazýva
medzera, medzery budeme modelova´ náhodnými veli£inami

τ k = tk − tk−1 k = 1, 2, . . . (9)
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Vlastnosti elementárneho toku udalostí

Veta 2.10
Nech {τ k}∞k=1 sú medzery elementárneho toku udalostí
s intenzitou λ. Potom

P(τ k > τ) = e−λτ ∀τ > 0 (10)

Dôkaz:
Z de�nície medzier na obr.6 vidíme ºe po£as trvania medzery
k ºiadnej ¤al²ej udalosti nedochádza. Pravdepodobnos´, ºe τ k

nepresiahne nejkú hodnotu τ > 0 je rovná pp., ºe po£as
intervalu d¨ºky τ k ºiadnej ¤al²ej udalosti nedôjde. Z
homogenity Poissonovho procesu máme

P(τ k > τ) = P(X(τ) = 0|X(0) = 0) = P(X(τ) = 0) = p0(τ) = e−λτ .

•
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Dôsledok vety 2.10

Nech {τ k}∞k=1 sú medzery elementárneho toku udalostí
s intenzitou λ. Potom

P(τ k > t + τ |τ k > t) = P(τ k > τ) ∀t, τ > 0 (11)

E (τ k) =
1
λ
. (12)

Dôkaz: Z de�nície podmienenej pravdepodobnosti a (10)

P(τ k > t + τ |τ k > t) =
P(τ k > t + τ, τ k > t)

P(τ k > t)
=

=
e−λ(t+τ)

e−λt
= e−λτ = P(τ k > τ).

E (τ k) =

∫ ∞
0

t · λe−λtdt = · · · =
1
λ
.

•
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Proces vzniku a zániku

Procesom vzniku a zániku rozumieme homogénny Markovov proces
s mnoºinou stavov S = {0, 1, 2, . . . } s po£iato£ným rozdelením
p(0) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) a s nasledujúcim prechodovým grafom

Obr. 7: Prechodový graf procesu vzniku a zániku

Poznámka
Jedná sa o model populácie, v ktorej z niektorých jedincov vznikajú
noví jedinci a iní jedinci pustupne zanikajú - odtia© tieº alternatívny
názov proces rodenia a úmrtí.
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�peciálne prípady

1 lineárny proces vzniku a zániku � intenzity prechodu sú
lineárnymi funkciami stavov, v ktorých bol systém v predo²lom
okamihu napr. λi = (i + 1)λ, λ > 0 pre i = 0, 1, 2, . . . a
µi = iµ, µ > 0 pre i = 1, 2, . . . ,

2 proces rastu � ke¤ po£et jedincov v systéme s £asom len rastie
t.j. λi > 0 pre i = 0, 1, 2, . . . ,

3 proces zániku � ke¤ po£et jedincov v systéme s £asom len
klesá t.j. µi > 0 pre i = 1, 2, . . . ,

4 kone£ný proces vzniku a zániku � u ktorého je mnoºina stavov
S = {0, 1, 2, . . . , n} kone£ná, a tak λi > 0 pre i ∈ S − {n} a
µi > 0 pre i ∈ S − {0}.
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Kone£ný proces vzniku a zániku

Veta 2.11
Kone£ný proces vzniku a zániku je regulárny a má stacionárne
rozdelenie π = (πj)j∈S ur£ené

πj = π0
λ0λ1 . . . λj−1
µ1µ2 . . . µj

j ∈ S − {0}, (13)

kde

π0 =
(
1−

∑
j∈S−{0}

λ0λ1 . . . λj−1
µ1µ2 . . . µj

)−1
. (14)

Dôkaz:
�ahko sa presved£íme, ºe v prechodovom grafe na obr.8 existuje
medzi kaºdou dvojicou vrcholov i , j ∈ S , i 6= j orientovaný sled
d¨ºky n = |S | − 1. Najkrat²í sled dlºky n je 0→ n. Pre ostatné
sledy i → j , |i − j | < n môºme vyuºi´ slu£ky na dorovnanie
d¨ºok. Pod©a Marklovovej vety 2.5 je proces regulárny.
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Obr. 8: Prechodový graf kone£ného procesu vzniku a zániku

Pod©a Marklovej vety 2.6 sta£í nájs´ v²etky kore¬ové kostry vo
vrcholoch, no tu existuje pre kaºdý vrchol j ∈ S jediná kostra s
ohodnotením Bj

B0 = µ1µ2 . . . µn, B1 = λ0µ2 . . . µn, . . .

Bj = λ0λ1 . . . λj−1µj+1 . . . µn, . . . ,Bn = λ0λ1 . . . λn−1

Po dosadení do vzorca (6) máme vz´ah (13) a z πj

π0
=

Bj

B0
vz´ah

(14). •
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Príklad 2.9
Vrátime sa k 5-tim guli£kám. Bude predpoklada´, ºe doba
pobytu guli£ky v 1. urne má exponenciálne rozdelenie s
parametrom µ, µ > 0 a v 2. urne má exponenciálne rozdelenie s
parametrom λ, λ > 0. Udalos´ou v tomto systéme je presko£enie
niektorej guli£ky medzi urnami. Stabilizuje sa systém a aký
bude stredný po£et guli£iek v 1. a 2. urne?

Mnoºinou stavov v takomto systéme je po£et guli£iek v 1.urne,
teda S = {0, 1, 2, . . . , 5}. �alej vyuºijeme bezpamä´ovú vlastnos´
exponenciálneho rozdelenia ktorá zabezpe£uje Markovovu vlastnas´
modelujúceho procesu. Ak τ 1 ∼ Exp(µ) a τ 2 ∼ Exp(λ) sú doby
pobytu guli£iek v 1. a 2. urne, Prametre oboch rozdelelení nezávisia
na £ase a tak sa jedná o homogénny proces.

Vypo£ítame pp. prechodu pre nejaký dostato£ne malý £asový
interval d¨ºky ∆t, pri£om sa sústredíme len na zmeny stavu
vyvolané zmenou polohy nanajvý² jednej guli£ky. Zmeny polohy
viac neº jednej guli£ky v tomto intervale nastávajú s pp. o(∆t).
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Príklad 2.9 - pokra£ovanie I.

Teda pij(∆t) = o(∆t) pre stavy i , j ∈ S : |i − j | > 1.

Pravdepodobnos´, ºe 1. urna je prázdna a ºiadna guli£ka do nej
presko£í je rovná sú£inu pp., ºe guli£ky v priebehu £asového
intervalu d¨ºky ∆t nezmenia svoju polohu

p00(∆t) = P(τ 2 > ∆t)5 + o(∆t) = e−5λ∆t + o(∆t) =

= 1− 5λ∆t + o(∆t).

Pravdepodobnos´, ºe 1. urna je prázdna a 1 guli£ka do nej presko£í
je rovná sú£inu pp., ºe 1 z 5-tich guli£ku v priebehu £asového
intervalu d¨ºky ∆t zmení 1 svoju polohu ale ostatné 4 nezmenia

p01(∆t) = 5P(τ 2 ≤ ∆t)P(τ 2 > ∆t)4 + o(∆t) =

= 5(1− e−λ∆t)(e−λ∆t)4 + o(∆t) =

= 5λ∆t + o(∆t).
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Príklad 2.9 - pokra£ovanie II.

Potom ak je 1. urne i guli£iek (1 ≤ i ≤ 5) potom analogicky máme

pi ,i−1(∆t) = i(P(τ 1 ≤ ∆t)(P(τ 1 > ∆t)i−1P(τ 2 > ∆t)5−i + . . .

= i(1− e−µ∆t)(e−µ∆t)i−1(e−λ∆t)5−i + o(∆t) =

= iµ∆t + o(∆t).

pi ,i+1(∆t) = (5− i)(P(τ 2 ≤ ∆t)P(τ 1 > ∆t)iP(τ 2 > ∆t)4−i + . . .

= (5− i)(1− e−λ∆t)(e−µ∆t)i (e−λ∆t)4−i + o(∆t) =

= (5− i)λ∆t + o(∆t).

pi ,i (∆t) = P(τ 1 > ∆t)iP(τ 2 > ∆t)5−i + o(∆t) =

= (e−µ∆t)i (e−λ∆t)5−i + o(∆t) =

= 1− (iµ+ (5− i)λ)∆t + o(∆t).

doc. RNDr. �tefan Pe²ko, CSc. Markovove procesy



Príklad 2.9 - pokra£ovanie III.

Pravdepodobnos´ ºe 1. urna je plná a jedna z jej guli£iek presko£í je

p54(∆t) = 5P(τ 1 ≤ ∆t)P(τ 1 > ∆t)4 + o(∆t)

= 5(1− e−µ∆t)(e−µ∆t)4 + o(∆t) = 5µ∆t + o(∆t).

Kone£ne pp. ºe 1. urna zostane plná je

p55(∆t) = P(τ 1 > ∆t)5 + o(∆t)

= (e−µ∆t)5 + o(∆t) = 1− 5µ∆t + o(∆t).

Teraz uº ©ahko zostrojíme prechodový graf a tak sa pod©a vety 2.11
systém stabilizuje a výpo£et stredného po£tu guli£iek v urnách ;-)
môºeme ponecha´ na cvi£enie.
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Nekone£ný proces vzniku a zániku

Veta 2.12
Nech pre proces vzniku a zániku s nekone£nou mnoºinou stavov
platí

∞∑
j=1

λ0λ1 . . . λj−1
µ1µ2 . . . µj

<∞. (15)

Potom je proces regulárny a má stacionárne rozdelenie
π = (πj)

∞
j=0 ur£ené

πj = π0
λ0λ1 . . . λj−1
µ1µ2 . . . µj

j ≥ 1, (16)

kde

π0 =
(
1−

∞∑
j=1

λ0λ1 . . . λj−1
µ1µ2 . . . µj

)−1
. (17)
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