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Elementarne systémy hromadnej obsluhy

Do systému v ktorom sa nachadzaja linky obsluhy (obsluzné kanaly)
prichadza vstupny tok zakaznikov pozadujici obsluhu svojich
poziadaviek. Obsluha zakaznika trva isty Cas, poc€as ktorého blokuje
linku, ktora obsluhuje jeho poziadavky. Zakaznici po ukonéeni
obsluhy uvolfauja linku a vytvaraju vystupny tok zakaznkov.
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Obr. 1: Zakladna struktara elementidrneho SHO

Ak v okamihu prichodu zakaznika nie je volna Ziadna linka obsluhy,
zakaznik méze Cakat v rade (na ukoncenie obsluhy niektorej linky
obsluhy), ktory sa nazyva front.
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Charakteristika prvkov SHO

e Vstupny tok zakaznikov je postupnost prichodov zakaznikov,
ktoré nasleduji jedna za druhou v nejakych casovych
intervaloch. Zakaznici mdzu prichadzat jednotlivo alebo v
skupinach. Ich pocet moéze byt ne/obmedzeny. Medzery medzi
prichodmi mézu byt pravidelné alebo nahodné - vyzadujice
charakteristiky vstupného toku.

e Front je miesto, kde ¢akaju zakaznici, ktoré nemohli byt ihned
obsluhovani. Najznamejsie discipliny cakania vo fronte si

FIFO - prvy vstupuje prvy obslazeny,

LIFO - posledny vstupuje prvy obslazeny,

SIRO - vyber v nahodnom poradi,

PRI - vyber podla priority.

Ak je pocet miest frontu obmedzeny, potom sii neumiestnitelni
zakaznici odmietnuti.
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e Linka obsluhy poskytuje obsluhu realizaciou poziadaviek
zakaznikov. Moze byt poskytovana jednou alebo viacerymi
linkami obsluhy, pricomn iektoré linky mazu by Specializované.
Doba obsluhy (Eas trvania obsluhy) méze byt rovnaka pre
vietkych zakaznikov alebo zavisla od typu zakaznika alebo
nahodna - vtedy vyzadujace niektoré pravdepodobnostné
charakteristiky.

e Vystupny tok zakaznikov je postupnost okamihov odchodov
zakaznikov zo systému. Vo vseobecnosti si vlastnosti
vystupného toku zavislé od vstupného toku a rezimu frontu a
doby obsluhy. Vystupnym tokom je potrebné sa zaoberat
najma ak je vstupnym tokom dalsieho SHO.

Poznamka

Efektivnost Einnosti SHO byva charakterizovana napr. priemernym
poctom (priemernou dobou) akajucich zakaznikov vo fronte,
pomerom odmietnutych a prichadzajucich zakaznikov ale i d'alSimi
nakladovymi hl'adiskami.
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Klasifikacie elementarnych SHO

Podla moznosti vzniku frontu rozlisujeme systémy
e s odmietnutim - bez akania zakaznika v rade,
e s koneénym frontom - s obmedzenym poctom miest v rade,

e s obmedzenym cakanim - s ohrani¢enou dobou ¢akania
zakaznika v rade,

s nespolahlivymi linkami - s prerusovnou dobou obluhy
zakaznika,

e s nekoneénym frontom - neobmedzenou dobou Eakania
zakaznika v rade.

Podla typu modelov rozoznavame systémy
e Markovove - nezavislé exponenciadlne medzery medzi prichodmi
a pdchodmi zakaznikov,
e semimarkovove - s erlangovskymi medzerami prichadzajacich
zakaznikov,
e nemarkovove - so vieobecnym vstupnym tokom zakaznikov a
ich dobou obsluhy.
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Podla zdroja vstupného toku zakaznikov rozlisujeme

e otvorené systémy - s neobmedzenym poctom zakaznikov

e uzavreté systémy - s konec¢nym poctom cirkulujacich
zakaznikov,

e zmiesané systémy - kombinacia otvorenych a uzavretych
systémov,

e siete - zloZené z viacerych prepojenych systémov
elementarnych hromadnej obsluhy, pricom vystupny tok z
jedného systému mdze byt vstupnym tokom druhého systému.

Poznamka

Uvedené delenie sytémov nie je aplné. Dalsimi pecifickymi
kritériami st napr. usporiadanie liniek v obsluhe - sériové systémy
alebo rézne druhy priorit liniek alebo zakazniov - prioritné systémy.
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Kendallova klasifikacia (1954)

Pismeno X Y
M elementarny tok | exponencialne rozdelenie
E, Erlangov vstupny tok Erlangovo rozdelenie
D konstantné medzery toku konstantna doba
G vSeobecné rozdelenie medzier vSeobevné rozdelenie

Tabulka 1: Zikladné parametre Kendallovej klasifikacie

Systémy st oznacené kombinaciou pismen a Cislic

X|Y|n,

kde X popisuje vstupny tok zakaznikov, Y popisuje dobu obsluhy
a n udava pocet paralelnych liniek obsluhy. V stcasnosti je
zauzivana v anglosaskej literatire rozsrena Kendallova klasifikacia

XY |n|m,

kde m udava maximalny pocet zakaznikov v systéme.
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Markovove SHO

Markovovymi systémami budeme rozumiet také SHO, koré mozno
modelovat homogénnym Markovovym procesom. Nech je S
mnozina stavov homogénneho Markovovho procesu {N(t)}:c7.
Stavy procesu tu interpretujeme ako pocty zakaznikov v systéme.
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Obr. 2: Realizicia vstupného toku zdkaznikov v SHO

Nech {A(t)}+cT je ndhodny proces, kde n.v. A(t) udava pocet

prichodov zakaznikov do systému za ¢as t.
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Nech {B(t)}:e7 je nahodny proces, kde n.v. B(t) udava pocet
odchodov zakaznikov zo systému za Cas t.

B(t)

Obr. 3: Realizicia vystupného toku zdkaznikov v SHO

Vidme, ze n.v. A(t) resp. B(t) zvacsuja svoju hodnotu o 1 v prave
v &ase t? prichodu / tZ odchodu i-teho zakaznika do/zo systému
a plati tf‘ < t,B. Ak tf‘ = t? potom je j-ty zakaznik odmietnuty.
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Pocet zakaznikov v systéme je tak v Case t € T modelovany n.v.
N(t) = A(t) — B(t). Tento vztah sa vyhodne vyuziva pri simulacii
SHO, ked vieme zakladné charakteristiky systému vypocitat len
numericky a nie analyticky.
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Obr. 4: Vyvoj poctu zakaznikov v SHO

Pri analytickom rieSeni chapeme p;(t) = P(N(t)) = j) ako pp. ze
je v systéme v Case t € T prave j € S Cakajucich a obsluhovanych
zakaznikov.
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Littlova formula

Systém povazujeme za stabilizovany ak od istého okamihu je dalsi
Vyvoj systému nezavisly na Case.

Veta 3.1 (Littlova)

Majme stabilizovany SHO. Nech je \ stredny pocet zakaznikov
prijatych do systému, E(N) je stredny pocet zakaznikov v systéme a
E(T) je stredna doba stravena zakaznikom v systéme. Potom plati

A=l (1)

Poznamka
Parameter \ v Littlovej formule je intenzitou vstupného toku
prijatych zakaznikov.
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Priklad 3.1 pokracovanie 2.8

Majitel potravin zistil, Ze v rannej Spicke prichadzaji priemerne
do predajne 4 zakaznici za mintutu. Majitelova manZzelka
odhaduje, ze priemerny pocet zakaznikov v tomto case je 30
zékaznikov. AK4 je priemerné doba stravena zakaznikom v
predajni?

Systém budeme povazovat v rannej spicke za stabiliovany. Ak
predpokladame, ze vsetci zakaznici prichadzajici do predajne budi
obsltzeni, potom mézeme modelovat vstupny tok zakaznikov
elementarnym tokom s parametrom A = 4 zak./min.

Podla vety 2.9 vsak mozeme modelovat tento proces ako Poissonov
proces s parametrom )\ a tak stredny pocet zakaznikov v predajni je
E(N) = 30 zak. Strednt dobu stravent zakaznikom v predajni E(T)
vypoéitame podla (1)

E(N) 30 [zak.]

A 4 [zak./min]
Co vsak v pripade ked 5% zakaznikov odchadza znechutenych
vidiac dlhy rad (:akaé'ﬂcich zakaznikov pri pokladni?
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M|M|1|oo

Do jednolinkového SHO prichadzaja zakaznici modelovani
Poissonovym vstupnym tokom s parametrom \ a pozaduji obsluhu.
Doba obsluhy linky ma exponencialne rozdelenie s parametrom .
Zakaznici, ktori najdu linku obsaden( sa postavia do radu na ktory
sa nekladi ziadne obmedzenia. Predpoklada sa, ze zakaznici budi
obsluhovani v poradi prichodov t.j. podla discipliny ¢akania FIFO.
Tento systém je prikladom systémov s neohrani¢enym frontom ¢o
tiez znamena, Zze doba €akania v takomto systéme je neobmedzena.

Systém mozno modelovat ako proces vzniku a zaniku {N(t)}e7
s nekone¢nou mnozinou stavov S = {0,1,2,...}. Stavy systému
interprujeme takto

e 0 - v systéme nie je ziaden zakaznik, je prazdny,
e 1 - v systéme je jeden zakaznik obsluhovany linkou obsluhy,

e i - v systéme je 1 obsluhovany zakaznik a i — 1 zakaznikov
Caka v rade na obsluhu.
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M|M|1|oo - pp. rozdelenia medzier a déb

V Poissonovom vstupnom toku maji dizky medzier 71 medzi
prichodmi to isté exponencialne rozdelenie s parametrom A. Doba
obluhy 75 ma tiez exponencialne rozdelenie s parametrom u a je
nezavisla od dlzok medzier 71 elementarneho toku. Spolu s
bezpamatovou vlastnostou exponencialneho rozdelenia nam
zaru€uju Markovovu vlastnost systému.

Zvyskova doba obsluhy od nejakej udalosti (odchod/prichod
zakaznika) ma tiez exponencialne rozdelenie s parametrom .
Preckana doba na zacatie obluhy nema vplyv na dobu ¢akanial
A tak 71 ~ Exp(\) a T2 ~ Exp(u).
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M|M|1|oo - vypocet p;i(At)

Vypoc&itame pp. prechodu za nejaky dostatocne maly ¢asovy
interval At. Vstupny tok zakaznikov je Poissonovym procesom
a tak pp. prichodu k zakaznikov je

e At =1—-MAt+o(At) ak k=0
P(A(AL) = k) = { AMAte™At = AAt + o(At) ak k=1
%e*’\m = o(At) ak k > 1.

Pravdepodobnost ukoncenia obsluhy zakaznika je rovna pp., ze
doba obsluhy resp. zvyskovej obsluhy 7 je nanajvys rovna At t.j.

P(r < At) =1— e *At = At + o(At).

Dalej sa sustredime len na zmeny stavu vyvolané prichodom alebo
odchodom zakaznika. Zmeny stavu vyvolané viac nez jednou
takouto udalostou nastavaja s pp.

pi(Bt) = o(At), i —j| > Li,j € S.
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Pravdepodobnost, Ze je systém prazdny a nepride zakaznik je rovna
pp. ze v priecbehu At nepride ziaden zakaznik

poo(At) = P(A(At) =0) =1 — AAt + o(At).

Pravdepodobnost, ze je systém prazdny a pride jeden zakaznik je
rovna pp. ze v priebehu At pride jeden zakaznik

pm(At) = P(A(At) = 1) = A\At + O(At).

Pravdepodobnost, Ze je v systéme i zakaznikov a obsluhovany
zakaznik opusti systém je rovna pp. ze v priebehu At ziaden
zakaznik nepride a jeden odide

pii—1(At) = P(A(At) = 0)P(T < At) = pAt + o(At).

Pravdepodobnost, Ze je v systéme i zakaznikov a prave jeden pride
je rovna pp.

pii+1(At) = P(A(At) = 1)P(T > At) = AAt + o(At).
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M|M|1|oo - matica intenzit

Pravdepodobnost, ze je v systéme i zakaznikov a ziaden nepride ani
neodide je rovna pp.

pi(At) = P(A(At) = 0)P(T > At) =1 — (A + u)At + o(At).

Dostavame $pecialnu maticu intenzit Q = (gjj)ijes procesu vzniku
a zaniku, kde

A ak j=i+1,i>0
1 ak j=i—1,i>0
gi=14 —A ak j=i=0
(A +p) akj=ii>0
0 ak |i —j| > 1.
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M|M|1|oco - Erlangove vzorce (1909)

Z praktického hladiska je zaujimavy pripad, ked sa SHO stabilizuje
t.j. proces je regularny, o podla vety 2.12 nastava ked je splnena

podmienka (15)
A
=—-<1 2
r= (2)
a stacinarne rozdelenie 7 stavov procesu vypocitame z (16) a (17)
v tvare

T =p/(1-p). 3)
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M|M|1|oo - charakteristiky .

e E(N) — stredny pocet zakaznikov v systéme
EN) = jmi=Y ip/(1—p)=p(1—p)Y jp/ " =
j=0 j=0 J=t

d <= ; d/ p
_P(l—P)CMJZIP’_P(l—P)dp<1_I))_
_p(l=p)  p A
S (1=p2 1—p p—X )

o E(W) — stredna doba ¢akania zakaznikov v systéme, z
Littlovej formule mame
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M|M)|1|oo - charakteristiky II.

e E(Wg) — stredna doba obsluhy, z definicie systému

E(Ws) = ; (6)

o E(Wg) — stredna doba cakania vo fronte

A E(N)
E(Wg)=E(W) - E(Ws) = = . 7
(W) = E(W) — E(Ws) = s = =2 ()
e E(Ngq) — stredny pocet cakajucich vo fronte, z Littlove;
formuly
2
E(Ng) = AE(Wq) = 37— = pE(N). (8)
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M|M|1|oco - charakteristiky IlI.

e ps — pp., ze zakaznik najde volna linku
ps =m =1—p. (9)
® pQ — pp., ze zakaznik bude cakat vo fronte
pq =1—m =p. (10)
e E(Ng) — stredny pocet obsluhovanych zakaznikov
E(Ns) = E(N) — E(Ng) = p. (11)

e K — vyuzitie systému

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. Elementarne systémy hromadnej obsluhy



Priklad 3.2 — u lekara

K ortopédovi prichadza priemerne 16 pacientov za 8 hodin jeho
pracovnej doby. Stredné doba oSetrenia pacienta je 20 minnt.
Predpokladajme, Ze pacienti trpezlivo ¢akaji na oSetrenie a
predcasne neodchédzaja. Zistite, ¢i sa takyto systém moze
stabilizovat ak je vstupny tok elementarny a doba obsluhy méa
exponencidlne rozdelenie. Vypoditajte vyuzitie lekara, strednu
dobu straveni u lekdra a srednitt dobu cakania v ¢akarni.

Vstupny tok pacientov je elementarny to s parametrom \ = % =2
pacienti za hodinu. Stredna doba obsluhy ma exponecialne
rozdelenie a tak je rovna l =20 [min.] = } [hod.]. Nakolko je

p=2=4 3 < 1, systém sa po istom case stab|||2u1e Lekar je

vyu2|ty naK=p= 0 67 = 67%. Pacient stravi u lekara priemerne

E(W) == ﬁ =35 =1 [hod | pricom v Cakarni caka priemerne
_ A _ 2 _ _

E(Wq) = N = 353 = 2 [hod.] = 40 minat.
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Optimaliza¢na aloha |

Nech st zname tieto naklady na prevadzku obsluzného systému za
isté obdobie

e ¢o — naklady na adrzbu prazdneho systému,

e ¢; — naklady na chod linky obsluhy,

e ¢, — naklady na reklamné akcie na udrzanie zakaznika.
Cielom je najst také vyuzitie systému, pri ktoro st celkové
priemerné naklady minimalne.

Kriterialna funkcia C(k) je funkciou vyuzitia systému
C(k)=co-mo+c1-(1—m)+ - E(N), (13)

ktora je zlozena z priemernych nakladov na adrzbu prazdneho
systému a chod linky a priemernych nakladov na reklamu. Po
dosadeni dostavame

K
C(/{):co-(l—/@)+c1-/<;+c.1_ﬁ.
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Optimaliza¢na aloha |

Dalej postupujeme ako je bezné pri hladani voiného extrému
funkcie jednej premenne;j

) _ bt
R S

=0,

odkial dostaneme
(&)

k=1—,

: 14
p—— (14)

. . ., . d?C A
Pomocou znamienka druhej derivacie dz,(:) > 0 sa mdézeme

presvedcit, Ze sme nasli minimum kriterialnej funkcie. Z prirodzene;j
podmienky 0 < k < 1 dostaneme obmedzenie

(o)}
CG—a

0< <1

na parametre alohy ¢, c1, ¢.
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Priklad 3.3 — stavebna firma

Maléa stavebna firma, ktora sa Specializuje na prestavbu
bytovych jadier, o¢akava nasledujice naklady na svoju
prevadzku. Penalizécia tverovou bankou za neinnost je 150
tis.Eur, naklady na mzdy zamestnancov st 50 tis.Eur a naklady
na reklamu st 10 tis.Eur. Za akych podmienok moze firma
ocakavat miniméalne priemerné naklady?

Ak modelujeme firmu ako SHO typu M|M|1|oo, potom mdzeme
riesit optimaizacna alohu s kriteridlnou funkciou (13) pri nakladoch

¢o = 150 000, ¢; = 50 000, co = 10 000.

Po dosadeni do (14) dostaneme k = 0.683 = 68.3% pri ktorych ma
firma minimalne naklady vo vyske C(x) = 103 245.55 Eur.
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M|M|n|oo

Do viaclinkového SHO prichadzaja zakaznici modelovani
Poissonovym vstupnym tokom s parametrom A a pozaduji obsluhu
na jednej z n liniek obsluhy. Doba obsluhy kazdej linky ma
exponencialne rozdelenie s parametrom p. Zakaznici, ktori najdu
vietky linky obsadené sa postavia do radu. V opacnom pripade
zacne ich obsluha na niektorej z volnych liniek. Predpoklada sa, ze
zakaznici buda obsluhovani podla discipliny ¢akania FIFO.

Systém mozno modelovat ako proces vzniku a zaniku {N(t)}:e7
s nekone¢nou mnozinou stavov S = {0,1,2,...}. Stavy systému
interprujeme takto

e 0 - v systéme nie je ziaden zakaznik, je prazdny,
e j€{1,2,...,n} - v systéme je obsluhovanych i zadkaznikov,

eic{n+1,n+2,...,00} - v systéme je obsluhovanych n
zakaznikov a i — n zakaznikov €aka v rade na obsluhu.
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M|M|n|oco - vypocet pj;(At)

Viaclinkovy systém M|M|n|co sa lisi od jednolinkového M|M|1|co
len po¢tom nezavislych paralelnych liniek a tak rozdelenie medzier
medzi prichodmi 71 ~ Exp()) a doby obsluhy resp zvyskove;
obsluhy 7 ~ Exp(u).

Pri vypocte postupujeme rovnako ako pri jednolinkovom systéme,
opat sustredime len na prechody vyvolané prichodom alebo
odchodom zakaznikov.

Opét sa sustredime len na zmeny stavu vyvolané prichodom alebo
odchodom zakaznika. Zmeny stavu vyvolané viac nez jednou
takouto udalostou nastavaja s pp.

pi(At) = o(At),]i—j| > 1,i,j € S.
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Pravdepodobnost, Ze je systém prazdny a nepride zakaznik je rovna
pp. ze v priecbehu At nepride ziaden zakaznik

poo(At) = P(A(At) =0) =1 — AAt + o(At).

Pravdepodobnost, Ze je systém prazdny a pride jeden zakaznik je
rovna pp. ze v priebehu At pride jeden zakaznik

po1(At) = P(A(At) = 1) = AAt + o(At).

Pravdepodobnost, Ze je v systéme i zakaznikov obsluhovanych
i,0 < i < n linkami obsluhy a jeden z nich opusti systém je rovna
pp. ze v priebehu At Ziaden zakaznik nepride a jeden odide

Pi,i—l(At) = IP(A(A{’) = 0)73(7- < At)P(’T > At)i—l _
= i(1 — AAt + o(At))(uAt + o(At))(1 — (i — )ulAt+...)
= ipAt + o(At).
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Pravdepodobnost, Ze je v systéme i zakaznikov obsluhovanych n
linkami obsluhy a jeden z nich opusti systém je rovna pp.

pii—1(At) = nP(A(At) = 0)P(T < At)P(T > At) 1 =
= nult + o(At).

Pravdepodobnost, Ze je v systéme i zakaznikov a prave jeden pride
je rovna pp.

pii+1(At) = P(A(At) = 1)P(T > At) = AAt + o(At).

Pravdepodobnost, Ze je v systéme i zakaznikov a ziaden zakaznik
nepride ani neodide je rovna pp.

pi(At) = P(A(At) = 0)P(T > At)" =1 — (A + iu)At + o(At)

pre i € {0,1,...,n} a
pi(At) = ppn(At) preie {n+1,n+2,...}.
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M|M|n|oco - matica intenzit

Dostavame $pecialnu maticu intenzit Q = (gjj)ijes procesu vzniku
a zaniku, kde

A ak j=i+1,i>0

i ak j=i—1,0<i<n

nu ak j=i—1,i>n
gj =14 —A ak j=i=0

—(A+ip) akj=i0<i<n
—(A+nu) akj=i,i>n
0 ak |i —j| > 1.

iz 24 3 nfL T

\( s B s )\

\ //\/\ /\/
A A

Obr. 5: Prechodovy graf systému M|M|n|co
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M|M|n|oco - Erlangove vzorce .

Z praktického hladiska je zaujimavy pripad, ked sa SHO stabilizuje
t.j. proces je regularny, ¢o podla vety 2.12 nastava ked je splnena

podmienka

A
A 15
P= i S (15)

a stacinarne rozdelenie 7r stavov procesu vypocitame z (16) a (17)

v tvare
('}’!))jwo, ak 0 <j <n,
= npmo, ak j > n, (16)
(E: (o)t o’ )7 akji=o.
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M|M|n|oco - charakteristiky |.

e Po — pp. ze prichadzajici zakaznik bude ¢akat v rade
n

PQ=Z7U anp’ o=t P T gy

nnl—p 1—p

e E(Ng) — stredny pocet €akajucich zakaznikov v rade

0o 0 " . 3]
E(NQ) =Y kme =) k—p"m = —p"mo D ko =
k=1 k=1 k=1
n" n n+1

=n n+1zkk1_”P )2:
p

p
= Port—. (18)
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M|M|n|oco - charakteristiky 1.

e « — zataZenie systému

e E(Ng) — stredny pocet obsadenych liniek

> e a? a”
E(Ns) =) Jjmc = 13,70 + 25 mo + o+ 0o+
= ! ! !

n n n

2 @ 3 _
+n—lp7ro+n—|p 7ro+n—|p Tt =
n! n! n!
=a(mg+m+ ... Tn+Tnt1+ T2+ Tnp3 +...) =
=a. (20)
e k — vyuzitie systému

K= E(I:]S) = % = p. (21)

Elementarne systémy hromadnej obsluhy
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M|M|n|oco - Erlangove vzorce II.

Vzorce (16) st aj pre numericky vypocet nepohodInég, preto sa
vyhodne zavedie substiticia

_ T
qi = o
po ktorej
1 ak j =0,
G=1 9 ak 0 <j <n, (22)
%pf_” ak j > n.
a tak

= (q0+QI+q2+...)_1 akj:O, (23)
! gjmo ak j > n.

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. Elementarne systémy hromadnej obsluhy



M|M|n|oco - charakteristiky 1.

Pomocou Littlovej formule
e E(Wg) — stredna doba cakania vo fronte
E(Ng) _ _ Por

FEWe) == =31-»

o E(Wg) — stredna doba obsluhy v systéme
1
E(Ws) = —.
(Ws) =~

e E(T) — stredna doba pobytu v systéme

Pop 1
+ =
AMl=p) n

o E(N) — stredna pocet zakaznikov v systéme

E(T) = E(Wq) + E(Ws) =

E(N) = AE(T) = E(Ng) + E(Ns).
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Pokracovanie nabudace...

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc.

[m] = =

Elementarne systémy hromadnej obsluhy



