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Uvod 2

Uvod

V nasledujicich kapitoldch sa budeme zaoberat niektorymi zakladnymi sto-
chastickymi metédami, s ktorymi sa v praxi stretdvame pri manazérskom roz-
hodovan{ [I3]. Najskor struéne zopakujeme niektoré pojmy a postupy z tedrie
pravdepodobnosti, ktoré st potrebné k pochopeniu problematiky. Pre hlbsie
vniknutie do tejto problematiky odporic¢ame ucebnicu [2] a [I2] a pre precvicenie
prirucku [8]. Naviazeme najpouzivanejsimi Statistickymi metédami s ukézkami
ich pouzitia. Rozsiahlejsi vyklad problematiky mozno néajst v uéebniciach [T, [3].
V texte sa obmedzime len na vyber takych metéd, ktoré maji podporu v pro-
gamovom baliku MS Excel. Ako vyznamné aplikicie stochastickych met6d sme
vybrali modeli z teérie hromadnej obsluhy a tedrie zdsob z monografif [13} [6], [9].
Vyuzitie zédkladnych poznatkov tedrie markovovych retazcov demonstrujeme na
rieSeni praktickej optimalizac¢nej tilohy tdrzby a obnovy zariadenia s podporou
solvéru Riesitel v programe MS Excel.

Pravdepodobnostné predpovede, tsudky a modely sa uz dnes stdvaju, aj
vdaka dostupnym programovym produktom (MS Excel, STATISTIC, R), bez-
nou vybavou manazérov na vsSetkych stupnoch riadenia. Uplatniuji sa napr. pri
vyhodnocovani vysledkov marketingového prieskumu, kontrole akosti vyrobkov,
tvorbe nevyhnunych zasob tovarov, volbe typov a rezimoch obsluhy zdkaznikov.
Teoretickym zakladom takéhoto rozhodovane v podmienkach neistoty je tedria
pravdepodobnosti.
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Kapitola 1

Teéria hromadnej obsluhy

Teoria hromadnej obsluhy je jednou z castych aplikdcii markovovych re-
tazcov, s ktorou sa mozno stretnif pri manazérskom rozhodovani. Je pomerne
lahko pouzitelna pri skiimani chovania vyrobnych, dopravnych, komunikacnych,
obchodnych retazcov atd. Jednd sa o systémy hromadnej obsluhy (SHO),
ktorych zdkladnd struktira je zndzornena na obr.

vstupny tok zékaznikov‘ fe) vystupny tok Zékaznikov‘

o
front  linky obsluhy

Obr. 1.1: Zakladna struktira elementarneho SHO

Do systému, v ktorom sa nachédzaji linky obsluhy (obsluzné kanély),
prichadza vstupny tok zakaznikov pozadujtci obsluhu svojich poziadaviek.
Obsluha zakaznika trva isty ¢as pocas ktorého blokuje linku, ktord obsluhuje
jeho poziadavky. Zakaznici po ukonceni obsluhy uvolnuju linku a vytvaraju vy-
stupny tok zakaznikov. Vzhladom na réznorodost modelovanych systémov je
potrebné chapat pojmy zdkaznik, front, linka obsluhy, obsluha dost vseobecne.

e Vstupny tok zidkaznikov je postupnost prichodov zdkaznikov, ktoré na-
sledujt jedna za druhou v nejakych casovych intervaloch. Zakaznici m6zu
prichddzat jednotlivo alebo v skupinédch. Ich poc¢et moze byt ne/obmedze-
ny. Medzery medzi prichodmi mézu byt pravidelné alebo ndhodné — vy-
zadujuce charakteristiky vstupného toku.

e Front je miesto, kde cakaji zdkaznici, ktoré nemohli byt ihned obsluho-
vani. Najznamejsie discipliny ¢akania vo fronte si:
FIFO — prvy vstupuje prvy obsliuzeny.
LIFO — posledny vstupuje prvy obslizeny.
SIRO — vyber v ndhodnom poradi.
PRI — vyber podla priority.

Ak je pocet miest frontu obmedzeny, potom st neumiestnitelni zdkaznici
odmietnuti.



Kapitola 1. Teéria hromadnej obsluhy 4

e Linka obsluhy poskytuje obsluhu realizdciou poziadaviek zakaznikov.
Mboze byt poskytovana jednou alebo viacerymi linkami obsluhy, pricom
niektoré linky mozu by Specializované. Doba obsluhy (¢as trvania obsluhy)
moze byt rovnaka pre vSetkych zakaznikov alebo zavisla od typu zakaznika
alebo nahodna.

e Vystupny tok zakaznikov je postupnost okamihov odchodov zdkazni-
kov zo systému. Vo vSeobecnosti st vlastnosti vystupného toku zavislé od
vstupného toku a rezimu frontu a doby obsluhy. Vystupnym tokom sa mu-
sime zaoberat najmé v pripade, zZe je vstupnym tokom dalSieho systému
hromadnej obsluhy.

Efektivnost ¢innosti systémov hromadnej obsluhy byva charakterizovana na-
priklad priemernym poc¢tom (priemernou dobou) ¢akajicich zékaznikov vo fron-
te, pomerom odmietnutych a prichddzajicich zakaznikov ale i dalsimi naklado-
vymi hladiskami. To, ktoré veli¢iny zvolime, byva urcené formuléciou problému.
Pre prax mé okrem ekonomického hladiska vyznam aj hladanie zavislosti medzi
charakteristikami modelovanych systémov.

1.1 Kendallova klasifikacia

Podla moznosti vzniku frontu rozliSujeme systémy:
S odmietanim — bez ¢akania zédkaznika v rade.
S koneénym frontom — s obmedzenym poctom miest v rade.
S obmedzenym cakanim — s ohrani¢enou dobou cakania zakaznika v rade.
S nespolahlivymi linkami — s prerusovanou dobou obsluhy zdkaznika.
S nekone¢nym frontom — neobmedzenou dobou ¢akania zakaznika v rade.
Podla typu modelov rozoznavame systémy:

Markovove — nezavislé exponencidlne medzery medzi prichodmi resp. od-
chodmi zakaznikov.

Semimarkovove — medzerami modelovanymi stc¢tami nezavislych exponen-
cidlnych (erlangovskych) medzier.

Nemarkovove — so vSeobecnym vstupnym tokom zakaznikov a ich dobou
obsluhy.

Podla zdroja vstupného toku zakaznikov rozlisujeme:
Otvorené systémy — s neobmedzenym poctom zakaznikov.
Uzavreté systémy — s konetnym poc¢tom cirkulujicich zédkaznikov.

Zmiesané systémy — kombinacia otvorenych a uzavretych systémov.
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Siete — zlozené z viacerych prepojenych systémov elementarnych hromad-
nej obsluhy. pricom vystupny tok z jedného systému méze byt vstupnym
tokom druhého systému.

Uvedené delenie systémov nie je tplné. Dalsimi §pecifickymi kritériami si
napr. usporiadanie liniek v obsluhe — sériové systémy alebo rézne druhy
priorit liniek alebo zdkaznikov — prioritné systémy.

V roku 1954 Kendall navrhol pomerne jednoduchu klasifikaciu SHO, ktora
sa pouziva dodnes (tab. [L.1)).

Tabulka 1.1: Zakladné parametre Kendallovej klasifikacie

Pismeno X Y
M Poissonov vstupny tok exponencialne rozdelenie
E, Erlangov vstupny tok Erlangovo rozdelenie
D konstantné medzery toku konstantna doba
G vseobecné rozdelenie medzier vSeobecné rozdelenie

Elementéarne systémy st charakterizované kombindciou pismen a ¢islic
]
kde X popisuje vstupny tok zdkaznikov, Y popisuje dobu obsluhy a n udava
pocet liniek obsluhy. V anglosaskej literattre je zauzivana rozsirena Kendallova

klasifikacia
X|Y|n|m|,

kde naviac m udéva maximalny pripustny pocet zakaznikov v systéme.

V dalsom texte budeme pouzivat rozsirenu klasifikdciu. Ako priklad uvedme
systém M|M|2|5: Dvojlinkovy markovov SHO s Poissonovym vstupnym tokom
zékaznikov, exponencidlnou dobou obsluhy a tromi ¢akacimi miestami vo fronte.

Ak nie je uvedend doplnujica Specifikdcia rezimu frontu, predpokladéd sa
FIFO.

1.2 Markovove systémy hromadnej obsluhy

Markovovymi systémami hromadnej obsluhy rozumieme také systémy,
ktoré mozno modelovat markovovymi retazcami so spojitym c¢asom. Nech je S
mnozina stavov markovovho retazca N(t)icr, ktoré zvycajne interpretuje ako
pocty zakaznikov v systéme. Potom

pi(t) = P(N(t) = j)

udava pravdepodobnost, ze v systéme je v Case t prave j cakajucich alebo ob-
sluhovanych zdkaznikov.

Nech {A;,t € T} a {By,t € T} st ndhodné procesy, pri¢om ndhodn4 veli¢ina
A; udava pocet prichodov zakaznikov do systému za Cas t a ndhodnd veli¢ina
B; udava pocet odchodov zakaznikov zo systému za cas t.
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Ay

Obr. 1.2: Realizacia vstupného toku zakaznikov

Priklad realizécie takychto procesov, ktoré popisuju vyvoj nejaky obsluzny
systém v Case, st na obrézkoch[I.2]a[I.3] Jedna sa o stuptiovité funkcie. Realiza-

.....

.....

hodnotu o 1 v éase odchodu 5 ¢8 ... zdkaznika zo systému. Pretoze i-ty
zakaznik musi najskor prist do systému a az potom modze odist, plati nerovnost
A 4B ; _
Uy <t7,] =1,2,...,
kde t;‘ resp. tf st okamihy prichodu resp. odchodu zédkaznika. Pripad tf = tf
znamena, ze zakaznik bol odmietnuty.
.’?!I‘j_

Obr. 1.3: Realizacia vystupného toku zédkaznikov

Na obr. mame jednu z moznych realizaciu vyvoja systému s prislusnymi
vstupnymi a vystupnymi tokmi zdkaznikov.

Vidime, Ze pocet zakaznikov v systéme dostaneme zo vztahu N(t) = A;—B;.
Tento vztah sa vyhodne vyuziva pri simulacii systémov, ked sa zdkladné
charakteristiky systému (napr. vyuzitie systému, stredny pocet zdkaznikov v
systéme, strednd doba ¢akania zdkaznikov vo fronte, atd.) nevypocitavaji ana-
lyticky ale numericky. Dalej sa obmedzime len na analytické metédy pre mar-
kovove SHO, pre ktoré je charakteristické, Ze medzery medzi udalostami (pri-
chodmi a odchodmi zdkaznikov) maji bezpamétové exponencidlne rozdelenie.

Vseobecne SHO povazujeme za stabilizovany, ak od istého okamihu je dalsi
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Obr. 1.4: Vyvoj stavu systému hromadnej obsluhy

vyvoj systému nezavisly na case. Nasledujice tvrdenie, zndme ako Littlova for-
mula, ktoré mé vSeobecnii platnost, dava do savislosti tri zakladné charakteris-
tiky stabilizovaného SHO.

Veta 1.1 (Littlova formula). Majme stabilizovany systém hromadnej obsluhy.
Nech A je stredny pocet prijatych zikaznikov do systému, E(N) je stredny pocet
zdkaznikov v systéme a E(T) strednd doba pobytu zdkaznika v systéme. Potom

plati
E(N)
A= ——=. 1.1
Parameter A v Littlovej formule sa nazyva intenzita vstupného toku za-
kaznikov.

1.3 Viaclinkové systémy hromadnej obsluhy

Do viaclinkového systému hromadnej obsluhy M|M|n|oco prichddzaji zdkaz-
nici modelovany Poissonovym vstupnym tokom s parametrom A > 0 a pozaduju
obsluhu. To znamend, ze priemerné dizka medzery medzi ich prichodmi st %
Doba obsluhy kazdej z n liniek m4a exponencialne rozdelenie s parametrom p > 0
a tak stredna doba obsluhy je rovna +. Zakaznici, ktorf najdu linku obsadent
sa postavia do radu. Na takto vzniknuty front sa nekladu Ziaden obmedzenia.
Predpoklada sa, ze zakaznici budd obsluhovani v poradi prichodov t. j. podla
discipliny cakania FIFO0. Tento systém je prikladom systému s neohrani¢enym
frontom. Znamen4 to tiez, ze aj doba ¢akania zdkaznika v systéme je neobme-
dzena.

Systém mozno modelovat ako tzv. proces vzniku a zdniku {N,, ¢ € T'} s neko-
ne¢nou mnozinou stavov S = {0,1,2,... }. Stavy systému interpretujeme takto:

e 0 — v systéme nie je ziaden zdkaznik, je prazdny.
e i €{1,2,...,n} — v systéme je obsluhovanych i zdkaznikov.

eic{n+1,n+2,...,00} — v systéme je obsluhovanych n zdkaznikov a
1 — n zakaznikov caka v rade na obsluhu.

Za, tychto predpokladov mozno vytvorit prechodovy graf na obr. z kto-
rého dostavame
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Obr. 1.5: Prechodovy graf systému M|M|n|oo

Dostavame Specidlnu maticu intenzit Q = (gi;)i,jes procesu vzniku a zéniku,
pricom plati

A, ak j=1+1, >0,

i, ak j=i—1, 0<i<n,

n, ak j=1i—1, i > n,
Qi = 7)\, akj:Z:O,

—(A+ip), akj=i, 0<i<nmn,
—(A+nup), akj=i,i>n,
0, ak |i — j| > 1.

7 praktického hladiska je vyznamny pripad, ked sa systém stabilizuje t. j.
%M > (. Stacionarne rozdelenie 7 stavov systému vypocitame rieSenim systému
linearnych rovnic

TQ =0, Zmzl, 7 >0, jeS.

jeS
Mozno ho odvodit v tvare
("jp!)j o, ak 0 < j < m,
;= P, ak j > n, (1.2)
(50 o+ ) k=

Pre praktické vyuzite systému potrebujeme odvodit jeho zakladné charakte-
ristiky:

e Pg — pp. ze prichddzajici zadkaznik bude cakat v rade

n" pn _omy
PQ—ZWJ—Z P7T0 Oi!l—p_l—p' (1.3)

j=n j=n

E(Ng) — stredny pocet ¢akajucich zdkaznikov v rade

o 0o " " 0o
_§ _E v n+k _ v n E k __
_k—1k7rk_ _kn!p Wo—n!pwo_kp N

n" n”p" p

=7 ot kkl 7—P7. 1.4
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e « — zatazenie systému

a=np= o (1.5)

e FE(Ng) — stredny pocet obsadenych liniek

> « o? a™
E(Ns) = Zjﬂ'k = 1ﬂ7T0 + 257&) + - +?1H7T0+
j=1 a a n

+n—pmo +n— P +n—pPmo - =
n. n. n.

=a(mp+me+ -+ Tn+ Tnt1 +Tni2 + Tngs+ ) =a. (1.6)

® Kk — vyuzitie systému
E(N
K= ( S):g:p. (1.7)
n n

Pomocou Littlovej formule mozno odvodit ¢asové charakteristiky systému:

o E(Wg) — stredna doba ¢akania vo fronte

E(Wg) = E(T@ = A(lle_pp). (1.8)

o [ (Wg) — strednd doba obsluhy v systéme

E(Ws) = i (1.9)

e E(T) — strednd doba pobytu v systéme

Pop
E(T)=EWg)+EWg) = —"—+ — 1.10
(T) = B(Wa) + B(Ws) = 5720+ (1.10)
e E(N) — strednd pocet zédkaznikov v systéme
E(N) =)\E(T) = E(Ng) + E(Ng). (1.11)

Vyssie uvedené vzorce st vyhodné najmé pre pocitacové spracovanie. Prak-
tickou optimaliza¢nou ulohou vo viaclinkovych systémoch je optimalizacia po-
¢tu liniek . Zakladny model vychddza zo zndmych nakladov za ¢akanie zakaz-
nikov v systéme a za prestoj liniek. Nech st zname za isté jednotkové obdobie
tieto ndklady na prevadzku stabilizovaného systému:

e ¢; — naklady na cakajuceho zdkaznika,

e ¢, — naklady za nevyuzita linku.
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Cielom je najst taky pocet liniek n pri ktorom si celkové priemerné naklady
minimdlne. Kriteridlna funkcia C'(n) je zlozend z dvoch ¢asti

C(n) = a1 E(Ng) + c2(n — E(Ng). (1.12)

Priemerné néklady za Cakajtcich zdkaznikov ¢q E(Ng) st priamo Gmerné prie-
mernému poctu cakajicich zakaznikov. Priemerné ndklady za nevyuzité linky
co(n—FE(Ng) st zas tmerné priemernému poc¢tu nevyuzitych liniek. Po dosadeni
prislusnych charakteristik tak dostavame

T
Cn)=ac I 722 + can(1l — p).

Dalsi postup zavisi na tom, ktory z nasledujtcich dvoch pripadov nastane.
e Su dané intenzity A, u, potom sa hlada také n*, ze
C(n*) = min{C(n) : n > %, n>1}.
e St dané intenzity A, pimax, potom sa hlada také n*, ze
C(n*,p*) =min{C(n) : n > %, > fmaxs 1> 1},

kde C(n,u) je kriteridlna funkcia dvoch premennych, ktori dostaneme
z (1.12) po dosadeni prislusnych charakteristik.

Poznamenajme, ze praktické riesenie takychto optimaliza¢nych tloh si uz vyza-
duje pocitacové spracovanie.

V pripade viaclinkového systému M|M|n|m zostévaji v platnosti skoro vSet-
ky predpoklady systému M|M|n|co. Zmenou je len, Ze sa pripusta cakanie len
v obmedzenom rade frontu dizky m — n ¢akacich miest, ako vidiet zo Struktury
systému na obr. [T.6]

Y

Y

>
s(0---00
*

>
>

Obr. 1.6: Struktiira otvoreného systému M|M|n|m

Systém sa modeluje opét ako proces vzniku a zaniku {IN¢, ¢ € T'} s konecnou
mnozinou stavov S = {0,1,...,n,...,m}. Prechodovy graf tohoto systému je
zobrazeny na obr. z ktorého lahko odvodime maticu intenzit Q = (g;;)i jes-
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Obr. 1.7: Prechodovy graf otvoreného systému M|M|n|m

A, ak j=i+1,0<i<m,
i, ak j=1—-1,0<i<n,
Ny, ak j=i—1,n<i<m,
_ =\, ak 7 =1=0,
%= —(\+ip), akj=i0<i<n,
—(A+nu), akj=1i,n<i<m,
—n, ak j =1i=m,
0, ak | — j| > 1.

V tomto pripade mé systém vzdy jediné stacionarne rozdelene 7 = (7;)jes

Oj‘.—fwo, ak 0 < j <n,
o %pjﬂm akn <7 <m, (1.13)
j= .
nilafk+£§: AN ak j =0
) BT j:n/’ ) J7=Y
— A ,_a
kdea—u,p—

-
Opét mozno odvodit prislusné charakteristiky systému, obmedzime sa len
na niektoré priamo odvoditelné:

e E(Ng) =a(l —m,) - stredny pocet obsadenych liniek,

o k= p(1—m,) — vyuzitie systému,

e Ap = A(1 —my,) — stredny pocet prijatych zdkaznikov za ¢asovi jednotku,
® Az = A\m,, — stredny pocet odmietnutych zdkaznikov za ¢asova jednotku.

Poznamenajme, ze m,, tu uddva pravdepodobnost zamietnutia zakaznika.
V pripade systému s odmietanim M|M]n|n, sa v systéme nefakd — zdkaz-
nici ktor{ ndjdu obsadené vsetky linky st odmietnuti, dostavame pochopitelne
zhodné charakteristiky.

V systéme M|M|n|m modzeme prirodzenym sposobom formulovat optimali-
zacné tlohy nielen o pocte liniek obsluhy ale i o pocte ¢akacich miest vo fronte,
pocte priemerne odmietnutych zakaznikov atd, co vsak presahuje ciel tejto pub-
likécie.

stefan.pesko@fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko


mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko
mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko
mailto:stefan.pesko@fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~pesko

Kapitola 1. Teéria hromadnej obsluhy 12

Ako posledny z n-linkovych systémov si uvedme uzavrety systém M|M|n|m,
v ktorom cirkujuje m zadkaznikov, pricom moézu ¢akat v nanajvys m —n > 0
miestnom fronte na uvolnenie niektorej z liniek obsluhy.

m
A
A

m—n n

Y

Obr. 1.8: Struktira uzavretého systému M|M|n|m

Zakaznici po ukonceni obsluhy opustaja systém ale neskor, za dobu mode-
lovant exponencidlnym rozdelenim s parametrom A > 0, sa do neho vracaju s
poziadavkou na obsluhu. Doba obsluhy kazdej s paralelne pracujicich liniek mé
exponencidlne rozdelenie so strednou dobou obsluhy % Zakaznik, ktory najde v
¢ase prichodu aspon jednu linku volni, za¢ne byt okamzite obsluhovany niekto-
rou z nich. Zakaznici, ktor{ ndjdu vsetky linky obsadené musia ¢akat vo fronte
na uvolnenie linky. Opét sa predpoklada, ze zdkaznici st obsluhovani v poradi
prichodov t. j. v rezime frontu FIFO.

Pripad m = n je trividlny, pretoze kazdému zakaznikovi priradime jednu
linku a staci riesit trividlny model M|M|1|1. Dalej budeme predpokladat m > n.

Systém mozno modelovat opét ako proces vzniku a zdniku {Ny,t € T} s
koneénou mnozinou stavov S = {0,1,...,n,...,m}. S = {0,1,2,...}. Stavy
systému interpretujeme takto

e (0 — v systéme nie je ziaden zdkaznik, je prazdny, vSetci zdkaznici st mimo

systému,
e i €{1,2,...,n} — v systéme je obsluhovanych i zékaznikov,
eic{n+1,n+2,...,m}— v systéme je obsluhovanych n zdkaznikov a

1 — n zakaznikov ¢aké v rade na obsluhu.

Prechodovy graf tohoto systému je zobrazeny na obr. [I.7] z ktorého ziskame
maticu intenzit Q = (¢s5)i jes-

I 2 (n—1)p nu n

B N rl W e -
oJoNoRisYoalc

NS NP & B N

mA (m—1)A (m—n+2)A A

Obr. 1.9: Prechodovy graf uzavretého systému M|M|n|m
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Aj v tomto pripade m4 systém vzdy jediné staciondrne rozdelene w = (7;)jes

m%.j'“omj,l, ak0<]§n7
= (m fn;j +Dpmj—1, akn<j<m, (1.14)
1-— Zﬂ'k akj:O,
k=1

kde a = %, p=".

Uvedené vzorce st v rekurentnom tvare, ktory je vyhodny pre pohodlné
pocitacové spracovanie (MS Excel), ich explicitny tvar je zlozity a preto ho
neuvadzame. Umoznuju tak vypocet zdkladnych charakteristik stabilizovaného
systému.

m

e E(N) =3 jm; — stredny pocet zédkaznikov v systéme.

j=1
n—1 m

e E(Ng)= ) jmj+n > m; —stredny pocet obsadenych liniek v systéme.
— ,

J J=n

e E(Ng) = E(N—-E(Ng) —stredny pocet ¢akajtcich zdkaznikov v systéme.

e E(Ngr) = m — E(Ng — E(Ng) — stredny pocet ¢akajucich zdkaznikov
mimo systému.

e \p — intenzita vstupného toku zdkaznikov (stredny pocet prichddzajicich
zékaznikov za jednotku casu). V uzavretom stabilizovanom systéme je
stredny pocet prichadzajicich zakaznikov rovny strednému poctu odchéa-
dzajucich zdkaznikov. Littlovu formulu mozno aplikovat aj na vystupny
tok zakaznikov a tak dostdvame necakany vztah

E(N “ ,
A\r = (; s) _ pay (m—j+1)mj_1 = AE(Ng).
I j=1
E(N
° K= (n s) = pE(Ng) — vyuzitie systému.

o E(Wg) — strednd doba Cakania zdkaznika vo fronte sa opdt odvodi z
Littlovej formuly

E(Ng)  E(Ng)

EWo) = =3 ~ M\E(Ng)

e E(Wo) = E(Wg) + 5 + %L — strednd doba obehu zdkaznika je zloZend
zo strednej doby cakania, strednej doby obsluhy a strednej doby pobytu
mimo systému.
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Priklad 1.1 (Obeh vozidiel v kamerniolome). Pre kamenolom Ladce bola v To-
koch 1991-2 riesend vo VUD Zilina nasledujica optimalizacnd iloha:

, V kameriolome cirkuluji vodici ndkladnijch vozidiel TATRA medzi drvic-
kou a bagrami. Strednd doba naklidky kamenia md exponencidlne rozdelenie
s0 strednou hodnotou L. Strednd doba strdvend jazdou vozidla z bagroviska k
drvicke, vyklddkou kamenia a jazdou prdzdneho vozidla na bagrovisko md expo-
nencidlne rozdelenie so strednou hodnotou % Priemerng mesacny vijkon vodica
je my, obehov. Drvicka vyZaduje na svoju neefektivnu mesacni prevdadzku my vy-
klddok vozidiel. Nech mesacnd mzda bagristu je ¢, [€] a vodica je ¢, [€]. Treba
urcit optimdlny pocet bagristov a vodicov tak, aby sa minimalizovali priemerné
straty z prestojov vodicov a bagristov. “

Pohyb vozidiel mozno modelovat zdkaznikmi v uzavretym systéme M|M|n|m,
kde n je pocet bagristov a m je pocet vodicov. Dolny odhad poctu vodicov je dany
mintmdlnou potrebou priemerného poctu vykladok t. j. pocet vodicov musi byt
m > %ﬁ Priemerny pocet nevyuZityjch bagristov je n — E(Ng). Vodici stoja ked
cakaji na naklddku bagrom.

Priemerné straty prestojov bagristov mozno odhadnit ¢y(n — E(Ng)). Prie-
merné straty z prestojov vodicov mozno odhadnit c, E(Ngq). Potom celkové prie-
merné straty kamenolomu na mzddch n bagristov a m vodicov pri zataZeni o = %
st rovné

C(n,m) = cy(n — E(Ng)) + ¢, E(Nq).

Cielom je ndjst také pocty n* a m* pri ktorych sa minimalizuje
m
C(n*,m*) =min{C(n,m) :m > —% n>1,m>1}.
My

Ezperimenty s roznymi instanciami dlohy uZ mozno ponechat na cvicenie. [

1.4 Frontové modely zasob

Systémy hromadnej obsluhy sa vyskytuji aj pri modelovani zésob t. j. sub-
stratov uréenych na neskorsiu spotrebu, nakolko Poissonovym procesom mozno
modelovat [9]:

e Tok dodavok — tok zdkaznikov reprezentuje tok jednotiek dodavok a
obsluha zakaznika reprezentuje uspokojenie jednotky spotreby.

e Tok spotreby — tok zakaznikov je tok jednotiek spotreby substratu a ob-
sluha predstavuje doplnanie zasob od ¢asu podania objednavky po prichod
dodévky na sklad.

1.4.1 Systém M|M|1|co

V tomto modeli st zdkaznici doddvkami na sklad. Tok dodévok je Poissonov
s parametrom A. Priemernd medzera medzi dodadvkami je tak rovna % Doba
obsluhy zodpovedda dobe od jej objednavky po jej dodanie a mé exponencidlne

rozdelenie s parametrom u. Jednotka zasob opusta systém po priemernej dobe
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/%, ked je vyskladnend. Predpokladany neobmedzeny front zabezpecuje, ze kazda
dodéavka bude raz vyskladnena.
Mnozina stavov S = {0, 1,2, ...} uddva pocet jednotiek zdsob v sklade. Stav
0 reprezentuje deficit zasob, ked nemozno uspokojit ziadnu jednotku spotreby.
Stav i reprezentuje situaciu ked je jedna jednotka zasob vyskladnovana a v
sklade zostava este ¢ — 1 jednotiek zasob. Systém je zaujimavy po stabilizacii
p= % < 1. Vtedy mozno zo vztahu odvodif pravdepodobnostné rozdelenie
stavov v explicitnom tvare m; = p?(1 — p).
Primerand vyska zasob v sklade je rovna priemernému pocet zakaznikov v
systéme )
E(N) = T
Optimalizacia sa v modeloch tohoto typu realizuje minimalizaciou nakladovej
funkcie zlozenej z priemernych nakladoch skladovania a z priemernych nakladov
deficitu pri jednotkovych sadzbach ¢, za skladovanie a ¢, za deficit t. j.
H(p) = csE(N) + cymo = % + cu(1 = p).
Absolitne minimum nadobtda ndkladova funkcia pre ¢, < ¢, pri vyuziti skla-
du p*
Cs
pr=1— /= (1.15)
Cy
Nevyhodou minimalizdcie nakladovej funkcie H(p) je, ze nezohladnuje prie-
merny stav zasob, ktory tak moéze nadobudnit neprijatelné hodnoty. Vieme
vsak vypocitat pravdepodobnost
oo
PN>q) = ) m=p",

Jj=q+1

ze stav zasob neprekroci istd kritickd hodnotu q.

1.4.2 Inverzny systém M|M|n|n

V tomto modeli st zdkaznikmi jednotkové poziadavky spotreby na sklad.
Tok spotrieb je modelovany Poissonovym tokom s parametrom A. Priemerna
dizka medzery medzi prichodmi poziadaviek na sklad m4 tak dizku % Doba ob-
sluhy spotreby je dobou dodacej lehoty jednej jednotky skladovaného substratu
a ma exponencidlne rozdelenie s parametrom p. Jednotka spotreby opusta vzdy
systém v okamihu svojho prichodu. Ak ndjde nejakd linku volni, potom je na
sklade aspon jedna jednotka zasob, ktora bude vyskladnend a zaroven je vy-
stavend nova objednavka na dodavku jednotky substratu na doplnenie zasob
skladu. Po priemernej dobe 1 je takto k dispozicii nova jednotka zasob. Ak po-
ziadavka spotreby najde vsetky linky obsadené, znamena to ze je sklad prazdny
a preto bude tato poziadavka z doévodu deficitu zasob odmietnuta.

Takto formulovany model zasob mozno modelovat ako proces vzniku a zaniku
{N¢,t € T} s mnoZinou stavov S = {0,1,2,...,n}. Stavy systému interpretu-
jeme takto:
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Obr. 1.10: Inverzny systém M|M|n|n

e n — deficit zdsob — sklad je prazdny, vSetky objednané zasoby su na ceste
a tak nemdze byt ziadna jednotka spotreby uspokojend.

e ic{0,1,2,...,n—1} — v sklade sa dopliiaji zasoby dodévkou i jednotiek
zasob.

Na rozdiel od klasického systému M|M|n|n v inverznom systéme prichod zdkaz-
nika nesposobuje zvicsenie stavu systému o jednotku ale zmensenie o jednotku,
¢omu zodpovedd prechodovy graf na obr. [[.11]

I 2 3u (n—"1p ap

o O

A A A A A

Obr. 1.11: Prechodovy graf inverzného systému M|M|n|n

Aj v tomto pripade m4 systém vzdy jediné staciondrne rozdelene w = (7;)jes

hﬂ'n, ak 0 S] <n,
™= no iy~ _ (1.16)
’ (kZ m) , akj=mn,
=0

kde parameter o = 2 sa nazjva predstih zasob.
Priemerny stav zasob v stabilizovanom systéme je urcéeny vztahom

n—1 n—1

E(Q) =) (n—j)m=m,

Jj=0

an=I

Ry (1.17)

™

Priemerny pocet objednanych jednotiek substétu je n — E(Q). Optimédlnu hod-
notu n* hladiny zasob moézeme ziskat maximalizdciou priemerného cistého
zisku

Z(n) = c.(n — E(Q)) + ¢:E(Q), (1.18)
kde ¢, je priemerny zisk z predaje jednotky zasob a cg si priemerné naklady za
skladovania jednotky zasob.
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