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Antagonisticky konflikt dvoch hracov s kone€nymi priestormi
stratégii modeluje maticova hra.

Definicia 3.1

Koneénl hra s nulovym sic¢tom
Ha=(Q={1,2},x={1,...,m}, Y ={1,...,n}, M(i,j) = aj)

ktora je urcena realnou maticou A = (ajj)icx, jey nazveme
maticova hra. Maticu A nazyvame matica hry.

Priklad 3.1

Uvazujme H, jednoznacne urcend maticou
4 5
3 7
-1 6
Prvy hra¢ ma tri stratégie zatial o druhy hra¢ ma styri stratégie.

Stefan Pesko Maticové hry



Definicia 3.2

Nech A je matica hry. Stratégiu (i*,;*) € X x ) maticovej hry Ha

nazveme rovnovaznou, ak pre Vie X aVj € ) je

aij* S ai*j* § ai*j-

Rovnovazna stratégia (i*,/*) musi vyhovovat vztahom
aj* jx» = Max ajj*
o hex
ajxj+ = Min aj=;
jr = e
ktoré umoziuja efektivne hladanie rovnovaznej stratégie.

Priklad 3.1 — pokracovanie

Mozeme poksit najst maximum z riadkovych minim,
max{4, -3, —1} = 4, a minimum zo stipcovych maxim,
min{7,8,4,6} = 4. Mame teda aj«j» = a4 = 4.
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Lema 3.1

Nech A je redlna matica. Potom plati

max min a; < min max aj;
ieX jey JEY ieX

Z vlastnosti maxima je
ajj < maxaj;
Y=ex ™
Index j je na oboch stranach nerovnosti volny a tak

min a; < min max aj;
JjeY JEY ieX

Lava strana nerovnosti vak nezavisi od indexu i a odhaduje je;
pravi stranu zdola, takze plati

max min a; < min max aj;.
iex jey JEY ieX
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Priklad 3.2

Majme maticu

A =

N~ B
O bWw

Maximum z riadkovych minim je max{3,1,0} = 3 a minimum zo
stlpcovych maxim je min{4,4} = 4 a tak dostame ostrii nerovnost
3 <4
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Veta 3.1 — nutna a postacujica podmienka
Stratégia (i*,j*) je rovnovazna stratégia hry Hp prave vtedy, ked

max min ajj = Min max ajj = aj« . (3)
ieX jeXx JEY iex
(=) : Z definicie (i*,;*) a z vlastnosti min, max mame

minmax a; < maxajj+ < aj+j» < min a;«; < maxmin ajj
JEY ieX ieX jey ieX je)y

Z platnosti lemy 3.1 s opaénymi nerovnostami mame (3).
(«<=) : Nech plati (3). Potom pre Vi € X

aji» < max ajjx = maxmin aj = ajx
d ieX v ieX jey J J

apreVje)y

aj=j > min aj=; = Minmax a;; = aj«j»
jo= iy = M T i 7

a tak plati (1).
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Priklad 3.2 — pokraCovanie

A =

N = B
O hWw

Hra Ha nema rovnovaznu stratégu.

Ak nema maticova hra rovnovaznu stratégiu, potom ma zmysel
hl'adat pravdepodobnosti s akou maji hraci volit isté stratégie

i€ X,je), Co vedie k nekone€nej hre v NT. Jej priestory stratégii
budeme znacit (X), ()).
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Definicia 3.3

Nech je dand maticova hra H,.

(H2) = (Q = (1,2}, (), (), M(x.)) (@)
(X) :{erm;Zm:x,-::L,xz()} (5)
) —{yeEnzﬁ;y,-—l,yzO} (6)

2

M(x,y) Zm;z;x,auyj =xTAy (7)

=t

nazveme zmieSanym rozsirenim maticovej hry. Prvky (X),())
nazyvame zmiesané stratégie a prvky X', ) nazyvame Cisté
stratégie. Funkciu M(x,y) nazyvame strednou hodnotou platby
resp. cena hry.
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Ak 1.hra¢ zvoli zmiesan( stratégiu x = (x1, x2,...,xm)" € (X) a
2.hrac zvoli zmiesani stratégiu 'y = (y1,y2,...,yn)" € () st volby
Cistych stratégii nezavislé nahodné veliCiny, pricom x; - y; udévaji

s ako pravdepodobnostou bude zvolena Cista stratégia (i, ).

Definicia 3.4
Stratégiu (x*,y*) € (X) x ()) a nazveme rovnovaznou
zmiesanou stratégiou v () , ak pre Vx € (X) a Vy € () je

xTAy* < x*TAy* <x*TAy. (8)
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Priklad 3.3

(1)
11)T

H nema rovnovazne Cisté stratégie. Ale x* = (5,5)" =y* si
rovnovazne zmie$ané stratégie hracov v (H,) so strednou hodnotou
platby

M(x,y) = (x1,%2).A.(y1,y2) T = x1y2 + o3,

kde

(X) ={(x1,%)" € E:x1 +x =1,x,% >0},
(V)= {()/17)/2)T €EE:yi+y=1y1,y >0},
X", y*) = !

Y =5

=

Pretoze plati

1
I\/I(x7y*):X1+X2 < <)/1—|-)/2

= M(x*,y).
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Lema 3.1

Rovnovazna stratégia zmiesaného rozsirenia maticovej hry sa
nezmeni, ak ku kazdému prvku matice hry pripoéitame to isté
nenulové ¢islo c. Cena hry s takto pozmenenou maticou hry bude
v + ¢, kde v je cena pévodnej hry.

Nech je (x*,y*) € (X) x (¥) rovnovdzna zmieSana stratégia v
(Ha) tj. Vx € (X) aVy e (V) je

XTAy* < X*TAy* < X*TAy.

Nech E = (1) je matica jednotkovych prvkov typu matice A. Pre
Vx € (X)aVye())jex Ey =1 atak aj

xT cEy* = x* T cEy* = x* " cEy.
Po jednoduchych apravach s vyssie uvedenou podmienkou mame

xT(A+ cE)y* < x*T(A+ cE)y* < x*T(A+ cR)y.
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Veta 3.2 (Von Neumannova zakladna veta maticovych hier)
Zmiesané rozsirenie kazdej maticovej hry ma riesenie
v rovnovaznych stratégiach.

Vzhladom na lemu 3.1 mézeme predpokladat, ze vietky prvky
matice A si kladné. Pre [ubovolné pevné x* € (X) definujeme
funkciu f(y) = x*T Ay, ktora je kladna, spojitd na kompaktnej
mnozine ()). Podla Weirstrassovej vety nadobida funkcia f(y)
na mnozine ()) minimum t.j. 3v > 0, ze

v < X*TAy Yy € () 9)

Vzhladom k linearite ()) staci, ak bude nerovnost (9) splnena pre
Cisté stratégie hry

y€{(1,0,...,0)7,(0,1,...,0)7,...,(0,0,...,1)7}
Pre x* € (X') dostavame z (9) systém rovnic
viT <x*TA, x*T1=1, x*>0 (10)

Stefan Pesko Maticové hry



Veta 3.2 — pokracovanie

Podobne pre [ubovolné pevné y* € ()) definujeme funkciu
g(x) = xTAy*, ktora je kladna, spojita na kompaktnej mnozine
(X). Podl'a Weirstrassovej vety f(y) nadobida na mnozine (X)
maximum, t.j. Iw > 0, ze
w > xAy*  Vx € (X) (11)
Opét staci, aby nerovnost (11) bola splnena pre Cisté stratégie hry
x € {(1,0,...,0)7,(0,1,...,0)7,...,(0,0,...,1)7}

Pre y* € () dostavame z (11) systém rovnic

wl>Ay*, y*'1=1, y*>0 (12)
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Veta 3.2 — dokoncenie

Po zavedeni novych vektorov p = % aq= yW dostavame dvojice
symetrickych dualne zdruZenych dloh LP:

min{p’1: pTA>1, p>0}, (13)
max{q'1: Aq <1, q>0}, (14)

ktoré maji pripustné riesenia. Vzhladom na kladné prvky matice A

méame i optimalne riesenia so spolo¢nou hodnotou cielovych funkcii
1_ 1

v w’
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Priklad 3.4
Maticovd hra Hp

nem3 Cistl stratégiu.
Ked ku kazdému prvku matice pripo€&itame 2 dostaneme maticovii
hru urend maticou kladnych Cisel

_(3 31
s=(384):

Podl'a lemy 3.1 ma hra (H,) t0 istd rovnovaznu stratégiu ako hra
(Hp). Z konstruktivneho dékazu zakladnej vety vieme, Ze stadi riesi
jednu z duélne zdruzenych aloh (13) alebo (14) napr.

maxqo = g1 + g2 + g3
3Q1+%+q3 <1
2g1 +6qg2 +4g3 <1
91, G2,93 > 0
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Priklad 3.4 — pokracovanie

|

Uloha mé optimalne riesenie q* = (

i )7, Z podmienok
komplementarity symetrickych aloh ( 1

0, 15
3) a (14)

— o

q1(3p1 +2p2—1)=0
P1
qz(E +6p,—1) =0
q3(pr+4p2—1) =0
dostaneme aj optimalne riesenie p* = (%, %)T Spoloéna hodnota
cielovych funkcii je g9 = % = % Vynasobenim w - g*, w - p* tak
mame zmiesané stratégie oboch hracov

(ol =G3)

= — — X = _, = .

y 47 74 272
Cena hry (Hp) je 3 —2= 1.
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Analytické rieSenie maticovej hry 2 x 2
Nech H, nemd Cistii stratégiu a

a a
A— 1412
a ax»
Rovnovaznu stratégiu 1. hraca dostaneme, po substiticii

x* = p - v v primarnej Glohe (13) t.j. vynasobeni nerovnosti
premennou v, riesenim alohy LP:

max v
X1a11 + Xeao1 = v,
X1812 + Xpaxn = v,
x1+x =1,

X1, X2 Z 0.
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Analytické riesenie maticovej hry 2 x 2

Aspon jedna z nerovnosti (16) a (17) bude splnend v tvare rovnosti
a tak spolu s (18) lahko vypoéitame x* a v*.

o — ax —an o a1 — a1

1= v 72T ’
a11 +ax —aip — any a1 +ax» —aip — a1

S det(A)

ai] +axp —app — an

Ak by nebolo 0 < x{ < 1,0 < x3 <1 potom by mal 1. hrac ¢ista
stratégiu. Z komplemetarity dudlne zdruzenych aloh (13) a (14)
mame po substiticii y* = q - v rovnost

anyr + a1 (1l —y1) = aziy1 +an(l — ),
odkial vypoc&itame rovnovaznu stratégiu 2. hraca

v = a1 — azi yE = a2 — a2
1 — y J2 .
a1 +ax —ap —an a1 +ax» —ap —an
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Graficka met6da riesenia maticovej hry 2 x n
Uvazujme maticovi hru Hy

A= dil1 4d12 ... din
azr a»p ... ap
1. hra€ ma dve Cisté stratégie X = {1,2} a preto jeho zmiesané
stratégie mdzeme pisat v tvare

(X)={(o,1 —a): a€(0,1)}.

2. hra€ ma n—_istych stratégii ) = {1,2,...,n}.

Z konstruktivneho dékazu Von Neumannovej vety 3.2 uz vieme, Ze
na ziskanie rovnovaznej stratégie 1. hraca staci riesit LP dlohu kde
maximalizuje svoju vyhru v.

max v
ajj-atay-(1—-a)>v Yje),
0<a<l.
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Graficka met6da riesenia maticovej hry 2 x n
Oznacme
gi(@) =aij-a+ay-(1-a)

linearnu funkciu definovana na (0,1). Zmiesana stratégiu 1. hraca
x* € (X) dostaneme zo vztahu

% .
X = ar max min gjl«).
gae<o,1> jeygj( )

To ale znamena, ze x* mézeme hladat graficky tak, ze definujeme
konvexnt, po €astiach linearnu funkciu

h(a) = jrgijr; gj(a)

a tak
h(a®) = h
(a7) = max h(a)
je cena hry s x* = (a*,1 — o).
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Graficka met6da riesenia maticovej hry 2 x n
Z podmienky komplementarity dualne zdruZzenych aloh LP plati pre
rovnovaznu zmiesan( stratégiu 2. hraca

*
> ayyf =v,
Jjey

%
E agjyj =V,

JjeY

* *
Yi Ty = 1,
YinYs 20,

kde
y*:(0,...,yj’;,O,...,O,yj*;,...,O)E(y)

pricom indexy ji1,j» sa volia tak, aby platilo

* * * *
ayj; Xy T azj Xy = aipXxp +azpXp = V.
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Priklad 3.5

Najdite rovnovaznu zmieSana stratégie maticovej hry Hy

(3 31
(28 4)

Figure: gi(a) =3a+2(1 —a),g(a) =5 +6(1 — ), g3(e) = a+ 41 — o).

Stefan Pesko Maticové hry



Priklad 3.5 — pokracovanie
Dostali sme po Eastiach lineadrnu funkciu

11
h(a) = min{a + 2, —mat 6,-3a+4}, a€(0,1)

~—
I
3
o
x
o
A
Q
IN
—
>
—_
Q
~
I
N1

s maximalnou hodnotou v = h(a*) = h(}
a mame rovnovaznu stratégiu 1. hraca x*

Nakolko je x*TA = (3, 14—3, 2) zvolime j1 =1, = 3 tj.
y* = (¥1,0,y5). Z podmienok komplementarity dostavame systém
linedrnych rovnic

5
3 * * — -,
M + y3 2
)/1* + )/?T =1,
ktorého riesenie y* = (%,07 %) je rovnovaznou stratégiou 2. hraca.
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Brownova metéda fiktivnej hry — 1950

je zaloZzend na postupnom uceni hraCov hranim opakovanych partii
hry Ha ked nevedia vypocitat svoje rovnovazne zmieSané stratégie.

Hraci v kazdom tahu predpokladaji, Ze protihrac zvoli zmieSani
stratégiu, ktord je ur€end pravdepodobnostami (frekvenciami)
vyskytu Cistych stratégii v predchadzajacich tahoch hry, pricom
volia tie Cisté stratégie, ktoré im garantuji najlepsi vysledok.
Fiktivna hra ma potencionalne nekonecne vela tahov.

V zakladnej verzii hry sa predpoklada, ze hraci v kazdom tahu
sGCasne zverejnia svoje Cisté stratégie. V modifikovanej verzii
2. hrac reaguje svojim tahom az po zverejneni tahu 1. hraca.
To mozno interpretovat ako istl neddveru 2. hraca k posledne;
stratégii 1. hraca.
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Metoda fiktivnej hry — zakladna verzia

Predpokladajme, Za sa hra uz k-krat opakovala, 1. hrac zvolil Cisté
stratégie ip,..., ik € X a 2. hrac Cisté stratégie j1,...,jk € V.

V (k + 1) tahu obaja hraci predpokladaji, ze protihrac zvoli svoju
Cista stratégiu na zéklade frekvencie vol'by Cistych stratégii, ¢o
vedie z hladiska 1. resp. 2. hraca k priemernym vyplatam

1 & 1<
kszzlaijs resp. k;a,’sj.

1. hra¢ maximalizuje o€akavana vyhru zatial ¢o 2. hrac
minimalizuje oakavant prehru a tak volia ix11 € &, jk11 € V-

k k
D i = %%Zau = k- w(k), (20)
s=1 s=1

k k
D i = min > aij = k- va(k). (21)
s=1 s=1
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Metoda fiktivnej hry — zakladna verzia
Skutocna vyplata sa po (k + 1) tahu rovna a;,;, ., a priemerna

vyplata
k+1

. 1
vi(k) = 1 Za,-sjs,

s=1
ktora sa pri volbe stratégii nevyuziva.
Poznamenajme, ze v zékladnej verzii hry mozno volit Cisté stratégie
lubovolne.
Nech (x(k),y(k)) je zmieSana stratégia hry, kde xi(k) - y;(k) je
rovné relativnej frekvencie vyskytu stratégie (i,j) € X x Y
po k tahoch hry a nech v je cena hry. Potom mozno dokazat, ze
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Metéda fiktivnej hry
Ak by pre nejaké ki a ko platilo

vi(ki) = va(ka) = v,

potom by (x(k1),y(k2)) € (X) x (¥) boli rovnovazne zmieSané
stratégie hry. Naviac mozno dokazat, ze

lim vi(k) = lim w(k) =v.

k—00 k—o00

Rychlost konvergencie je vsak mala, mozno ju odhadnat
v (k) — va(k) = o<k*7n+;72).

Vyznam metddy je i tak znacny, lebo je jednoducha a odraza
ziskavanie skisenosti hra€mi pri mnohonasobnom opakovani
konfliktnej situacie.
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Priklad 3.6
Mame maticu hry Hp

[N S

A:@ i)

Hraci moézu zacat hrat fiktivnu hru z lubovolnych Eistych stratégii.
Nech obaja hraci zverejnia v 1. tahu svoje Cisté stratégie (1,1).

V 2. tahu nastava nasledujica rozhodovacia situacia: 1.hrac pozna
volbu 2. hraca, 1. stlpec matice, s moznymi vyhrami (3,2)7 a
preto svoju maximalnu vyhru 3 dosiahne volbou svojej Cistej
stratégie / = 1. Aj 2. hra¢ pozna volbu 1. hraca z 1. tahu, prvy
riadok maticovej hry, s moznymi prehrami (3, %, 1) a preto svoju
minimalnu prehru % dosiahne volbou svojej Cistej stratégie j = 2.
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Priklad 3.6 v dalsich tahoch

Partia volba volba kumulovani vyhra kumulovana prehra

(tah) i j 1.hraca (20) 2.hraga (21)
1. 1 1 (327 (3,/5}1)
2 1 2 (%,8])7 (6,/11],2)
3 2 2 (4,[14])7 (8,7,[6))
4 2 3 (5,[18])7 (10,13,[10])
5 2 3 (6,[22))7 (12],19,14)

Table: Priebeh fiktivnej hry

Ak by sme ukondili fiktivnu hru v 5-tom tahu, dostali by sme z
poletnosti volieb Cistych statégii nasledujice odhady rovnovaznych
stratégii a ceny hry

2 3 122 12 22
_ (2 (.2 =2 Loy
)= (53) ¥ =(555) 7 v<s
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Linedrne programovanie v maticovych hrach

Konstruktivny dékaz Von Neumannova zakladnej vety maticovych
hier (veta 3.2) dava navod, ako pomocou LP efektivne hladat
zmie$an( rovnovaznu stratégiu maticovej hry.

Najskér dokazeme pomocné tvrdenie o hrach s kosymetrickou
maticou A t.j. maticou s vlastnostou AT = —A.

Lema 3.2
V maticovej hre s kosymetrickou maticou hry maji obaja hraci tie
isté rovnovazne stratégie a nulovi cenu zmiesaného rozsirenia hry.

Hra Ha je hra s kosymetrickou maticou. Potom je (#H,) symetricka
hra s vyplatnou funkciou

M(x,y) =xTAy = —xTATy = —yTAx = —M(y, x).

Z vety 2.2 o symetrickych hrach dostavame tvrdenie.
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Priklad 3.7

Najdite rovnovaznu stratégiu a cenu maticovej hry (Ha)

Zo zékladnej vety vieme, Ze rovnovaznu stratégia 1. hraca

x* = (x{,x3,x3) moézeme hladat ako riesenie

max v
—2x0+x3 >V
2x1 — 2x3 >v
—Xx1+2x >v
X1+ X2+ X3 =

X1, X2,x3 > 0
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Priklad 3.7 — pokracovanie

Podobne pre 2. hraca hladame y* = (y5, y5, y3) a tak stadi riesit

min w

IN

2y2 — y3
—2y1 —2y3 <
y1—2y
Nty +ys =
yi,y2,y3 > 0

IA A
T T =

Po substiticii, w = —v,x = y zistujeme, Ze sa jedna o ti istl

optimalizaénd Glohu s nulovymi hodnotami cielovych funkcii. Takze

mame nulovi cenu zmieSaného rozsirenia hry a zhodné rovnovazne
dgie x* —y* — (2 1 2

stratégie x* = y* = (5, £ 5).
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Pri skimani maticovych hier sa staci obmedzit na symetrické
maticové hry.

Veta 3.3

Ku kazdej hre (Hp) existuje hra (Ha) s kosymetrickou maticou A
pricom obe hry si ekvivalentné v tom zmysle, Ze rovnovaznu
stratégiu jednej hry mozno ziskat z rovnovaznej stratégie druhej hry
elementdrnymi operaciami.

(=) Uvazujme maticova hru (Hp) s maticou B typu m x n. Nech
u=(x1,x2,...,Xm Y1, ¥2,--,¥n,Z) j€ rovnovazna stratégia hry
(Ha) s maticou

M B -I
A= -BT N J
I —-J o

kde M, N st nulové matice typu m x m,n x n a I, J s matice
jednotiek typu m x 1,n x 1. PretoZze matica A je kosymetricka je
cena hry nulova.
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Veta 3.3 — pokracovanie dékazu
1. hra€ nembdze ziskat, ak zahra svoju Cisti stratégiu proti

rovnovaznej stratégii 2. hraca, a tak Au = —uTA<0.
Rozpisanim u’” A > 0 a rozdelenia u stratégii () mame
- Z b,-jyj +z>0

j
Zb,jX,’—ZZO
i
_ZXI+Z)/jZO
i J
Exi+2)/j+221
i J

Oznaéme t = ijj ax = ?,yf = %, v = %. Po vydeleni rovnic
t > 0 dostavame vztahy pre rovnovaznu stratégiu (x*,y*) hry (Hp).
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Veta 3.3 — dokoncenie dékazu
(«<=) Nech naopak (x*,y*) st rovnovazne zmiesané stratégie (H,)
s cenou hry v t.j. vyhovujd nerovnostiam

E ajy; <v
J
E ajxi > v
i

1

Polozime t = v 2=tV xp=tex, y = t-yj* a po
vynasobeni nerovnosti mame

> by <z
J

Zb,-jx,-zz
i

a vidime, ze (X1, X2, ..., Xm, Y1, Y2, - - -, ¥n, Zt) j€ rovnovazna
stratégia (Hp).
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Priklad 3.8

Prirad'te k maticovej hre (Hg) ekvivalentni symetrickd maticovii

hru (Ha) .
2 -5 0
2
IB3_(1 3>'

Hra (#g) mé rovnovazne stratégie hracov x* = (3, 3) a
y* =(3,0,3) a cenu hry v = 3. Ekvivalenta symetricka hra (H,)
o 0 2 -1 0 -1
0 0 1 5 3 -1
-2 -1 0 0 0 1
A =
5 0 0 0 1
0 -3 0 0 0 1
1 1 -1 -1 -1 O

mé podla vety 3.3 rovnovaznu stratégiu

(11 3 1 3)_ 1
7714771477 24 v

z=t-v, xi=t-x, yj=ty.

Stefan Pesko Maticové hry



Veta 3.4
Ak existuje Cislo z > 0 také, Ze u = (x,y, z) je rovnovazna
stratégia zmieSaného rozsirenia maticovej hry Hpy

M —AT ¢
B= A N —b
—cT b’ 0

)
kde M, N si nulové matice typu m x m,n X n. potom dvojice
dudlne zdruzenych dloh LP:

max{c"x: Ax <b, x>0} (22)
min{b’y: ATy>c, y>0} (23)

majii optiméalne rieSenie a naopak (ohodnotené z > 0). Ak si X'y’
optimélne riesenia dloh (22) a (23) platix =x'-zy =y - z.
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Priklad 3.8 — pokracovanie

Zistili sme, Ze maticova hra Hp ma rovnovaznu zmiesani stratégiu

T_(113 4513 ; ;
u' = (7, 721200 12> 7) s kosymetrickou maticou B.

Dvojice prislusnych duélne zdruzenych aloh LP
max{ch : Ax >b, x>0}

min{fbTy: ATy<c, y>0}

s maticami

-1 -1
(T 5) e (1) e[
0 -3 -1

ma optimalne riedenia x' = (%, %) ay = (%,0, %) pretoze

z= % > 0,x' =x/z,y’ =y/z. Lahko totiz overime, ze plati
ATy >¢, AX <b, c"x' =bTy".
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Dominancia v maticovych hrach

Nektoré Cisté stratégie mézu byt tak nevyhodné, ze ich inteligentny
hrag nebude volit ani ako zlozku zmieSanej stratégie. Mézeme ich
vyltéit z maticovej hry prislusnou redukciou matice.

Hovorime, ze vektor b = (b1, by, ..., by) je ostro dominovany
vektorom a = (a1, a2, ..., a,) resp. vektor a ostro dominuje

vektor b, ak pre vsetky j € {1,...,n} je

aj > bj.
Rozsirenim vektora ¢ = (c1, ¢z, ..., ¢p) na k-tom mieste
rozumieme vektor
k
C[ ] — (Cla (0 P Ckflyoa Cks Ck+1,- - °7Cn)
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Priklad 3.9

4 5 3 6 3
A=| -1 4 2 50
7 4856

1. hrac€ nikdy nezvoli stratégiu 2, druhy riadok matice A je ostro
dominovany 1. riadkom - vyskrtneme 2.riadok a dostaneme maticu

5
A 4 5 3 6 3 '
7 4 8 5 6
V hre M,/ zas 2. hra& nezvoli stratégiu 1 pretoze 1. stlpec ostro

dominuje 5. stipec, ale ani stratégiu 4 pretoze 4. stipec ostro
dominuje 2. stlpec. Po ich vynechani dostavame hru s maticou

A//: 5 % 3
4 8 6

s riesenm x” = (3,3) ay” = (3,0,1) s cenou hry v/ = 3. Hra
Haméax=(3,03)ay=1(0,300%)
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Veta 3.5

Nech je i-ty riadok maticovej hry H, ostro dominovany konvexnou
kombinaciou ostatnych riadkov. Ak tento riadok vynechdme mame
maticovil hru Hp s redukovanou maticou. Potom ceny zmiesanych
rozsireni oboch hier sii rovnaké a rovnovazna stratégia 1. hraca

v hre Hp je rozsirenim rovnovaznej stratégie 1. hraca hry Hp.

Nech a; oznauje k-ty riadok matice A typu m X n a nech
i€{l,...,m} je vybrany riadok ostro dominovany konvexnou
kombinaciou ostatnych riadkov t.j. IAx >0 Vk € {1,...,m} —{i}

m m
Z )\kak, Z )\k =1. (24)
k=1,k#i k=1k#i
Nech (XB,yB) je rovnovazna zmiesana stratégia hry Hp s cenou hry

vi. Nech b/ oznacuje j-ty stipec matice B.
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Veta 3.5 — pokracovanie

Zo zakladnej vety 3.2 dostaneme pre hru Hp, ze
Vke{l,...,i—=1,i+1,....m}Vje{l,...,n}

akys < vg, (25)
xg b/ > vg. (26)

Z definicie (24) ostro dominovaného riadku / matice A a (25)
dostaneme

m m
aiyp < ( Z Akak) - ye < v Z Ak = VB. (27)
k=1,ki k=1,k£i
Nerovnost (26) moézeme prepisat XI[B!]Taj > v, kde @/ je j-ty riadok
matice A. Z vety o komlementarite dualne zdruzenych dloh LP
dostavame, ze x, = x][B';] a ya = ys. A tak aj ceny oboch hier si
rovnakeé.
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Priklad 3.10

Ndjdite redukovani maticu v maticovej hre Hy s maticou
3 65
A=1]13 1 2
6 0 3

Ak v matici A vynasobime 1. riadok % a 3. riadok % t.J. zvolime
A= % a3 = % dostaneme maticu

O R N
N N wlo

1
3
4

a vidime, ze 2. riadok je ostro dominovany sa¢tom 1. a 3. riadku.
To teda znamena, ze 2. riadok matice A mbzeme vynechat a

dostaneme maticu
B— 3 6 5
~\6 0 3 )
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