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V dalsom vyklade sa obmedzime na také hry dvoch hracov Ho,

v ktorych si priestory stratégii hracov nekonecné mnoziny.
Takyto pristup je vyhodny aj v pripadoch ak st v kone¢nych hrach
mnoziny stratégii prilis pocetné. Pripadmi nekoneénych hier, ked je
jedna z mnozin stratégii kone¢na, sa nebudeme zaoberat.

Teéria nekoneénych antagonistickych hier nie je vybudovana tak

systematicky ako tedria maticovych hier, pretoze X, ) aj M(x,y)
mdzu mat rézne matematické vlastnosti.
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Priklad 4.1

Hl'addme rovnovaznu stratégiu symetrickej hry

Ho = (Q=1{1,2},{1,2,...1,{L1,2,...}, (i — 2)* — (i — 2)*).

M(i,j) 1 2 3 4 min
1 0 -1 0 3 -1
2 1 0 1 4 0
3 0 -1 0 3 -1
4 -3 -4 3 0 —4
5 -8 -9 -8 -5 -9
max 1 0 3 4 ... 0|0

Hra Ho ma jednu Cistd rovnovaznu stratégiu (2,2) s cenou hry 0.
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Priklad 4.2

Hl'adame rovnovadznu stratégiu symetrickej hry

Ho = (Q={1,2},{1,2,...},{1,2,... },sign(i — j)).

M(i,j) 1 3 4 min
1 0 -1 -1 -1 -1
2 1 -1 -1 -1
3 1 1 0 -1 -1
4 1 1 1 0 -1
max 1 1 1 1 1]-1

Podla pravidla minmax, nema hra Hg €istl rovnovaznu stratégiu.
Vysledok neprekvapuje, riesenim by opat mohlo byt zmiesané
rozSirenie hry ako v maticovych hrach.
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Definicia 4.1
Nech X, ) si nekoneéné spocitatelné mnoziny. Hru

(HO) :(Q = {1a2}7 (X)’ (y)v M(X7Y))v
(X) = {x:> x=1,x>0},

iex

V)=A{y:> y=1y>0},

JjeY
nazveme zmieSanym rozsirenim hry
Ho = (Q = {172}aX>ya M(’v./))a

kde pre (x,y) € (X) x (J) je stredna vyplata

M(x,y) = ZZXI - MC(ij) - ;.

ieX jey
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Priklad 4.2 — pokracovanie
Hl'adajme rovnovaznu zmiesani stratégiu hry

(HO) = (Q = {172}’ (‘X)v (y)> M(Xa Y) = szi'Sig”(i_j)')/j)'

i=1 j=1

Hra je symetricka, (V) = (X) = {x: > 72y x; =1,x > 0}. Ak ma
podla vety 2.2 rovnovaznu stratégiu je (x*,x*) s cenou hry 0. Ak
by zvolil 2. hra¢ svoju lubovolni Eistl stratégiu, potom je

0 < M(x*,(0,...,0,1,0, Zx + Zx

i=n+1

Ale hra nema rovnovaznu zmie§anﬂ stratégiu lebo neexistuje
konvergentna postupnost {x;}7°; pre ktori by platilo:

ix,-*zl, x> Zx < Z X
i=1

i=n+1
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Priklad 4.2 ukazal, ze neplati analdgia zakladne] vety maticovych
hier. Neexistuje racionalny navod na jednanie dvoch inteligentnych
hracov hrajacich tato hru: Dvaja hraci volia nezavisle [ubovolné

prirodzené Cislo. Kto zvoli v3&sie Cislo vyhra 1 a pri zhode 0.

Problémy vznikaji uz pri zmieSanom rozsireni nekonecnej maticove;j
hry. Dvojity rad, ako vyplatna funkcia, nemusi pre lubovolné
M(i,j) konvergovat. Ak aj M(x,y) existuje, mdzu vznikat kuriézne
spojito-diskrétne rozlozenia so zavislymi zlozkami, ktoré nevieme
stochasticky realizovat.

Vychodiskom je obmedzit sa na také priestory stratégii, aby bolo
mozné realizovat ziskané Cisté rovnovazne stratégie. Existenéné
vety pre rovnovazne stratégie spravidla vyzaduji kompaktnost
mnozin X a ) a sedlovost vyplatnej funkcie M(x, y) t.j.
konkavnost v premennej x (stratégii 1. hraca) a konvexnost v
premennej y (stratégii 2. hraca).
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Veta 4.1
Nech je
HO = (Q = {172}7‘)(73)7 M(Xa)/))

hra, kde si X C E, a Y C E,, kompaktné konvexné mnoZiny a
M(x,y) je spojita funkcia na X x Y a je pre kazdé y € ) konkavna
v premennej x a pre kazdé x € X konvexna v premennej y. Potom
ma Hg aspon jednu rovnovaznu stratégiu.

Zakladna veta maticovych hier 3.2 je sice Specidlnym pripadom vety

4.1, ale jej dokaz neposkytuje vhodni metédu pre vyhladavanie
rovnovaznych stratégii Hp.
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Priklad 4.3 — Ceny a vyrobny program
Ustredie firmy urcuje cenu vyrobkov. Vyroba musi respektovat
obmedzenia planu pri znamych nakladoch a zdrojoch surovin
vyroby. Treba urCit taki obchodni politiku firmy t.j. ceny a
mnoZstva vyrobkov, ktora respektuje moznosti odbytu, pokrytie
nakladov a produkciu aspon garantovaného zisku firmy.
OznaCme

e n - pocet vyrobkov,

e m - pocet surovin,

e b; - kapacitné obmedzenie i-tej suroviny,

® ajj - mnoZstvo i-tej suroviny na vyroby j-tého vyrobku,

e ¢; - jednotkova cena j-tého vyrobku,

e h; - maximalna predejna cena j-tého vyrobku,

e zMM" - pozadovany garantovany zisk firmy,

o fo“i" - zname minimalne mnozstvo j-tého vyrobku,

e xj - hladané vyprodukované mnozstvo j-tého vyrobku,

e yj - hladana velkoobchodna cena j-tého vyrobku.
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Priklad 4.3 — pokraCovanie
Obmedzenia vyroby vytvaraja priestor stratégii 1. hraca

X = {X: (XI,X27---7Xn)ZAX§ b,Xmein}'

Hl'adaja sa ceny vyrobkov urcené astredim firmy y = (y1,...,yn)
stratégia 2. hraca. Ceny vyrobkov musia pokryt vyrobné naklady

y > c, respektovat schopnost odbytu y < h, vyprodukovat aspon
garantovany zisk zmin pri splneni ocakavanej objednavky x™" € X
ty. (y — c)Txmi" > 7™ Tieto podmienky sa daji zhrnit do tvaru
Dy > d a mame priestor stratégii 2. hraca

Y=A{y=01y...,yn) : Dy > d}.
Dostdvame antagonistickd hru
Ho = (Q={1,2},X, Y, M(x,y) = (y - ¢) x).

Vyplatna funkcia je ostro konkavna v x a ostro konvexna v y a tak
podla vety 4.1 ma hra rovnovaznu stratégiu (x*, y*
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Definicia 4.2
Nech M(x,y) je vyplatna funkcia hry Hg z vety 4.1. Potom

o(x) =min M(x,y) Vx € X, (5)
yey

nazveme Gzlabinovou funkciou M(x,y) a
P(y) = maxM(x,y) Yy €, (6)
xXeX
nazveme hrebenovou funkciou M(x, y).

Uzlabinova funkcia dava zarugend vyhry 1. hraca a hrebefiova
funkcia zaruéen vyhry 2. hraca pri volbe prislusnych stratégii.
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Priklad 4.4

Hl'adajme rovnovaznu stratégiu hry
Ho = (Q = {172}7 <0?1>7 <071>7X+Xy _Y+y2)

pomocou izlabinovej ¢(x) aj hreberiovej V(y) funkcie.

Vyplatna funkcia M(x,y) = x +xy — y + y? a pre Vx 6 je
o(x) = minye(0,1) M(x,y) = min { (x,0), M(x,1), M(x, }
Potom zaruCena vyhra 1. hraca bude
—x?>+6x—1
P(x") max, ¢(x) max, 2 (1)

Pre Yy € (0,1) je
¥(y) = maxxex M(x,y) = max {M(O,y), M(1,y), M(1 + y,y)}-
Potom zaru€ena vyhra 2. hraca bude

*\ . 2\ _
Yy )—ygg;)rjl){lﬂ }=1=1(0).

A tak ma hra Ho rovnovaznu stratégiu (1,0) a cenu hry 1.
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Priklad 4.5

Hl'adajme rovnovaznu stratégiu symetrickej hry
Ho = (Q = {1,2},(0,1),(0,1), (x — y)?)

pomocou Gzlabinovej ¢(x).
Uzlabinova funkcia je definovanna pre Vx € (0,1) takto:

o(x) = ,min, M(x,y)
= min{M(x,0) = x>, M(x,1) = (x — 1)?, M(x, x) = 0}
=0
Potom dostavame

x* = arg Xerggﬁ>¢(x) =0¢€(0,1)

a stratégia druhého hraca je y* = x* = §. Ak v3ak zvolime napr.
0 =1, stratégia (x*,y*) = (1,1), nie je rovnovazna stratégia, pre
Vx € (0,1) neplati M(x,y*) = (x — 1)2<0 = M(x*, y*).

Hra Ho nema rovnovaznu stratégiu!
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Veta 4.2 — (maxmin)

Nech si ¢(x) a ¢(y) dazlabinova a hreberiova funkcia vyplatnej
funkcie M(x,y) hry Ho z vety 4.1. Nech existuji extrémy

maxyex ¢(x) @ minycy ¥(y). Rovnost

max ¢(x) = min 4 (y) (7)

xeX yey

plati prave vtedy, ked v hre Hy existuje rovnovizna stratégia.
Spolo¢na hodnota extrémov (7) je potom cenou hry.

(=) Ukazeme ako z existencie rovnovaznej stratégie vyplyva
rovnost extrémov (7). Z definicie Gzlabinovej funkcie (5) mame

a teda

takze

Wx € XYy €V ¢(x) < M(x,y) (8)
max ¢(x) < max M(x,y) = ()
max ¢(x) < min U(y). (9)
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Veta 4.2 — pokracovanie
Ak je (x*,y™) rovnovazna stratégia Ho, potom pre Vx € X Vy € Y

P(y*) = max M(x,y*) < M(x",y*) < min M(x*, y) = ¢(x")

xeX yey
mig (y) < M(x",y") < max6(x) (10)

Z (9) a (10) mame maxxcx ¢(x) = v = min,cy Y(y).

(<) Predpokladajme existenciu extrémov funkcii ¢(x), ¥ (y)
r r_ . .
X' = argmaxé(x), y' = arg miny(y)
Potom pre Vx € X Vy € ) plati
M(x,y") < M(x',y") = M(arg max M(x,y'),y")
Xe

M(x',y) > M(X',y") = M(X',arg mi;} M(x',y))
ye

a tak z rovnosti (7) plynjg,.28.(x", y\LJg.rounQyazna, stratégia hry.



Gradientna metéda
hl'ada sedlovy bod funkcie M(x,y) v iteraénych krokoch:

Vyjde sa z nejakej stratégie hry x(0) € X, y(0) € V) a konstruuje sa
postupnost {x(t),y(t)}N ., kde

OM(x(t), y(t))

x(t)—I—pT ak X(t—|—1)€X
x(t+1)= (11)

arg min Ix(t+1) —x|  akinak

y(t) — p@l\/l(x(;})/,y(t)) ak y(t+1)e X
y(t+1) = (12)

arg min ly(t+1)—y| akinak

Dlzka iteracéného kroku p je vopred dana, p > 0, pripadne sa
v iteraciach zmensuje. Pocet krokov metédy N je bud fixovany
alebo urceny nejakym kritériom napr. danej € presnosti vypoctu.
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Priklad 4.6

Sformulujme iteracné kroky gradientnej metédy pre hru

Ho = (Q = {1,2}, <0,1>2, (0,1),3x —i—xl —i—xz—xz y+y +x1y).

Krok 0: x1(0) = x2(0) = y(0) =0 a p = 0.01.
Krok t+1: t=0,1,..., N—1
(t)

{ x(t +p(3+2><1( )+ y(t) akx(t+1)€ <0 1)
(t+1)=4¢ 1 ak xi(t+1) >
0 ak x1(t+1) <0

ak Xz(t—l-l) >1
ak xo(t+1) <0

{ y(t) — p(—=1+3y(t)* +x(t)) ak y(t+1) € (0,1)
(t+1)

{ x2(t) + p(1 — 2x2(t)) ak xo(t+1) € (0,1)
x(t+1)=4q1

1 ak y(t+1)>1
0 ak y(t+1) <0
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Definicia 4.3
Polyedrickou hrou nazveme hru

%P: (Q:{172}7X7y7xTPy) (13)
s priestormi stratégii

X ={x € Ep :Bx <b,x> 0}, (14)
Y={y€E,:Dy>dy2=>0}, (15)

kde typ matic P,B,ID je m x n,mg X m, mp X n, a mg, mp sl
[ubovolné.

Vyplatna funkcia M(x,y) je bilinedrna forma a X', ) st konvexné
polyedrické mnoziny.
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Rovnovazna stratégia plyedrickej hry
Uzlabinova funkcia plyedrickej hry Hp je

. T
X) =minx' P
o(x) min x" Py

Potom

x* = arg maxminx’ Py.
xeX ye)y

Hodnota azlabinovej funkcie ¢(x) sa vypocita ako optimalne
rieSenie alohy LP

x Py — min, Dy >d, y > 0.
Duaélna tloha k tlohe (18) je aloha LP

d"z > max, D"z<P"x, z> 0.

Stefan Pesko Nekonecny antagonisticky konflikt

(18)

(19)



Rovnovazna stratégia plyedrickej hry — pokracovanie

Ak priddme k podmienkam dlohy (19) aj podmienku x € X
dostaneme dlohu LP

d"z 5 max, D'z—P'x<0, Bx<b, z>0, x>0 (20)
Obdobne mozno vyst z hrebenovej funkcie
¥(y) = maxx"Py, (21)
ktorej hodnota sa vypocita ako rieSenie Glohy LP
x"Py — max, Bx<b, x>0 (22)
a po prechode k dualnej tlohe a doplneni dostaneme dlohu LP

bTw — min, BTw—Py >0, Dy >d, w>0, y>0. (23)
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Priklad 4.3 — Ceny a vyrobny program (rieSenie)

T

Vyplatna funkcia ma tvar M(x,y) = (y — c) " x a priestory stratégii

X:{ern:Axgb,XZXmi”}
Y={ye€E,:Dy>d}

Pomocou substitiicie v=y —ca g =d — Dc upravime
Y={veE,:Dv>g,v>0}

Rovnovazny vyrobny program x* dostaneme riesenim alohy LP:
g’z 5 max, D'z—x<0, Ax<b, x>x™ z>0
Rovnovazne velkoobchodné ceny y* dostaneme riesenim alohy LP:
b'w — min, ATw—v >0, Dv>g, v>0, w>0

zo vztahu y* = v* —c.
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Priklad 4.4 — Stboj dvoch bojovych lietadiel
Lietadla si vyzbrojené po jednej rakete VZDUCH-VZDUCH.
Ulohou oboch protivnikov (hracov) je urcit vzdialenost pre
odpalenie rakety. Ak pilot ¢akd s odpdlenim rakety, zvacsuje
pravdepodobnost, Ze bude protivnikom zostreleny. Ak niektory hrac
vystreli a minie protivnikovo lietadlo, méze protivnik zaujat
vyhodni poziciu a s istotou zostrelit naozbrojeného siipera.
Vysledkom stboja je:

e 1, zostreleny protihrag,

e 0, obaja hraci mina alebo st zostreleni,

e -1, zostreleny hrac.
Oznaéme p(x) pravdepodobnost zasahu 2. hraca, ak vystreli 1.
hrac vo vzdialenosti x od 2. hraca a g(y) pravdepodobnost zasahu
1. hraca, ak vystreli 2. hrac vo vzdialenosti y od 1. hraca.

maximalny dostrel rakiet je jednotkovy. Potom p(x), g(y) st
nerastice funkcie na intervale (0,1) s vlastnostou p(0) = ¢(0) = 1.
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Priklad 4.4 — pokracovanie
Dostavame hru

Ho = (Q = {1,2}, X, ¥, M(x,y)),

kde X =) = (0,1) a stredndi hodnotu vyhry 1. hraca vypocitame:

1-p(x)+(=1)- (1 - p(x)) ak x >y
M(x,y) =9 1-p(x)-(1—q(y))+(-1)-q(y) - (1 - p(x)) akx=y
1-(1—q(y))+(-1)-q(y) ak x <y

Racionalnou stratégiu letcov je taka vzdialenosti lietadiel z ked
obaja letci si€asne vystrelia vo vzdialenosti uréenej rovnicou
p(z) + q(z) = 1. Lahko overime, ze M(z,z) = p(z) — q(z) je
cenou hry pri rovnovaznej stratégii (z,z) € X x Y v hre Hy.
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Priklad 4.5 — O trhoch (rieSenie prikladu 2.1)

Hladdme rovnovaznu stratégiu hry

Ho = (Q:{l,z},X,y,M(x y) Z alx+—|)—(ly + a; —i/ll)y i>’
i=1 ! ! !

n
X:{er,,:Zx,-:a,XZO}, yz{yGEniZ}/izb,YZO}-

i=1 i=1

Mozno oakavat, Ze racionalne rozdelenie zakazok bude
proporcionalne, a tak rovnovaznou stratégiou (x*,y*) € X x V:

« (S1-a S2-a $p-a « (S1-b s-b sp-b
X_ b AR ] ) y_ ) PR )
s s s s s s

kde s = >°7 ; s;i. Potom by bola cena hry Hg rovna

s-(a—b)'

MY) =%
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Priklad 4.5 — O trhoch (dokoncenie)
Najskor ukazeme, ze Vy € Y je M(x*,y*) < M(x*,y). Oznaéime

fly) =3~ *y ;= M(x",y)

o ST sy
Treba ukazat, Ze plati
M(x*,y*)=s- —b < f(y).
= min
Y a+b " yey

Funkcia f(y) je konvexna funkcia, pretoze je su¢tom n konvexnych
funkcii. Jej Lagrangian

F(y,A) = f(y) + 2D _yi— b)
i=1

ma minimum v y* a tak f(y*) =s- a+g

Analogicky sa dokaze pripad, ze Vx € X je M(x,y*) < M(x*;y*).

Stefan Pesko Nekonecny antagonisticky konflikt



