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Castejsie nez s antagonistickymi konfliktami sa stretavame s
konfliktami, v ktorych kazdy z inteligentnych G&astnikov sleduje
svoje zaujmy, ktoré si CiastoCne protichodné. Vnika moZnost
koordinacie volieb rozhodnuti s cielom dosiahnut obojstrannych
vyhod.

Hovorime o neantagonistickej hre

e nekooperativnej - ak nie je mozna dohoda medzi hracmi,

e kooperativnej s prenosnou vyhrou - ak je mozna dohoda
medzi hraCmi o stratégii aj prerozdeleni vyhry,

e kooperativnej s neprenosnou vyhrou - ak je mozna len
dohoda medzi hraémi o stratégii.

Najskor sa obmedzime len na neantagonistické hry s konecnymi
priestormi stratégii.
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Nentagonisticky konflikt dvoch hracov s koneénymi priestormi
stratégii modeluje dvojmaticova hra.

Definicia 5.1

Nech A, B st redlne matice m x n. Potom hru

Hap = (Q ={1,2}, X ={1,...,m}, Y ={1,...,n},a, b;),
(1)

ktorli mozno prehladne popisat jednou dvojmaticou

a1, b11; a2, b12; ... ain bin

ar1, bo1: ano,bon: ... as,. b
AB — 217- 1 22,. 22 2n>. 2n

aml, bml? am2, bm2; <+« dmn, bmn

nazyvame dvojmaticovou hrou.

O existencii rovnovaznych stratégii v dvojmaticovych hrach mézeme
rozhodn(t priamo prezerenim vsetkych mn moznych dvojic stratégii.
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Definicia 5.2

Stratégiu (i*,*) € X x Y hry Hap nazyvame rovnovaznou
stratégiou prave vtedy ked plati:

3jjx < Bjjx Vie X, (2)
bixj < bixj» Vj € ). (3)

Lahko sa overi, ze ak je (i*,/*) rovnovéazna stratégia hry Hp,
potom plati:

e aj«j« je najvacsi prvok v stlpci j* matice A:
djxjx = MaXpecx Akj*,

e bjxj~ je najvacsi prvok riadku /* matice B:
b,'*j* = MaXkex b,'*k.
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Priklad 5.1

Je rovnovizna stratégia dvojmaticovej hry Hap

“| 5
racionainou volbou oboch hracov?

Nech 1.hra¢ zvoli i* = 1 svoju rovnovaznu stratégiu a 2.hra¢ zvoli
J* = 2 tiez svoju rovnovaznu stratégiu. Vysledok je vsak najhorsi
mozny, pritom existuje moznost vyhodnejsej volby stratégie

(i",J") =(2,1).

Existencia viacerych roznych rovnovaznych stratégii hracov viedla

k nevhodnej volbe stratégie hry. Rovnovazna stratégia hry tu nie je
racionélna volba, je potrebna dohoda o stratégii.
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Len existencia viacerych rovnovaznych stratégii nemusi byt
problematicka.

Priklad 5.2

Je rovnovizna stratégia dvojmaticovej hry Hap

AB — 4,1, —9,-8
(s
racionainou volbou oboch hracov?

Hraci sa bez dohody zhodni na tej rovnovaznej stratégii hry Hap
(i*,7%) = (2,2), ktora je pre oboch vyhodna.
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Definicia 5.3
Nech je (i*,/*) rovnovazna stratégia v dvojmaticovej hre Hap
s vlastnostou:

ajjx > ajijr, (4)
bi<j > bjrjr, (5)

kde (i’,;') je lubovolna rovnovazna stratégia hry Hap.

Potom dvojicu (i*,;*) nazveme dominujiicou rovnovaznou
stratégiou hry.

Priklad 5.2 ukazal, ze ak je medzi rovnovaznymi stratégiami hry

jedina dominujica, je racionalnym navodom jednania hracov. Ak
vSak v hre existuje viacero dominujiicich rovnovaznych stratégii,

moze vzniknat opdt problém.
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Priklad 5.3 — Dve dominujlce rovnovazne stratégie

Je dominujica rovnovazna stratégia dvojmaticovej hry Hap

3,2, 1,2

AB = 1,1, 4,4 —4.3
; 1,-2; —-3,-3

racionélnou volbou oboch hrécov?

V tejto hre mame dve dvojice dominujicich rovnovaznych stratégii
(1,3) a (3,1). Pri nedostatku komunikacie medzi hra¢mi sa méze
stat Ze zvolia stratégie (1,1) alebo (3, 3) ktoré su pre oboch hracov
nepriaznivé. Pre racionalnu volbu je tu potrebna opat dohoda o
stratégii.

Aj tlto situaciu mozno vylucit nasledujicou poziadvkou na
rovnovazne stratégie.
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Definicia 5.4

Nech (i, j;) € Z st dvojice rovnovaznych stratégii hry H g, kde

Z=1xJ,1CX,JC)Y. Potom mnozinu Z dvojic rovnovaznych
stratégii nazveme zamennou siistavou, ak sa hodnoty vyplatnych
funkcii hracov nezmenia pri zamene stratégii t.j.

Z = {(i,Ji) + k € K, ajj: = mi, bjrje = m3} (6)

Priklad 5.4 — Zamenna sastava rovnovaznych stratégii

895 L2
AB = 1,1, 4,4, —-4.3

(89} 1,-2;

V hre Hup mame Z = {(1,1), (1,3), (3,1), (3,3)}.

Stefan Pesko Dvojmaticové hry



Poznamka

Rovnovazne stratégie davaju v dvojmaticovych hrach (ale tiez
v nekoneénych neantagonistickych nekooperativnych hrach)
racionalny navod jednania hracov ak

e v hre existuje jedind rovnovazna stratégia,
e v hre existuje jedind dominujiica rovnovazna stratégia,

e v hre vietky dominujiice stratégie trvoria zamenn( sistavu.
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Priklad 5.5 — Hra bez rovnovaznych stratégii
0,4, 2,3
AB = < 1,2; 0,4 >
Lahko sa presvedcime,ze ziadna z dvojic (1,1),(1,2),(2,1),(2,2)
nie je rovnovaznou stratégiou hry Hap.

Tento zaporny vysledok viak neprekvapuje ak si uvedomime, Ze pre
A = —B dostavame z dvojmaticovych hier Hap maticové hry Hj,,
v ktorych sme sa stretavali s hrami, bez Cistych rovnovaznych
stratégii.
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Ak zistime, ze dvojmaticovd hra neméa rovnovaznu stratégiu
mbézeme skimat zmieSané rozsirenie hry.

Definicia 5.5

Dvojmaticovi hru

(HAB) = (Q = {17 2}7 (X)? (y)’ Ml(xv y)? M2(Xa y))
s priestormi stratégii

(X)={x:x1+x+ - +xm=1x>0}
V) ={yn+y+-+ywm=1y>0}
s vyplatnymi funkciami
My (x,y) = x" Ay
Ma(x,y) = x" By

nazyvame zmiesanym rozsirenim dvojmaticovej hry urcenej

(10)
(11)

dvojmaticou AB a M (x,y), M2(x,y) oCakavané hodnoty vyhry.
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Veta 5.1. Nashova

V zmieSanych stratégiach ma kazda dvojmaticova hra H,p aspon
jednu rovnovaznu stratégiu (x*,y*) € (X) x () t.j. patia
nerovnosti:

xTAy*<x*TAy*  V¥x € (&) (12)
x*TBy <x*TBy* Vy € (). (13)

Poznamka

Zmiesana stratégia 1. hraca x* je najlepsia odpoved na zmiesana
stratégia 2. hraca y* prave ked kazda z Cistych stratégii 7, ktorym
priraduje nenulova pravdepodobnost x* > 0, je nejlepsia odpoved
nay*.
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Veta 5.2.
Nech A a B st matice typu m x n's kladnymi prvkami a nech
e’ =(1,1,...,1) fT=(1,1,...,1).
—_—— —_——

m n

Potom vektory p* # 0 a @* # 0 si rieSenim dlohy

F(p,q)=p " (A+B)q—e’p—f'q— max
zp.Aq<e, BTp<f
p.q>0

prave vtedy ked dvojica (x*,y*) = (ap*, bq*) je rovnovaznou
stratégiou hry (Hap) pricom
1 1

b= .
pr* eTq*
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Poznamka

Veta 5.2 pozaduje kladnost prvkov matic A a B, ¢o nie je na ujmu
véeobecnosti. Podobne ako v maticovych hrach mézeme
pripo€itanim kladnej konstanty k prvkom matic ziskat matice

s kladnymi prvkami so zachovanim rovnovaznych stratégii.

Funkcia F(p,q) nie je vzdy konkavna a tak nembdzeme pouzit vzdy
metddy kvadratického programovania. Mozno dokazat, ze plati
F(p*,q*) = 0.

Ma zmysel hladat rovnovaznu stratégiu, ak vieme, ze nie vzdy
existencia rovnovaznych stratégii zaru€uje racionalnu volbu hracov?

Nie je znama teéria, ktord by umoznila najst medzi vsetkymi

rovnovaznymi stratégiami jednu dominujicu pripadne rozhodla, ze
vsetky dominujice st zamenné.
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Priklad 5.6

Treba urcit zmiesané rovnovazne stratégie hry Hap
1,4; 3,1
AB = ( 2,2; 1,4 )
Budeme ich hl'adat rieSenim alohy QP:

F(p,q) = 5p1g1 +4p1g2 + 4p2g1 + 5p2g2 — p1 — p2 — g1 — g — max
zp.q1+302<1 2q+q@<1 q¢,q>0
dpr +2p2 <1, p1 +4p2 <1, p1,p2 >0

3

a dostaneme p* = (77, 177), 4% = (

Plati F(p*,q*) = 0.

wl
—

Jedno z hladanych rovnovaznych stratégii je (x*,y*) kde
273

x* =ap* = (2,3) ay* = bq* = (3, ). Nevieme, &i je jediné!
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Veta 5.3.

Ak ma dvojmaticova hra so Stvorcovymi maticami véetky zlozky
zmieSanej rovnovaznej stratégie kladné, potom ma len jednu
rovnovaznu stratégiu.

Priklad 5.6 — pokracovanie

Najdena zmieSana rovnovazna stratégia hry Huap so Svorcovymi
maticami A, B ma v3etky zlozky kladné

)= (551 5:3)

a preto je podla vety 5.3. jediné.
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Vezihovo dilema
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