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�astej²ie neº s antagonistickými kon�iktami sa stretávame s
kon�iktami, v ktorých kaºdý z inteligentných ú£astníkov sleduje
svoje záujmy, ktoré sú £iasto£ne protichodné. Vniká moºnos´
koordinácie volieb rozhodnutí s cie©om dosiahnu´ obojstranných
výhod.

Hovoríme o neantagonistickej hre

• nekooperatívnej - ak nie je moºná dohoda medzi hrá£mi,

• kooperatívnej s prenosnou výhrou - ak je moºná dohoda
medzi hrá£mi o stratégii aj prerozdelení výhry,

• kooperatívnej s neprenosnou výhrou - ak je moºná len
dohoda medzi hrá£mi o stratégii.

Najskôr sa obmedzíme len na neantagonistické hry s kone£nými
priestormi stratégií.
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Nentagonistický kon�ikt dvoch hrá£ov s kone£nými priestormi
stratégií modeluje dvojmaticová hra.

De�nícia 5.1
Nech A,B sú reálne matice m × n. Potom hru

HAB =
(
Q = {1, 2},X = {1, . . . ,m},Y = {1, . . . , n}, aij , bij

)
,
(1)

ktorú moºno preh©adne popísa´ jednou dvojmaticou

AB =


a11, b11; a12, b12; . . . a1n, b1n
a21, b21; a22, b22; . . . a2n, b2n

: : . . . :
am1, bm1; am2, bm2; . . . amn, bmn


nazývame dvojmaticovou hrou.

O existencii rovnováºnych stratégií v dvojmaticových hrách môºeme
rozhodnú´ priamo prezerením v²etkých mn moºných dvojíc stratégií.
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De�nícia 5.2
Stratégiu (i∗, j∗) ∈ X × Y hry HAB nazývame rovnováºnou

stratégiou práve vtedy ke¤ platí:

aij∗ ≤ ai∗j∗ ∀i ∈ X , (2)

bi∗j ≤ bi∗j∗ ∀j ∈ Y. (3)

�ahko sa overí, ºe ak je (i∗, j∗) rovnováºna stratégia hry HAB,
potom platí:

• ai∗j∗ je najvä£²í prvok v st¨pci j∗ matice A:
ai∗j∗ = maxk∈X akj∗ ,

• bi∗j∗ je najvä£²í prvok riadku i∗ matice B:
bi∗j∗ = maxk∈X bi∗k .
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Príklad 5.1
Je rovnováºna stratégia dvojmaticovej hry HAB

AB =

(
4,1 ; −9,−8
3, 4; -4,5

)

racionálnou vo©bou oboch hrá£ov?

Nech 1.hrá£ zvolí i∗ = 1 svoju rovnováºnu stratégiu a 2.hrá£ zvolí
j∗ = 2 tieº svoju rovnováºnu stratégiu. Výsledok je v²ak najhor²í
moºný, pritom existuje moºnos´ výhodnej²ej vo©by stratégie
(i∗, j∗) = (2, 1).

Existencia viacerých rôznych rovnováºnych stratégii hrá£ov viedla
k nevhodnej vo©be stratégie hry. Rovnováºna stratégia hry tu nie je
racionálna vo©ba, je potrebná dohoda o stratégii.
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Len existencia viacerých rovnováºnych stratégií nemusí by´
problematická.

Príklad 5.2
Je rovnováºna stratégia dvojmaticovej hry HAB

AB =

(
4, 1; −9,−8
3, 4; 5,5

)
racionálnou vo©bou oboch hrá£ov?

Hrá£i sa bez dohody zhodnú na tej rovnováºnej stratégii hry HAB
(i∗, j∗) = (2, 2), ktorá je pre oboch výhodná.
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De�nícia 5.3
Nech je (i∗, j∗) rovnováºna stratégia v dvojmaticovej hre HAB
s vlastnos´ou:

ai∗j∗ ≥ ai ′j ′ , (4)

bi∗j∗ ≥ bi ′j ′ , (5)

kde (i ′, j ′) je ©ubovo©ná rovnováºna stratégia hry HAB.

Potom dvojicu (i∗, j∗) nazveme dominujúcou rovnováºnou

stratégiou hry.

Príklad 5.2 ukázal, ºe ak je medzi rovnováºnymi stratégiami hry
jediná dominujúca, je racionálnym návodom jednania hrá£ov. Ak
v²ak v hre existuje viacero dominujúcich rovnováºnych stratégií,
môºe vzniknú´ opä´ problém.
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Príklad 5.3 � Dve dominujúce rovnováºne stratégie

Je dominujúca rovnováºna stratégia dvojmaticovej hry HAB

AB =

 3, 2; 1, 2; 8,9

1, 1; 4, 4; −4, 3
8,9 ; 1,−2; −3,−3


racionálnou vo©bou oboch hrá£ov?

V tejto hre máme dve dvojice dominujúcich rovnováºnych stratégii
(1, 3) a (3, 1). Pri nedostatku komunikácie medzi hrá£mi sa môºe
sta´ ºe zvolia stratégie (1, 1) alebo (3, 3) ktoré sú pre oboch hrá£ov
nepriaznivé. Pre racioná©nu vo©bu je tu potrebná opä´ dohoda o
stratégii.

Aj túto situáciu moºno vylú£i´ nasledujúcou poºiadvkou na
rovnováºne stratégie.
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De�nícia 5.4
Nech (i∗k , j

∗
k ) ∈ Z sú dvojice rovnováºnych stratégií hry HAB, kde

Z = I × J, I ⊆ X , J ⊆ Y. Potom mnoºinu Z dvojíc rovnováºnych
stratégií nazveme zámennou sústavou, ak sa hodnoty výplatných
funkcií hrá£ov nezmenia pri zámene stratégií t.j.

Z = {(i∗k , j∗k ) : k ∈ K , ai∗
k
j∗
k
= m∗1, bi∗k j

∗
k
= m∗2} (6)

Príklad 5.4 � Zámenná sústava rovnováºnych stratégií

AB =

 8,9 ; 1, 2; 8,9
1, 1; 4, 4; −4, 3
8,9 ; 1,−2; 8,9


V hre HAB máme Z = {(1, 1), (1, 3), (3, 1), (3, 3)}.
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Poznámka
Rovnováºne stratégie dávaju v dvojmaticových hrách (ale tieº
v nekone£ných neantagonistických nekooperatívnych hrách)
racionálny návod jednania hrá£ov ak

• v hre existuje jediná rovnováºna stratégia,

• v hre existuje jediná dominujúca rovnováºna stratégia,

• v hre v²etky dominujúce stratégie trvoria zámennú sústavu.
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Príklad 5.5 � Hra bez rovnováºnych stratégií

AB =

(
0, 4; 2, 3
1, 2; 0, 4

)
�ahko sa presved£íme,ºe ºiadna z dvojíc (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)
nie je rovnováºnou stratégiou hry HAB.

Tento záporný výsledok v²ak neprekvapuje ak si uvedomíme, ºe pre
A = −B dostávame z dvojmaticových hier HAB maticové hry HA,
v ktorých sme sa stretávali s hrami, bez £istých rovnováºnych
stratégií.
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Ak zistíme, ºe dvojmaticová hra nemá rovnováºnu stratégiu
môºeme skúma´ zmie²ané roz²írenie hry.

De�nícia 5.5
Dvojmaticovú hru

(HAB) =
(
Q = {1, 2}, (X ), (Y),M1(x, y),M2(x, y)

)
(7)

s priestormi stratégií

(X ) = {x : x1 + x2 + · · ·+ xm = 1, x ≥ 0} (8)

(Y) = {y : y1 + y2 + · · ·+ yn = 1, y ≥ 0} (9)

s výplatnými funkciami

M1(x, y) = xTAy (10)

M2(x, y) = xTBy (11)

nazývame zmie²aným roz²írením dvojmaticovej hry ur£enej
dvojmaticou AB a M1(x, y),M2(x, y) o£akávané hodnoty výhry.
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Veta 5.1. Nashova
V zmie²aných stratégiách má kaºda dvojmaticová hra HAB aspo«
jednu rovnováºnu stratégiu (x∗, y∗) ∈ (X )× (Y) t.j. patia
nerovnosti:

xTAy∗≤x∗TAy∗ ∀x ∈ (X ) (12)

x∗TBy≤x∗TBy∗ ∀y ∈ (Y). (13)

Poznámka
Zmie²aná stratégia 1. hrá£a x∗ je najlep²ia odpove¤ na zmie²anú
stratégia 2. hrá£a y∗ práve ke¤ kaºdá z £istých stratégii i , ktorým
prira¤uje nenulovú pravdepodobnos´ x∗i > 0, je nejlep²ia odpove¤
na y∗.

�tefan Pe²ko Dvojmaticové hry



Veta 5.2.
Nech A a B sú matice typu m × n s kladnými prvkami a nech

eT = (1, 1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
m

fT = (1, 1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
n

.

Potom vektory p∗ 6= 0 a q∗ 6= 0 sú rie²ením úlohy

F (p,q) = pT (A+ B)q− eTp− fTq→ max

z.p. Aq ≤ e, BTp ≤ f

p,q ≥ 0

práve vtedy ke¤ dvojica (x∗, y∗) = (ap∗, bq∗) je rovnováºnou
stratégiou hry (HAB) pri£om

a =
1

fTp∗
b =

1
eTq∗

.
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Poznámka
Veta 5.2 poºaduje kladnos´ prvkov matíc A a B, £o nie je na ujmu
v²eobecnosti. Podobne ako v maticových hrách môºeme
pripo£ítaním kladnej kon²tanty k prvkom matíc získa´ matice
s kladnými prvkami so zachovaním rovnováºnych stratégií.

Funkcia F (p,q) nie je vºdy konkávna a tak nemôºeme pouºi´ vºdy
metódy kvadratického programovania. Moºno dokáza´, ºe platí
F (p∗,q∗) = 0.

Má zmysel h©ada´ rovnováºnu stratégiu, ak vieme, ºe nie vºdy
existencia rovnováºnych stratégií zaru£uje racionálnu vo©bu hrá£ov?

Nie je známa teória, ktorá by umoºnila nájs´ medzi v²etkými
rovnováºnymi stratégiami jednu dominujúcu prípadne rozhodla, ºe
v²etky dominujúce sú zámenné.
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Príklad 5.6
Treba ur£i´ zmie²ané rovnováºne stratégie hry HAB

AB =

(
1, 4; 3, 1
2, 2; 1, 4

)
.

Budeme ich h©ada´ rie²ením úlohy QP:

F (p,q) = 5p1q1 + 4p1q2 + 4p2q1 + 5p2q2 − p1 − p2 − q1 − q2 → max

z.p. q1 + 3q2 ≤ 1, 2q1 + q2 ≤ 1, q1, q2 ≥ 0

4p1 + 2p2 ≤ 1, p1 + 4p2 ≤ 1, p1, p2 ≥ 0

a dostaneme p∗ = ( 2
14 ,

3
14), q∗ = (25 ,

1
5) a a = 14

5 , b = 5
3 .

Platí F (p∗,q∗) = 0.

Jedno z h©adaných rovnováºnych stratégii je (x∗, y∗) kde
x∗ = ap∗ = (25 ,

3
5) a y∗ = bq∗ = (23 ,

1
3). Nevieme, £i je jediné!
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Veta 5.3.
Ak má dvojmaticová hra so ²tvorcovými maticami v²etky zloºky
zmie²anej rovnováºnej stratégie kladné, potom má len jednu
rovnováºnu stratégiu.

Príklad 5.6 � pokra£ovanie

Nájdená zmie²aná rovnováºna stratégia hry HAB so ²vorcovými
maticami A,B má v²etky zloºky kladné

(x∗, y∗) =
((2

5
,
3
5

)
,
(2
3
,
1
3

))
,

a preto je pod©a vety 5.3. jediné.
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Vez¬ovo dilema

BUDE ;-)
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