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Príklad 6.1 � Vez¬ovo dilema
Dvaja prichytení lupi£i sa môºu rozhodnú´ navzájom spolupracova´

alebo zradi´. Ak obaja spolupracujú (zapierajú) získa kaºdý 3 body.

Ak jeden spolupracuje (zapiera) a druhý zradi (prizná sa) dostáva

zradca 5 bodov a ten ktorý naletel 0 bodov. Ak obaja zradia

(priznajú sa) získajú po malej odmene 1 bod.

Kon�ikt moºno modelova´ dvojmaticovou hrou HAB

AB =

(
3, 3; 0, 5
5, 0; 1, 1

)
.

Stratégia 1 tu znamená rozhodnutie lupi£ov spolupracova´ a
stratégia 2 zradi´. Hra má jedinú rovnováºnu stratégiu (2, 2), ke¤
obaja lupi£i zradia, priznajú sa, no prídu o lup. Ich solidárna
stratégia (1, 1) nie je rovnováºna - umoº¬uje zvä£²i´ výhru, no je tu
poku²enie zradi´ kôli maximalizácii úºitku. V tom spo£íva dilema.
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De�nícia 6.1
Dvojmaticovu hra HAB

AB =

(
us , us ; uo , up
up, uo ; ut , ut

)
,

kde
uo < ut < us < up,

so stratégiami a výplatami hrá£ov:

• 1 - spolupráca so spoluhrá£om,

• 2 - zrada spoluhrá£a

• uo - uºitok z o²klbania spoluhrá£a,

• ut - uºitok z trestu,

• us - uºitok z odmeny za solidárnos´,

• up - uºitok z poku²enia,

je v²eobecným modelom hier vez¬ovo dilema.
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Interpretácia kon�iktu

Pod spoluprácou si môºeme predstavi´ skoro £oko©vek. Stratégia

• (spolupráca, spolupráca) zodpovedá vzájomne solidárnemu
jednaniu napr. 1.hrá£ pomôºe 2.hrá£ovi postavi´ dom a ten
mu to oplati, obaja získajú istú hodnotu ve vý²ke odmeny,

• (spolupráca, zrada) zodpovedá situácii, ke¤ 1.hrá£ pomôºe
2.hrá£ovi, ten v²ak pod©ahne poku²en�u a tak 1.hrá£ skon£í
o²klbaný,

• (zrada, zrada) predstavuje taký stav, ke¤ hrá£i navzájem
nespolupracujú, poprípade sa i navzájom po²kodzujú a sú za to
potrestaní.
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Príklad 6.2 � Budovanie £ísti£ky odpadových vôd

pre dva hotely na brehu jazera

• spolupráca = vybudovanie £isti£ky,

• zrada = nevybudovanie £isti£ky,

• odmena = £istá voda priláka zákazníkov, turisti zvý²ia zisky
ale treba investova´ istú £iastku,

• poku²enie = vyuºi´ zlep²ie vzniknuté vybudovaním £isti£ky u
druhého hotela bez jej spolu�nacovania,

• trest = zapáchajúca voda odradí turistom chodi´ k jazeru, zisk
obom hotelom klesne na nulu.
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Príklad 6.3 � Duopolisti

• spolupráca = dohoda na optimálnom mnoºstve výroby, ktoré
zodpovedá monopolu,

• zrada = poru²i´ dohodu,

• odmena = najvä£²í zisk pre obe oboch duopolistov,

• poku²enie = vyrába´ o nie£o viac ako boli dohodnuté
mnoºstvá a tak si zvý²i´ zisk na úkor druhého duopolistu,

• trest = celkovo men²í zisk pre obe strany, súdne spory.
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Príklad 6.3 � Postreky ²kodcov

lesných porastov dvoch susedných revírov

• spolupráca = vzájomne postreky porastov oboch revirov

• zrada = necha´ si urobi´ postrek na svojom poraste ale
neoplati´ to,

• odmena = zbavi´ sa ²kodcov za cenu postreku aj susedných
porastov,

• poku²enie = zbavi´ sa ²kodcov ke¤ to ni£ nestoji,

• trest = ²kody spôsobené ²kodcami v revíre sú vä£²ie neº
postrek porastov susedného revíru.
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Príklad 6.4 � Verejná doprava

• spolupráca = poctivo plati´

• zrada = neplati´,

• odmena = verejná doprava funguje, ale istú £iastku mesa£ne
zaplatím,

• poku²enie = vyuºíva´ ale neplati´,

• trest = skoro nik neplatí, verejná doprava je zru²ená, musím
zaplati´ auto (taxík), £o je ove©a drah²ie neº poplatok za
verejnú dopravu.
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Príklad 6.5 � Bitva

• spolupráca = bojova´,

• zrada = schova´ sa,

• odmena = ví´azstvo s rizikom zranenia,

• poku²enie = ví´azstvo bez rizika zranenia,

• trest = nepriate© zví´azí bez boja.

Príklad 6.6 � Nukleárne zbrojenie

• spolupráca = odzbroji´,

• zrada = zbroji´,

• odmena = svet bez nebezpe£ia nukleárneho kon�iktu,

• poku²enie = by´ jediný nukleárne vyzbrojený,

• trest = skoro v²etci zbroja, platia ve©ké £iastky za stálej hrozby
nukleárneho kon�iktu.
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Ako sme videli, ak sa uskuto£ní hra vez¬ovo dilema len raz a nie je
moºné vopred uzavrie´ skuto£ne záväznú dohodu, a tak zvolí
racionálny hrá£ rovnováºnu stratégiu zrada.

Ak sú ale hrá£i v rovnakej situácii opakovane, v nekone£nom alebo
neur£itom £asovom horizontu � v opakovaných ´ahoch (kolách),
potom spolupráce nie je nutne iracionálna.

De�nícia 6.2 � len verbálna
Stratégia hrá£a v opakovanej hre je plán, ako sa hrá£ zachová
v priebehu celej hry vo v²etkých moºných situáciách, v ktorých sa
môºe ocitnú´.
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Príklad 6.7 � Opakované vez¬ovo dilema

Uvaºujme túto modi�káciu vez¬ovho dilema, ktorá predpokladá
opakovanie hry HAB

AB =

(
3, 3; 0, 5
5, 0; 1, 1

)
,

s pravdepodobnos´ou 2
3 .

Ak budú hrá£i spolupracova´, potom dostávame priemernú výhru
kaºdého hrá£a rovnú

us = 3+ 3 · 2
3
+ 3 ·

(2
3

)2
+ · · ·+ 3 ·

(2
3

)n
+ · · · = 3 · 1

1− 2
3

= 9.

K tomuto výsledku dospejú aj dvaja hrá£í nevraºivci hrajúci pod©a
stratégie: Spolupracuj, pokia© ´a druhý nezradí, potom vºdy zra¤.

Je opakovaná vo©ba stratégie (1, 1) je rovnováºna stratégia?
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Príklad 6.7 � nevraºivec & deviant
Uvaºujme e²te hrá£a devianta, ktorý hrá nieko©ko kôl ako nevraºivec
no potom zradí aj napriek tomu ºe protihrá£ spolupracoval.

Predstavme si, ºe 1.hrá£ je nevraºivec a 2.hrá£ deviant, ktorý zradil
prvý krát v (n + 1)-tom kole hry. Pretoºe 1.hrá£ je nevraºivec bude
v ¤al²ích kolách voli´ len stratégiu zrady. Deviant tak nemôºe
získa´ viac neº

uD = 3+3· 2
3
+3·

(2
3

)2
+· · ·+3·

(2
3

)n−1
+5·

(2
3

)n
+1·

(2
3

)n+1
+. . .

Deviant by ale mohol získa´ menej, keby v ¤al²ích kolách volil
spoluprácu.

Presved£te sa, ºe sa s nevraºivcom naozaj neoplatí zradi´, lebo

uN − uD > 0.
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Príklad 6.7 � vra´ aké poºi£á²

Uvaºujme oboch hrá£ov opláca£ov, ktorí za£nú spoluprácou a
potom opakujú ´ah protihrá£a z predchádzajúceho kola.

Aj títo hrá£i sú odsúdeni na ve£nú spoluprácu!
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De�nícia 6.3
Nech HAB dvojmaticová hra a p ∈ (0, 1). Potom opakovanou

dvojmaticovou hrou s pravdepodobnos´ou opakovania p

rozumieme nekone£nú hru

(HAB)
∞
p =

(
Q = {1, 2},Xh,Yh,Mp

1 (x, y),M
p
2 (x, y)

)
s priestormi stratégií

Xh = {(i1, i2, . . . ) ∈ X∞ : it+1 ∈ ht+1
1

(
(i1, j1), (i2, j2), . . . , (it , jt)

)
}

Yh = {(j1, j2, . . . ) ∈ Y∞ : jt+1 ∈ ht+1
2

(
(i1, j1), (i2, j2), . . . , (it , jt)

)
}

s reakciami hrá£ov v (t + 1)-tom ´ahu

ht+1
1 : (X × Y)t → X , ht+1

2 : (X × Y)t → Y

a priemernými výplatami de�novanými pre (x, y) ∈ Xh × Yh

Mp
1 (x, y) =

∞∑
k=1

axkyk · p
k , Mp

2 (x, y) =
∞∑
k=1

bxkyk · p
k .
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Stratégie vo vez¬ovom dilemate I.

• Always Cooperates � vºdy spolupracuje.

• Always Defects � vºdy zradí.

• Grudger, Spiteful � spolupracuje, kým ho protihrá£ nezradí,
potom neodpú²´a a vºdy zradí.

• Tit for Tat � prvom ´ahu spolupracuje, v ¤al²ích opakuje ´ah
protihrá£a, ak ho v jednom ´ahu zradí protihrá£ oplatí oplatí
v ¤al²om ´ahu zradou, ale odpú²´a a na spoluprácu odpovedá
spoluprácou (ako ty mne tak ja tebe).

• Mistrust � v prvn�m kole zrad�, v ¤al²ích opakuje ´ah
protihrá£a.

• Naive Prober � ako Tit for Tat, ale ob£as zradí napr. raz po
10 -tich kolách, (naivný poku²ite©)

• Remorseful Prober � ako Naive Prober, no snaºí sa kajúcne £o
najskor ukon£it svojej dôsledok svojej nespravodlivej zrady, na
zradu raz zareaguje spoluprácou.
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Stratégie vo vez¬ovom dilemate II.

• Hard Tit for Tat � spolupracuje s výnimkou situácie, ke¤ ho
protihrá£ zradil aspo¬ raz v poledných 10 -tich kolách.

• Gradual � polupracuje, kým ho protihrá£ nezradí. Potom po
prvn� zrade raz zrad� a dvakrat spolupracuje, po druhej zrade
dvakrát po sebe zradí a dvakrát spolupracuje,..., po n-te zrade
n-krát po sebe zrad� a dvakrát spolupracuje.

• Hard Tit for 2 Tats � spolupracuje okrem prípadu, ke¤ ho
protihrá£ zradil aspo¬ dvakrát po sobe v posledn�ch troch
kolách.

• Soft Tit for 2 Tats � spolupracuje okrem prípadu, ke¤ ho
protihrá£ zradil v dvoch po sobe idúc�ch kolách.

• Slow Tit for Tat � hra spolupráca, spolupráca a potom ak hral
protihrá£ dvakrát ten istý ´ah, hrá ´ah opa£ný.
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Stratégie vo vez¬ovom dilemate III.

• Soft Majority � spolupracuje, potom pouºije stratégiu, ktorú
protihrá£ pouºil naj£astej²ie, pri zhode protivníkových
po£etností spolupracuje,

• Hard Majority � polupracuje, potom pouºije stratégiu, ktorú
protihrá£ pouºil naj£astej²ie, pri zhode protivníkových
po£etností ho zradí.

• Pavlov � spolupracuje ak v predchádzajúcom kole zvolili obaja
hrá£i tú istú statégiu, iná£ zradí.

• Random � spolupracuje s pravdepodobnos´ou 1/2.

• Hard Joss � hrá ako Tit for Tat ale spolupracuje len s pp. 0.9.

• Soft Joss � hrá ako Tit for Tat ale zradí len s pp. 0.9.

• Better and Better � zradí s pravdepodobnos´ou poradia kola
stále men²ou a men²ou.

• Worse and Worse � zradí s pravdepodobnos´ou poradia kola
stále vä£²ou a vä£²ou.
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Prvý Axelrodov turnaj

V roku 1981 usporiadal Robert Axelrod po£íta£ový turnaj, v ktorom
sa stretlo 15 rôznych stratégií, od popredných herných teoretikov,
pre opakované vez¬ovo dilema s dvojmaticou výplat

AB =

(
3, 3; 0, 5
5, 0; 1, 1

)
,

v 200 ´ahoch (spolu 15× 15 zápasov). Najviac bodov prekvapivo
získala jednoduchá stratégia Tit for Tat, ktorú zaslal psychológ a
odborník na teóriu hier Anatol Rapoport.
V rozbore turnaja Axelrod zistil, ºe

• milé stratégie � nikdy nezradia ako prvé (len v odvete), 8
milých stratégií obsadilo 8 prvých miest, 83, 4%− 78, 6%
podiel z 600 bodov,

• podlé stratégie � aspo¬ niekedy zradia ako prvé, najúspe²nej²ia
mala podiel 66, 3%,
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Druhý Axelrodov turnaj

Nebol pevne ur£ený po£et kôl, ale turnaj prob�ehal analogicky s
evolu£ným princípom prirodzeného výberu: V²etkým stratégiám
bola priradená výhra ur£ená po£tom potomkov (pri kon²tantnom
po£te jedincov). Úspe²nej²ie stratégie sa mnoºili na úkor menej
úspe²ných. Asi po 1000 generác�ách bola dosiahnutá stabilita
pri£om opä´ zví´azila stratégia Tit for Tat.

Vez¬ovo dilema a jeho zov²eobecnenia i na¤alej zamestnáva
matematikov, sociálnych vedcov a biológov, pretoºe ilustruje ²iroko
roz²írený problém: ako individuálne ambície vedú ku kolektívnej
mizérii.
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Príklad 6.8 Vojnový front

• spolupráca = ºi a nechaj ºi´,

• zrada = zabi kaºdého, koho môºe²

• odmena = preºitie d¨hých vojnových rokov

• poku²enie = zneuºi´, ºe nepriate© je bezbranný, dobrý nepriate©
je len m¯tvy nepriate©,

• trest = v²etci v stálom strese, nekrytí...
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Príklad 6.9 � Výpomoc samcov paviána anubiho

• spolupráca = pomôc´ druhému sam£akovi pri párení odhá«at
nepriate©ov,

• zrada = neposkytnú´ pomoc

• odmena = úspe²né párenie, mlá¤atá

• poku²enie = len vyuºi´ pomoc, u²etri´ si £as i námahu

• trest = menej mlá¤at.

�ím £astej²ie sam£ek A podporuje sam£eka B, tým £astej²ie
sam£ek B podporuje sam£eka A.
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Príklad 6.10 � Striedanie pohlaných rolí u hermafrodita kanice

• spolupráca = ak som teraz sam£ek budem nabudúce sami£kou,

• zrada = po sam£ekovi budem zase sam£ekom,

• odmena = harmonické súºitie, ve©a potomkov,

• poku²enie = zopakova´ si ©ahkú rolu sam£eka,

• trest = vz´ah sa rozpadne.

Príklad 6.11 � K¯menie hladných jedincov netopierov

• spolupráca = po úspe²nom love nak¯mi´ neúspe²ných jedincov

• zrada = necha´ si v²etko pre seba,

• odmena = dlhodobé úspe²né preºívanie,

• poku²enie = v prípade núdze sa necha´ nak¯mi´ ale úlovok si
necha´ pre seba,

• trest = pro neúspe²nom love smr´ hladom.
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